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При скоростном ударе под действием ударно-волновой разгрузки наблюдается 
расслоение композита. При дальнейшей эксплуатации возможно возрастание рас-
слоений с последующим разрушением композита. В данной работе представлены 
аналитические выражения для величин, характеризующих критическую нагрузку 
потери устойчивости расслоения и описывающих нелинейное деформирование 
расслоение, которое образуется в результате удара. Определены упругие харак-
теристики тонкостенного расслоения многослойного пакета, а также входящих 
в него отдельных слоев, зависящих от модуля сдвига, модулей упругости, коэффи-
циента Пуассона, толщины и угла ориентации волокон однонаправленного слоя. 
Разработана методика численного моделирования и расчета элементов кон-
струкций из слоистых композитных материалов с допустимыми дефектами типа 
расслоений с использованием системы ANSYS Mechanical для решения задач за-
критического поведения композитных пластин. 
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Введение. При эксплуатации многослойные композитные кон-

струкции подвергаются локальным ударным нагрузкам, в результате 
чего наблюдаются деформирование и разрушение вблизи места уда-
ра. Степень повреждения зависит от многих параметров, таких как 
скорость удара, размеры конструкции, толщина образцов, характери-
стики материалов и др. При низкоскоростном ударе (до 100 м/с) под 
воздействием ударно-волновой разгрузки отмечается формирование 
макротрещин, приводящих к расслоению композита (рис. 1). При 
возрастании начальной скорости удара от 100 до 350 м/с степень рас-
слоения увеличивается (рис. 2). При высокоскоростном ударе (от 350 
до 1 000 м/с и более) происходит сквозное пробитие с небольшой зо-
ной повреждения и расслоением в середине образца (рис. 3). 

Поврежденные тонкостенные элементы конструкций с внутрен-
ними расслоениями подвергаются в ходе эксплуатации различ- 
ным нагрузкам, в том числе сжимающим, которые могут привести  
к общей или локальной потере устойчивости [1]. В связи с этим  
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возникает необходимость в исследовании тонкостенного локального 
расслоения, полученного в результате удара, с аналитическим и чис-
ленным решением задач потери устойчивости межслойных допусти-
мых дефектов. 

 

Рис. 1. Схематическое изображение (а) и фото (б) повреждений стеклопластика  
из 20 слоев при низкоскоростном ударе: 

1 — зона удара, в которой повреждения на поверхности визуально трудно обнаруживаются; 
2 — обширные расслоения в конусообразной зоне 

 

 

Рис. 2. Схематическое изображение (а) и фото (б) повреждений стеклопластика  
из 20 слоев при среднескоростном ударе: 

1 — локальное повреждение; 2 — некоторые расслоения; 3 — разрушение волокон  
на оборотной стороне 

 

 

Рис. 3. Схематическое изображение (а) и фото (б) повреждений стеклопластика  
из 20 слоев при высокоскоростном ударе: 

1 — сквозное пробитие; 2 — расслоения; 3 — некоторое количество свободных волокон 
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Цель работы — определение критической нагрузки тонкостенно-
го расслоения и исследование его закритического поведения. Для 
этого необходимо найти упругие характеристики многослойного па-
кета, зависящие от входящих в него упругих характеристик отдель-
ных слоев. Полученные характеристики слоев были использованы  
в численном нелинейном расчете потери устойчивости с помощью 
программного комплекса ANSYS Mechanical. 

Определение упругих характеристик многослойного пакета 
пластины и локального расслоения. Рассмотрим расслоение ком-
позитной пластины, нагруженной сжимающими деформациями по 
граням ,x  y  (рис. 4). Начало координат Oxy совпадает с центром 

дефекта. Расслоение рассматривается как тонкая осесимметричная 
пластина, защемленная по контуру и подвергнутая равномерно рас-
пределенной нагрузке интенсивностью , ,x yq q  соответствующей  

основной нагрузке элемента конструкции (см. рис. 4).  

 

Рис. 4. Схематическое изображение локального расслоения композитного образца: 
h — толщина расслоения; H — толщина основной части пластины; a, b — полуоси расслоения; 
δm — толщина m-го слоя, m — количество слоев в пакете; t — количество слоев расслоения 

 
Для тонкостенных многослойных элементов конструкций типич-

ны плоское напряженное состояние и изгиб [2–5]. Границы локаль-
ного расслоения заданы уравнением 

2 2

2 2
1,

x y

a b
   

где h удовлетворяет условию , .h a b   
Многослойная пластина в области расслоения (см. рис. 4) состоит 

из двух частей: расслоившегося слоя (верхняя часть толщиной h)  
и слоя, расположенного ниже расслоения (нижняя часть толщи-
ной ).H h  За пределами дефекта расположена основная часть слои-
стой пластины толщиной .H   
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Поведение слоистых композитных материалов под нагрузкой, 
даже при линейной зависимости напряжений от деформаций, прин-
ципиально отличается от поведения изотропных материалов [3, 5]. 
Для определения упругих характеристик многослойного пакета пла-
стины и локального расслоения воспользуемся соотношениями для 
однонаправленного материала, которые отражают вклад каждого 
компонента пропорционально его объемной доле — так называемое 
правило смесей [6, 7]. Представим однонаправленный композитный 
материал (ОКМ) в виде чередования слоев, обладающих свойствами 
волокна и матрицы. Тогда относительное объемное содержание во-
локна вf  и матрицы мf  в ОКМ суммарно равно единице в м( 1).f f   

На растровом электронном микроскопе JSM-6510LV JEOL эксперимен-
тально определена объемная доля волокон вf  диаметром d  = 6 мкм 

в стеклонити, составляющая 70 % (рис. 5).  
Упругие характеристики содержащихся в ОКМ волокна и матри-

цы приведены в табл. 1.  

 

Рис. 5. Изображение поперечного разреза стеклонити 
 

Таблица 1 

Упругие характеристики волокна и матрицы в ОКМ 

Характеристика Стекловолокно Эпоксидная матрица 

Модуль упругости, МПа Eв = 7,3·104 Eм = 3,78·103 

Модуль сдвига, МПа Gв = 2,9·104 Gм = 1,4·103 

Коэффициент Пуассона µв = 0,22 µм = 0,35 
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Находим значения упругих постоянных ОКМ через упругие по-
стоянные и объемные доли компонентов по следующим выражениям: 

1 в в м м ;E f Е f Е   
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2 2
1 в м м в в м м в в м
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
   

где 1,Е  2Е  — модуль упругости вдоль и поперек направления арми-

рования; 12G  — модуль сдвига в плоскости слоя; 12 21,  — коэффи-

циенты Пуассона поперечных деформаций.  
Упругие характеристики для ОКМ, согласно соотношениям (1), 

представлены в табл. 2. Полученные аналитические значения уточне-
ны численными расчетами, проведенными в программном комплексе 
ANSYS Mechanical. 

Таблица 2 

Упругие характеристики однонаправленного композитного материала  
(стеклопластика) 

Характеристика ОКМ 
Значения, полученные 
по соотношениям (1) 

Значения, полученные  
в программном комплексе 

ANSYS Mechanical 

Модуль упругости E1, МПа 5,223·104 5,225·104 

Модуль упругости E2, МПа 1,124·104 1,759·104 

Модуль сдвига G12, МПа 4,207·103 4,459·104 

Коэффициент Пуассона µ21 0,259 0,253 

 
Определены упругие характеристики многослойного пакета по 

известным характеристикам жесткости входящих в него отдельных 

слоев: ,
m
j sC  — жесткостные характеристики m-го слоя, зависящие от 

угла ориентации волокон φ однонаправленного слоя, модуля сдвига, 
модулей упругости, коэффициента Пуассона.  

Выражения для жесткостных характеристик m-го слоя получены 
на основании работ [8, 9]: 
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Рассмотрим случай локальной потери устойчивости, начинаю-
щейся с выпучивания тонкого расслоения. Приблизительно, но с до-
статочной для инженерных расчетов точностью, можно рассчитать 
упругие характеристики многослойного композитного материала для 
расслоения (верхняя часть) по следующим формулам: 
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где ,xy yx   — коэффициенты Пуассона поперечной деформации для 

пакета толщиной h многослойного композитного материала; xE  — 

модуль упругости вдоль направления армирования для пакета тол-
щиной h многослойного композитного материала; yE  — модуль 

упругости поперек направления армирования для пакета толщиной h 
многослойного композитного материала. В табл. 3 представлены зна-
чения упругих характеристик многослойного композитного материа-
ла для расслоения (верхняя часть) двух [0/90], трех [0/90/0], четы-
рех [0/90]2 слоев стеклопластика (t = 2; 3; 4).  
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Таблица 3 

Жесткостные и упругие характеристики многослойного  
композитного материала 

Жесткостные характеристики m-го слоя, МПа 
Угол ар-
мирова-
ния  
m-го слоя 

11
mC  22

mC  12
mC  13

mC  23
mC  33

mC  

1m   
0   5,223·104 1,124·104 3,148·103 0 0 4,207 ·103 

2m   
90    1,124 ·104 5,223·104 3,148·103 3,906 ·10–12 1,962·10–14 4,207 ·103 

Упругие характеристики материала 

Ех, МПа Еy, МПа ху  ух  

для двухслойного расслоения [0/90] 

2,095 ·104 2,095·104 0,099 0,099 

для трехслойного расслоения [0/90/0] 

3,817·104 2,465·104 0,126 0,082 

для четырехслойного расслоения [0/90]2 

4,19·104 4,19·104 0,099 0,099 

 
По контуру дефекта заданы усилия, соответствующие деформа-

циям основы ,x  :y  
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Перемещения, которые описывают переход пластины в новое  
отклоненное состояние от начального состояния равновесия, пред-
ставим в виде 
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где , ,x y z  — направление осей, соответствующее компонентам пе-
ремещений , , ;u v w    — параметр, зависящий от уровня нагружения 
пластины.  

Функцию поперечного прогиба  1 ,w x y  возьмем в виде  

 
2 2

1 2 2
, 1 .

x y
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Для определения перемещения  2 , ,u x y   2 ,v x y  необходимо 

решить вспомогательную задачу. Введем функцию напряжений 
 2 , ,x y  связанную с прогибом  1 ,w x y  уравнением Кармана 
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Граничные условия для  2 ,x y  примем в виде 
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2

b
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Учитывая эти условия, функцию 2 ( , )x y  зададим рядом  

2 2 22 2
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где ij  — неизвестные коэффициенты, для определения которых 

необходимо проинтегрировать уравнение Кармана по методу Галер-
кина.  

При этом получаем систему линейных уравнений, решаемую ме-
тодом Гаусса. Для определения 2 2,u v  используем зависимости: 

2 2 2
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                    (2) 

Аппроксимация узловых точек выполнена с помощью полино- 
миальной регрессии в Mathcad. Для вычисления коэффициентов по-
линома регрессии используется функция submatrix. 

Изменение полной потенциальной энергии ΔЭ для тонких рас-
слоений при отклонении от начального плоского состояния опреде-
ляется выражением 
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1 22 2
2 1 1

2 2
0

1
Э

2

xb aa

o

d w d w
D

dx dy

        
 

   
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   
2

22 2 2
2 21 1 1

2 2 22 2
2 1 ,xy x y

S

w w w
dydx u q v q dS

x y x y

                    
  

где 
3

12(1 )
x

xy yx

E h
D 

 
 — цилиндрическая жесткость многослойного 

расслоения; 2S  — граница отслоения. 

Из условия Э 0   находим критическую нагрузку, которую для 
удобства можно представить в виде 

 

2

2 2

1 2 22 2 2 4
1 1 1 1

2 2 2 2
0 0

кр

2 2 2 2

1
2 1

2
.

1

x
b

aa

xy

x

xy S S

w w w w
D dydx

x yx y x y

E h
u dS v dS

  
                              

 
 

   

 

  
 

При рассмотрении нелинейного поведения расслоения, когда ве-
личина прогиба w становится сравнимой с высотой отслоения h, важ-
ную роль начинает играть перемещение точек срединной поверх- 
ности u, v. При переходе пластины в новое возмущенное состояние, 
граничное с начальным плоским, функции перемещений возьмем  
в виде 

0 1( , ) ;w x y w w   

2
0 2( , ) ;u x y u u    

2
0 2( , ) .v x y v v   

Прогиб расслоения можно задать функцией 

22 2

1 2 2
1 ,

x y
w

a b

 
    
 

 

удовлетворяющей граничным условиям 1 1
1 0.

w w
w

x y

 
  
 

 

Перемещения срединной поверхности u2 и v2 определены по 
формулам (2). 

Компоненты деформаций в новом возмущенном состоянии рав-

новесия вычислим с точностью до 2 :  

0 ;x x x      
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0 ;y y y      

0,xy   

где 0 0 ;x
u

x


 


 0 0 ;y

v

y


 


 

2
" 2 22 11

;
2x

u w

x x

         
 

2
" 2 22 11

.
2y

v w

y y

  
       

 

Энергия деформации срединной поверхности расслоения имеет 
вид 

U = U0 + U2 + U4. 

Здесь 

21 ( / )
02 0 0 0 2

0 2
0 0

( 2 ) ;
2(1 )

b x aa
x

x xy y x y
xy

E h
U dydx



       
    

21 ( / )
0 " 0 " 0 " 0 "

1 2
0 0

[ 2 ( )] ;
2(1 )

b x aa
x

x x y y xy x y y x
xy

E h
U dydx



            
    

21 ( / )
"2 "2 " "

4 2
0 0

( 2 ) .
2(1 )

b x aa
x

x y xy y x
xy

E h
U dydx



       
    

Потенциал внешних сил расслоения определяется выражением 

 
1

2
0 2 0 2 2 1,x y

S

u q v q ds         

где S1 — граница расслоения. 
Перемещения u2(x, y) и v2(x, y) подобраны так, что исключают из 

уравнения U2 все слагаемые, содержащие начальные условия. 
Рассчитаем изменение полной потенциальной энергии расслое-

ния в виде 

2 21 ( / ) 2 2
2 1 1

0 2 2
0 0

22 4
1 1

2 2

Э Э Э
2

2(1 )

b x aa

xy

D w w

x y

w w
dydx

x y x y

          
  

                 

 
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2 22 21 ( / ) 2
4 2 1 2 1

2
0 0

1 1

2 22(1 )

b x aa
x

xy

E h u w v w

x x y y

                                   
   

 
1

22
22 1 2 1

2 2 1
1 1

2 .
2 2xy x y

S

u w v w
dydx u q v q dS

x x y y

                                  
  

Приравнивая к нулю первую производную 
Э

0 ,
 

  
 устанав-

ливаем возможные положения равновесия: 

2

1

22 21 ( / ) 2
2 1 2 1

2
0 0

3
кр

2 2 1

1 1
2 22(1 )

( )

b x aa
x

xy

xy
S

E h u w v w
x x y y

q
u v ds

                                  


 


 

22
2 1 2 11 1

2
2 2

0

u w v w
dydx

x x y y
q

                                   

при ;
1

yx y
y yx

yx

E h
q q

 
  


 кр

кр ;
1

x

xy

E h
q





 .

1
x

x
xy

E h
q q


 


 

При крq q  возможна изгибная форма равновесия. При крq q  

допустима только одна прямолинейная форма равновесия, которая 

соответствует 0.   Исследование знака второй производной 
2

2

Э 


 

позволило установить, что при крq q  плоская форма равновесия не-

устойчива, а изгибная — устойчива. Зависимость между прогибом  
в центре расслоения и нагрузкой получаем в виде 

max 1,01 1,W q   

где кр .q q q  

Поскольку отслоившийся слой достаточно тонок, критическая 
нагрузка мала, а область закритической деформации достаточно вели-
ка, необходимо провести оценку диапазонов существования основной 
формы равновесия и более сложных. Эта задача частично решена для 
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расслоений такого вида в работах [10, 11]. Сначала, при нагружении, 
после потери устойчивости прогиб в центре становится максималь-
ным, что соответствует основной форме равновесия. Затем, при боль-
ших нагрузках, возможен переход к более сложным формам. Для по-
лучения численных результатов берем данные, соответствующие 
основной форме равновесия с последующим подрастанием стрелы 
прогиба, так как этот случай более опасен с точки зрения подрастания 
дефекта.  

Расчеты в системе ANSYS. В расчетах, выполненных в про-
граммном комплексе ANSYS Mechanical, использованы трехмерные 
восьмиузловые шестигранные конечные элементы типа SOLID46 [12]. 
Композитная пластина представляет собой многослойный пакет  
из набора ОКМ с заданной схемой армирования (рис. 6, а), шарнирно 

 

Рис. 6. Схема армирования исследуемой пластины слоями (а) и заданные элементом 
INTER20x конечные контакты и расслоения между верхними слоями (б) пластины 

 

 

Рис. 7. Численные результаты моделирования напряженно-деформированного  
состояния пластины (а) и ее продольных деформаций в зависимости от силы (б) 
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неподвижной с одной грани и шарнирно подвижной с противопо-
ложной, с заданием сжимающего усилия (рис. 6, б). Конечные кон-
тактные элементы заданы специальным когезионным элементом 
INTER20x (см. рис. 6, б). На рисунке также отображены заделка  
и непроклей по центру на верхнем слое, имитирующем расслоение. 
Визуализация напряженно-деформированного состояния пластины 
представлена на рис. 7, а, график зависимости продольных деформа-
ций от нагрузки — на рис. 7, б. Определена критическая нагрузка 
тонкостенного расслоения (Pmax = 320 000 Н).  

Заключение. Рассмотрены условия появления дефектов типа рас-
слоений при воздействии ударных нагрузок на композитную кон-
струкцию. Представлен уточненный подход к решению задач исследо-
вания устойчивости тонкостенных расслоений из композитных 
материалов в нелинейной постановке. Получена в явном виде крити-
ческая нагрузка, исследовано нелинейное (закритическое) поведение 
тонкостенного расслоения. 

Определены упругие характеристики многослойного пакета тон-
костенного расслоения, а также упругие характеристики входящих  
в него отдельных слоев, зависящие от модуля сдвига, модулей упру-
гости, коэффициентов Пуассона и углов ориентации волокон одно-
направленного слоя. Получены соотношения для однонаправленного 
композитного материала, которые отражают вклад каждого компо-
нента (волокна, матрицы) пропорционально его объемной доле, т. е. 
применено так называемое правило смесей. 

Разработана методика численного моделирования элементов кон-
струкций из композитных материалов с допустимыми дефектами ти-
па расслоений в системе ANSYS Mechanical. Обсуждаемые методы 
оценки прочности и численные расчеты также можно применять при 
исследовании разнообразных композитных материалов.  
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of local delaminations caused by high-speed impact 
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Delamination of a composite may occur as a result of high-speed impact under the action 
of shock-wave unloading. Delamination could grow further under operation with the 
subsequent composite destruction. This paper presents analytical expressions for values 
characterizing the delamination critical loss of stability and describing their non-linear 
delaminating deformation resulting from the impact. Elastic characteristics of the thin-
walled delamination of a multilayer package, elastic characteristics of separate layers 
included in it depending on the shear modulus, elastic moduli, Poisson ratio, thickness, 
and orientation angle of fibers of the unidirectional layer were determined. A technique 
for numerical simulation and calculation of the structural elements made of layered com-
posite materials with allowable defects such as delamination was developed in the 
ANSYS Mechanical system to solve problems of the plates’ supercritical behavior. 
 
Keywords: impact, composite material, delamination, critical load, loss of stability, non-
linear behavior 
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