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Рассмотрено с использованием переменных Лагранжа однородное вихревое движе-
ние неоднородной жидкости в неподвижной эллипсоидальной полости, произвольно 
ориентированной относительно направления однородного поля сил тяжести. Одно-
родным вихревым движением жидкости называется движение, в котором ротор 
скорости для всех частиц имеет одинаковое значение и зависит только от времени. 
Показано, что уравнения однородного вихревого движения тяжелой неоднородной 
жидкости возможны для эллипсоидальной полости при линейном распределении 
плотности. Предложена геометрическая интерпретация движения жидкости. 
С помощью переменных Лагранжа получены уравнения движения неоднородной 
жидкости, которые совпадают с уравнениями движения тяжелого твердого тела 
вокруг неподвижной точки, записанными в неподвижной системе координат, произ-
вольно расположенной относительно направления однородного поля сил тяжести. 
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Введение. Механические аналоги движений жидкости дают 

наглядное представление о решении сложных гидродинамических 
задач. Их часто применяют в инженерных расчетах, например при 
исследовании динамики ракет-носителей на жидком топливе [1]. По-
скольку в настоящее время широко используются криогенные жид-
кости, представляет интерес рассмотреть простейшие движения та-
кой неоднородной жидкости. Одним из них является однородное 
вихревое движение, которое применительно к однородной жидкости 
рассмотрено в работах [2–8] при исследовании движения твердого 
тела, имеющего эллипсоидальную полость, полностью заполненную 
однородной жидкостью. В этом случае механическим аналогом дви-
жений однородной жидкости являлись движения твердого тела во-
круг неподвижной точки, совпадающей с центром его масс. 

В книге [9] утверждается, что движение неравномерно нагретой 
жидкости, полностью заполняющей неподвижную эллипсоидальную 
полость и подчиненной пространственно-линейным распределениям 
скорости и температуры и приближению Буссинеска, управляется 
дифференциальными уравнениями в неподвижной системе коорди-
нат, которые оказываются эквивалентными дифференциальным 
уравнениям Эйлера — Пуассона тяжелого твердого тела.  

Цель данной работы — показать, что однородное вихревое дви-
жение неоднородной жидкости в неподвижной эллипсоидальной по-
лости возможно при линейном распределении плотности. С исполь-
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зованием переменных Лагранжа показано, что параметры, определя-
ющие подобное движение неоднородной жидкости, могут быть 
найдены без применения приближения Буссинеска из уравнений, 
аналогичных уравнениям движения тяжелого твердого тела вокруг 
неподвижной точки. 

Постановка задачи. Рассмотрим однородное вихревое движение 
неоднородной жидкости, полностью заполняющей неподвижную по-
лость в форме эллипсоида с полуосями ( 1, 2, 3).ib i   Введем правую 

неподвижную систему координат 1 2 3:K Оx x x  с началом в геометри-

ческом центре полости и с осями, совпадающими с полуосями ib  

(рис. 1). Уравнение поверхности эллипсоида в системе координат 

1 2 3Оx x x  запишется в виде 

22 2
2 31 2

1 2 3 2 2 2
1 2 3

Э ( ) 1 0.
xx x

x x x
b b b

                                 (1) 

 

Рис. 1. Системы координат для неподвижной эллипсоидальной полости  
с неоднородной жидкостью 

 
Введем также правую подвижную (сопутствующую) систему ко-

ординат 0 0 0
0 1 2 3: ,K Оx x x  связанную с частицами жидкости, и пусть 

0 0 0
1 2 3, ,x а x b x c    — переменные Лагранжа, характеризующие 
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начальное положение частиц жидкости в полости в системе 0.K  По-

ложим, что в начальный момент времени обе системы координат 
совпадают. 

 

Рис. 2. Системы координат вращающегося вокруг неподвижной точки  
тяжелого твердого тела 

 
Для получения кинематической картины движения неоднородной 

жидкости воспользуемся методом Пуанкаре [2] описания аналогич-
ного движения однородной жидкости. Сопоставим однородному 
вихревому движению частиц жидкости в эллипсоидальной полости 
движение тяжелого твердого тела вокруг неподвижной точки. Рас-
сматривая движение твердого тела, будем считать произвольно ори-

ентированную в пространстве систему координат 0 0 0
1 2 3Оx x x  непо-

движной, a систему координат 1 2 3,Оx x x  связанную с твердым телом, 

подвижной (рис. 2). При движении твердого тела вокруг неподвиж-
ной точки каждая точка твердого тела будет описывать кривую на 

поверхности сферы 2S  — неподвижной в пространстве, и будут 
справедливы соотношения [7] 
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0
1 1 2 2 3 3 ,      (  = 1, 2, 3),i i i ix x x x i                            (2) 

где ( )ij t  — направляющие косинусы, определяющие положение по-

движной системы координат 1 2 3,Оx x x  связанной с твердым телом, 

относительно неподвижной системы координат 0 0 0
1 2 3 .Оx x x  

Построим отображение 2 2 2 2Э Э ,: S A SF      состоящее из 
трех последовательных преобразований:  

1) преобразования внутренней области эллипсоида в шар 
0 ,i i iz x R b  3

1 2 31, 2, 3; ,i R b b b   iz  — координаты точек после 

преобразования;  
2) преобразования поворота шара относительно центра 

3

1

,i ji j
j

y z


   где iy  — координаты точек шара после поворота;  

3) обратного преобразования шара в область, ограниченную  
эллипсоидом, , 1, 2, 3.i i ix y b R i   

В результате действия F  траектории точки твердого тела на непо-

движной поверхности сферы 2S  перейдут в траектории на поверхно-

сти 2Э .  Тогда для частиц жидкости будут справедливы выражения: 

1 1
1 11 21 31

2 3

2 2
2 12 22 32

1 3

3 3
3 13 23 33

1 2

, 

,

,

b b
x a b c

b b

b b
x a b c

b b

b b
x a b c

b b

   

   

   

                            (3) 

которые и примем для описания в переменных Лагранжа однородно-
го вихревого движения жидкости. Выражения (3) показывают, что 
частицы жидкости, находящейся в момент 0t  в точках с координата-

ми ( , , ),a b c  в момент времени t  будут находиться в точках с коорди-

натами 1 2 3( , , )x x x  и матрица A  направляющих косинусов ( )ij t  бу-

дет иметь вид [10] 

cos cos sin sin cos cos cos sin sin cos sin sin

cos sin sin cos cos sin sin cos cos cos cos sin .

sin sin sin sin cos

A

           
              

     

 

Дифференцируя выражение (3) по времени, получим следующие 
выражения для скорости частиц жидкости: 
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3
0

1
    (  = 1, 2, 3).i i

i ji j
j j

x b
V x i

t b


  


                        (4) 

Принимая во внимание соотношения между направляющими ко-
синусами [11] и их производными, зависящими от проекций угловой 
скорости в системах K  и 0 ,K  можно также выразить компоненты 

скорости iV  через эйлеровы координаты 1 2 3, , :x x x  

3 3

1 1
( , ) (  = 1, 2, 3),i k

i i ji jk
k j k

dx x
V t x b a i

dt b 
                   (5) 

или в развернутом виде  

1 1 1
1 2 3 3 2

3 2

2 2 2
2 3 1 1 3

1 3

3 3 3
3 1 2 2 1

2 1

( , ) ,

( , ) ,

( , ) ,

dx b b
V t x x x

dt b b

dx b b
V t x x x

dt b b

dx b b
V t x x x

dt b b

   

   

   

                          (6) 

где 1 2 3, ,    — проекции мгновенной угловой скорости частицы 

жидкости на неподвижные оси 1 2 3 ,Оx x x  которые выражаются через 
производные от направляющих косинусов  

1 13 12 23 22 33 32

2 11 13 21 23 31 33

3 12 11 22 21 32 31

,

,

.

  
  
  

       

       

       

                           (7) 

Компоненты вектора вихря 1 2 3, ,    определяются из вектор-
ного произведения v  и представляются следующим образом: 

2 2 2 2 2 2
2 3 1 3 1 2

1 1 2 2 3 3
2 3 1 3 1 2

, , .
b b b b b b

b b b b b b

  
          

Вывод вихревого уравнения движения неоднородной жид- 
кости. Движение жидкости в полости опишем в переменных Ла-
гранжа уравнениями [12] 

22 2
03 31 1 2 2

0 02 2 2

22 2
03 31 1 2 2

0 02 2 2

22 2
03 31 1 2 2

0 02 2 2

,

+ ,

+ ,

а

b

c

x xx x x x p

a a a at t t

x xx x x x p

b b b bt t t

x xx x x x p

c c c ct t t

      
              

      
              

      
              

                (8) 
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00;       ( , , , ) const,a b c t
t


  


                            (9) 

31 2
1 2 3 0

xx x

t t t

 
     

  
 на 2Э ,                         (10) 

где p — давление жидкости; i  — проекции орта внешней нормали  

к 2Э  на оси 1 2 3, , ;Оx Оx Оx  0  — плотность жидкости, которая  

в начальный момент времени 0t  изменяется по закону 

0 0 0
0 0 1 2 3 .S S a S b S c                                   (11) 

Здесь коэффициенты 0
iS  можно рассматривать так же, как и коэф- 

фициенты разложения произвольного закона плотности 0   
0 0 0

0 1 2 3( , , )x x x   в степенной ряд в начальный момент времени, если 

ограничиться линейными слагаемыми разложения и отбросить все 
произведения; символы (1, 2, 3) рядом с уравнениями указывают, что 
два других не выписанных уравнения получаются из написанного 
перестановкой цифр, указанных в скобках: 

0 31 2

1 2 3

   (1, 2, 3),a
xx x

a x а x a x a

    
    

      
             (12) 

где   — силовая функция массовых сил, действующих на жидкость.  
Пусть полость произвольно расположена в пространстве с одно-

родным полем сил тяготения. Силовую функцию   в этом случае 
представим как 

1 1 2 2 3 3( ) .x x x g                                  (13) 

Здесь ( 1, 2, 3) consti i    — направляющие косинусы, определяю-

щие положение осей ib  относительно направления однородного поля 

сил тяжести. 
Подставим выражения (4), (11), (12) и (13) в уравнение гидроди-

намики (8). Затем, применив операцию rot к левой и правой частям 
уравнения (8), от полученного выражения придем к уравнениям вих-
ревого движения жидкости в форме Фридмана [13], записанной в пе-
ременных Лагранжа: 

0 0 2 20
2 3 3 2 1 21 31 31 21 2 22 32 32 22

2 3

2 0 0 0 0
3 23 33 33 23

( ) [ ( ) ( )

( )] ( ),

   

 

S G S G b b
b b

b
b c c b
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0 0 2 20
3 1 1 3 1 31 11 11 31 2 32 12 12 32

1 3

2 0 0 0 0
3 33 13 13 33

0 0 2 20
1 2 2 1 1 11 21 21 11 2 12 22 22 12

1 2

2
3 13 23

( ) [ ( ) ( )

( )] ( ),

( ) [ ( ) ( )

(

   

 

   

 

S G S G b b
b b

b
c a a c

S G S G b b
b b

b


           

   
      

   


           

    0 0 0 0
23 13)] ( ).

a b b a

   
  

   

   (14) 

Здесь обозначено 
22

032
1 11 11 12 12 13 13 12 2

1 1

2
031 2

21 11 22 12 23 13 2
2 1 1 2

2
031 2

31 11 32 12 33 13 3
3 1 3 1

2
031 2

2 11 21 12 22 13 23 1
2 1 1 2

21

( )

( )

( ) ,

( )

(

  

  

  

  



bb
G x

b b

bb b
x

b b b b
bb b

x
b b b b

bb b
G x

b b b b

       

       

      

       

 
22

031
21 22 22 23 23 22 2

2 2
2

031 2
31 21 32 22 33 23 3

2 3 3 2
2

031 2
3 11 31 12 32 13 33 1

3 1 3 1
2

031 2
21 31 22 32 23 33 2

2 3 3 2
2

1
31 31 2

3

)

( ) ,

( )

( )

(

 

  

  

  



bb
x

b b
bb b

x
b b b b

bb b
G x

b b b b

bb b
x

b b b b

b

b

     

      

       

       

  
2

02
32 32 33 33 32

3

) . b
x

b
   

 

Преобразуем левую часть полученного уравнения, заменим вто-
рые производные от направляющих косинусов через первые произ-
водные и воспользуемся тем, что каждый косинус равен своему ал-
гебраическому дополнению. 

Выразив направляющие косинусы через проекции угловой скоро-
сти на оси неподвижной системы координат, получим  

11 2 13 3 12 12 3 11 1 13 13 1 12 2 11

21 2 23 3 22 22 3 21 1 23 23 1 22 2 21

31 2 33 3 32 32 3 31 1 33 33 1 32 2 31

, , ,

, , ,

, , .
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После несложных, но громоздких преобразований система (14) 
запишется в виде 

0 0 2 3 2 2
2 3 2 3 3 2 0 2 3 1 11 1 3 2 12

2 2 0 0 0 0
1 2 3 13 2 3 2 3 3 2

0 0 2 3 2 2
1 3 3 1 1 3 0 2 3 1 21 1 3 2 22

2 2 0 0 0 0
1 2 3 23 1 3 3 1 1 3

0 0
1 2 1 2 2 1

( ) [( ) ( )

( ) ] ( ),

( ) [( ) ( )

( ) ] ( ),

(

d
b b S G S G b b b b

dt

b b b b g S S

d
b b S G S G b b b b

dt

b b b b g S S

b b S G S G

         

       

         

       

 2 3 2 2
0 2 3 1 31 1 3 2 32

2 2 0 0 0 0
1 2 3 33 1 2 1 2 2 1

) [( ) ( )

( ) ] ( ).

d
b b b b

dt

b b b b g S S

        

       

     (15) 

Далее полученные уравнения проинтегрируем по объему, зани-
маемому жидкостью. В результате интегрирования слагаемые, со-

держащие линейные функции 0 0 0
1 2 3, , ,x x x  обратятся в нуль, и после 

некоторых преобразований будем иметь: 

0 0 0 0эл
1 1 11 2 2 12 3 3 13 2 3 3 2 2 3

0 0 0 0эл
1 1 21 2 2 22 3 3 23 3 1 1 3 1 3

0 0 0 0эл
1 1 31 2 2 32 3 3 33 1 2 2 1 2 1

( ) ( )  ,
5

( ) ( )  ,
5

( ) ( ) ,
5

d V
A A A S S b b g

dt
d V

A A A S S b b g
dt
d V

A A A S S b b g
dt

           

           

           

      (16) 

где 1 2 3, ,A A A  — моменты инерции «затвердевшей» жидкости относи-

тельно неподвижных осей 1 2 3, ,Оx Оx Оx  соответственно; m — масса 

«затвердевшей» жидкости; элV  — объем эллипсоида, 0 ( )i t  — функ-

ции времени, которые определяют ориентацию подвижной (сопут-
ствующей) системы координат жидкости в эллипсоидальной полости 
относительно направления однородного силового поля и удовлетво-
ряют уравнениям: 

0 32
1 1 11 2 12 3 13

1 1

0 31
2 1 21 2 22 3 23

2 2

0 1 2
3 1 31 2 32 3 33

3 3

( ) ,

( ) ,

( ) .

bb
t

b b

bb
t

b b

b b
t

b b

         

         

         

                      (17) 
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Для того чтобы сделать совпадение формально полным, заменим 

параметры 0
iS  через координаты центра тяжести 0

iс  неоднородной 

жидкости в начальный момент времени: 

0
0 2

0

.
5

i
i i

S
с b

S
  

В результате уравнения (16) могут быть записаны в виде 

0 0 0 0
1 1 11 2 2 12 3 3 13 2 3 3 2

0 0 0 0
1 1 21 2 2 22 3 3 23 3 1 1 3

0 0 0 0
1 1 31 2 2 32 3 3 33 1 2 2 1

( ) ( ),

( ) ( ),

( ) ( )

d
A A A mg с с

dt
d

A A A mg с с
dt
d

A A A mg с с
dt

           

           

           

           (18) 

или в векторном виде 

0 0
[ ].

  
d M

mg с
dt

                                   (19) 

Здесь 

M  — кинетический момент жидкости при 0 ,t t  0 constiс   — 

безразмерные координаты центра масс жидкости в системе 0 :K  

0
0 0 0,  ,i
i i ii

i

c
с b

b
     

где 
0
i  — компоненты вектора, имеющие размерность длины, опреде-

ляющие ориентацию подвижной системы 0K  относительно направле-

ния ускорения однородного силового поля и удовлетворяющие урав-
нению Пуассона 

0
0[ ].

  d

dt


                                         (20) 

Вывод уравнения вихревого движения неоднородной жидко-
сти в переменных Эйлера. Уравнения однородного вихревого дви-
жения неоднородной жидкости, записанные в виде (18), совпадают 
по форме записи с уравнениями движения тяжелого твердого тела 
вокруг неподвижной точки, написанными в неподвижной системе 
координат при произвольной ориентации последней относительно 
направления однородного поля сил тяжести. 
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Теперь умножим каждое из уравнений (18) на 1 1 1, ,
x x x

a b c

  
  

 соот-

ветственно и сложим. После небольших преобразований придем  
к уравнениям, описывающим движение неоднородной жидкости  
в переменных Эйлера в неподвижной системе K: 

1 1 2 3 2 3 2 3 3 2

2 2 3 1 1 3 3 1 1 3

3 3 1 2 1 2 1 2 2 1

( ) ( ),

( ) ( ),

( ) ( ),





A A A mg с с

A A A mg с с

A A A mg с с

        

        

        

 

или в векторной форме  

[ ] [ ],

   d M
M mg с

dt
                                    (21) 

где ,i i ib    consti   в системе отсчета ,K  а безразмерные коор-

динаты центра масс определяются формулами: 

2

0

, ,
5

i i
i i i

i

c S
c с b

b S
                                    (22) 

0 0 01 1
1 1 11 2 21 3 31

2 3

  (1, 2, 3).
b b

c c c c
b b

                    (23) 

Отметим, что уравнение (21) может быть также получено непо-
средственно из уравнения Фридмана в переменных Эйлера для не-
сжимаемой жидкости:  

Ф,

  d
G V

dt


      

где  

0 1 1 2 2 3 3, .

 dV
S S x S x S x G

dt
                       (24) 

Найдем уравнения для коэффициентов .ic  Для этого запишем 

уравнение постоянства плотности жидкости в переменных Эйлера: 

( ) 0.U
t


  


                                      (25) 

Используя соотношения (18), (22)–(25), получим следующее 
уравнение для безразмерного вектора центра масс: 

[ ].

 dс
с

dt
                                              (26) 
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Анализ уравнений движения. Вид уравнений (21), (26) фор-
мально совпадает с видом уравнений Эйлера — Пуассона движения 
тяжелого твердого тела вокруг неподвижной точки. Однако роль па-

раметров ,
 
с   в уравнениях (21), (26) так же, как и при использовании 

переменных Лагранжа, разная. При рассмотрении движения неодно-

родной жидкости в неподвижной системе const,   а вектор 

c  под-

чиняется уравнению (26), в то время как для тяжелого твердого тела 
в подвижной системе const,


c   а   подчиняется уравнению (20). 

Для выяснения причины перестановки сомножителя 

  в вектор-

ном произведении левой части уравнения (21) воспользуемся резуль-
татами работ [9, 14], в которых введено понятие обобщенного твер-
дого тела с конфигурационным пространством G на произвольной 
группе Ли. Согласно результатам [14], в качестве обобщенного твер-
дого тела в рассматриваемом случае выступает неоднородная иде-
альная (несжимаемая и невязкая) жидкость, в качестве группы G — 
группа диффеоморфизмов ограниченной области D, сохраняющих 
элемент объема. Движение такой идеальной жидкости обладает ки-
нетической энергией T, которая задает правоинвариантную риманову 
метрику на этой группе, в то время как кинетическая энергия эйлеро-
ва движения твердого тела задает левоинвариантную метрику по 
группе 0S (3). 

Если жидкость однородная, так что все 0,ic   то уравнение (21) 

приобретает вид векторного уравнения Гельмгольца для однородного 
вихревого движения однородной жидкости, а уравнения движения 

твердого тела при 0

c   принимают вид уравнений движения твердо-

го тела по инерции вокруг неподвижной точки. Но выполнение урав-
нения (21) при 0, ( )1, 2, 3i ic   указывает на сохраняемость вектор-

ных линий и интенсивности векторных трубок вектора   [13]. 
Другими словами, движение жидкости в этом случае будет безвихре-
вым или вихревым с постоянной интенсивностью, если оно было та-
ковым в начальный момент времени. Наличие же правой части 
при 0ic   в уравнении (21) означает, что однородное вихревое дви-

жение неоднородной жидкости может возникать и разрушаться. Это 
указывает на качественное различие между одинаковыми движения-
ми однородной и неоднородной жидкостей. 

Геометрическая интерпретация Пуансо. Геометрическая ин-
терпретация Пуансо дает наглядное геометрическое представление  
о движении твердого тела вокруг неподвижной точки. Согласно тео-
реме Якоби, любое движение симметричного весомого гироскопа 
всегда может быть разложено на два: на прямое движение Пуансо  
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и на обращенное движение. Как известно, прямое движение Пуансо 
есть качение без скольжения эллипсоида инерции по неподвижной 
плоскости (рис. 3).  

 

Рис. 3. Прямое движение Пуансо 
 
Обращенное движение геометрически истолковывается как каче-

ние без скольжения касательной плоскости по неподвижной цен-
тральной поверхности второго порядка при неизменном расстоянии 
от центра поверхности до плоскости [10]. Следовательно, однородное 
вихревое движение неоднородной жидкости в неподвижной эллип-
соидальной полости вращения можно представить как обращенное 
движение по Пуансо, при котором касательные плоскости совершают 
движения по неподвижной поверхности второго порядка (рис. 4). 
Движения касательных плоскостей могут быть заменены качением 
без скольжения герполодиальных конусов, неизменно связанных с 
этими плоскостями по одному и тому же полодиальному конусу. 

 

Рис. 4. Обращенное движение Пуансо 
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Заключение. Учитывая вышеизложенное, приходим к следую-
щему выводу: различный смысл параметров при переходе от движе-
ния твердого тела к движению идеальной жидкости указывает на 
формальную замену подвижной системы координат неподвижной си-
стемой и формальную необходимость считать проекции угловой ско-
рости твердого тела на подвижные оси проекциями угловой скорости 
жидкости на неподвижные оси, а правоинвариантность метрики,  
в свою очередь, приводит к формальной необходимости смены знака 
этих проекций или перестановки 


  в векторном произведении левой 

части уравнения (21). 
Приведенная аналогия уравнений однородного вихревого движе-

ния неоднородной жидкости уравнениям движения твердого тела во-
круг неподвижной точки позволяет определить параметры движения 
и траектории частиц жидкости в любой момент времени по имею-
щимся решениям уравнений движения твердого тела. 
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Mechanical analogue of the motions  
of an inhomogeneous fluid 

© A.N. Temnov, Yan Naing Oo 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 
 
The article considers the homogeneous vortex motion of an inhomogeneous fluid in a sta-
tionary ellipsoidal cavity arbitrarily oriented with respect to the direction of a uniform 
gravity field using the Lagrange variables. Uniform vortex motion of a fluid is a motion 
in which the rotor speed for all particles has the same value, and depends only on time. 
The article shows that the equations of homogeneous vortex motion of a heavy inhomo-
geneous fluid are possible in an ellipsoidal cavity with a linear density distribution and 
proposes a geometric interpretation of fluid motion.  
Using the Lagrange variables, the equations of motion of an inhomogeneous fluid are ob-
tained, coinciding with the equations of a heavy rigid body motion around a fixed point, 
written in a fixed coordinate system arbitrarily located relative to the direction of a ho-
mogeneous gravity field. 
Keywords: Lagrange variables, Friedmann equation, vortex motion, coordinate system 
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