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Предложен метод вычисления функций чувствительности первого и второго по-
рядков фазовых координат, не требующих интегрирования громоздких цепочно-
связанных систем дифференциальных уравнений. Общее и частное решения век-
торного дифференциального уравнения движения, записанного в форме Коши, вы-
ражаются через фундаментальную матрицу. С помощью формальных преобразо-
ваний вектор фазовых координат представлен в виде сходящегося интегро-
степенного ряда по матрице, определяющей вариации элементов матрицы коэф-
фициентов уравнения системы, названной в работе матрицей вариаций. Затем 
полученные соотношения специальными операциями трансформируются к явному 
виду относительно этих вариаций до квадратического приближения включитель-
но. В рамках матричного аппарата находятся аналогичные разложения по вариа-
циям внешнего воздействия и начальных условий. Для исключения многочисленных 
«паразитных» операций умножения на нуль при вычислениях предложено исполь-
зовать специальные операции матричной алгебры. Исходная и обратная фунда-
ментальные матрицы трактуются как мультипликативные интегралы, что 
обеспечивает простое их вычисление во времени по рекуррентным формулам. По-
лученный в результате аппарат построен полностью на матричных операциях, 
что обеспечивает простую машинную реализацию и универсальность. 
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Введение. Процесс проектирования конструкций летательных 

аппаратов (ЛА) связан с параметрическим анализом. Он дает воз-
можность выявить влияние детерминированных и случайных вариа-
ций параметров самой системы, внешних воздействий и начальных 
условий на перемещения, ускорения, внутренние силовые факторы, 
значения которых определяют функциональность проектируемого 
объекта. Важным элементом параметрического анализа является тео-
рия чувствительности. Обзорные материалы применения теории чув-
ствительности в области прикладных задач механики приведены  
в [1]. Задачи анализа и параметрического синтеза, связанные с дина-
микой и прочностью конструкций, рассмотрены в [2–4]. В современ-
ных методиках расчета летательных аппаратов в основном исполь-
зуются многомерные конечно-элементные модели конструкций [5, 6]. 
Вектор вариаций параметров конструкции в таких случаях может 
иметь высокую размерность [7, 8]. 
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Несколько обособленной от общей теории представляется задача 
нахождения функций чувствительности фазовых координат системы, 
динамика которой определяется системой линейных или нелинейных 
дифференциальных уравнений. Широко распространенным способом 
их вычисления является интегрирование цепочно-связанных систем 
дифференциальных уравнений, полученных последовательным диф-
ференцированием исходной системы уравнений по варьируемым па-
раметрам [1, 4]. Этот очевидный и зачастую единственно возможный 
путь решения все же слишком громоздкий, в каждом конкретном слу-
чае для его реализации требуется относительно большая подготови-
тельная работа, и он недостаточно удобен для численной реализации. 
В данной работе для решения линейных и линеаризованных систем 
предлагается методика, в которой не требуется дифференцирование 
исходной системы уравнений по варьируемым параметрам. 

Для того чтобы получить разложение вектора фазовых координат 
в ряд по вариациям параметров, обычно сначала находят функции 
чувствительности, которые и позволяют его сформировать. В предла-
гаемой методике используется интегро-степенной ряд по матрице ва-
риаций. Путем формальных матричных операций он трансформи- 
руется в обычный ряд Тейлора по вариациям параметров в окрестно-
сти номинального решения (коэффициенты ряда — функции чув-
ствительности). 

Постановка задачи и метод решения. Считаем, что динамиче-
ское поведение системы описывается векторным дифференциальным 
уравнением в форме Коши 

     
  0

Y B ,A Y+ G ;

Y 0 Y ,

    


 t t t
                             (1) 

где  1 2Y , , ..., T
ny y y  — вектор фазовых координат, точкой обозна-

чено дифференцирование по времени t ; 0Y  — начальный вектор фа-

зовых координат, заданный при 0;t   B t  — квадратная матрица 

номинальных значений коэффициентов уравнения;  A, t  — матри-

ца отклонений коэффициентов уравнения от номинальных значений 

   
1

A, ;    
n

ij ijt a t  
1

A    
n

ija  — матрица варьируемых параметров 

   , , ij ijb t t i j  — заданные функции времени, интегрируемые по 

Риману (ограничены и имеют конечное число разрывов на участке ин-
тегрирования);  G t  — вектор внешних воздействий. 
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Запишем решение уравнения (1) в следующем виде: 

1

0 0 0 0
0

Y (B ) Y (B ) (B ) G( ) ,


           
t

t t w w dw                (2) 

где 0(B )t    — фундаментальная матрица (столбцами являются n 

линейно независимых решений системы), 0
0 E   при 0.t  

Преобразуем прямую и обратную фундаментальные матрицы по 
известным формулам [9]: 

0 0 0

1 1 1

0 0 0

(B ) (B) (D),

(B ) (D) (B) ,

t t t

w w w  

     

               
                     (3) 

где 

1

0 0D (B) ( ,A) (B).


     
t tt                                   (4) 

В дальнейшем назовем матрицу D матрицей вариаций. В [9, 10] 
показано, что прямая и обратная фундаментальные матрицы предста-
вимы в виде равномерно и абсолютно сходящихся интегро-степен- 
ных рядов. Разложим в такие ряды фундаментальные матрицы от D, 
входящие в соотношения (3), 

0 0
0 0 0

(B ) (B) E D( ) D( ) D( ) ... ,
t t s

t t v dv s v dvds
 

        
  

              (5) 

1 1

0 0
0 0 0

(B ) E D( ) D( ) D( ) ... (B) .
w w s

w wv dv v s dvds
  

                
       (6) 

Выражение (5) определяет, по существу, разложение общего ре-
шения 1Y ( )t  однородного уравнения в ряд по матрице вариаций. Для 

того чтобы получить аналогичное разложение частного решения 

2Y ( ),t  подставим (5) и (6) во второй член равенства (2) и сгруппи- 

руем члены по степеням матрицы вариаций. Тогда при номинальных 
значениях параметров системы частное решение будет иметь вид 

1(0)
0 02

0

Y ( ) (B) (B) G( ) ,


    
t

t wt w dw                        (7) 
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а линейное приближение частного решения — 

1(1)
2 0 0

0 0

1

0
0 0

Y ( ) (B) D( ) (B) G( )

D( ) (B) G( ) .

t t
t w

t w
w

t v dv w dw

v dv w dw






      


     

 

 
                   (8) 

Возьмем второй интеграл в квадратных скобках соотношения (8) 
по частям. Обозначим: 

   
0

D , D ,
w

u v dv du v dv   

1 1

0 0
0

(B) G( ) , (B) G( ) .
 

         
v

w wdr w dw r w dw  

В этом случае 

1(1)
0 02

0 0

Y ( ) (B) D( ) (B) G( ) .


     
t v

t wt v w dw dv                  (9) 

С помощью преобразований, аналогичных для (9), получим квад-
ратическое приближение 

1(2)
0 02

0 0 0

Y ( ) (B) D( ) D( ) (B) G( ) .


      
t s v

t wt s v w dw dv ds        (10) 

С учетом (7), (9) и (10) запишем частное решение в следующем 
виде: 

2 0
0 0 0

Y ( ) (B) N( ) D( ) N( ) D( ) D( ) N( ) ,
 

    
  

  
t t s

tt t v v dv s v v dv ds       (11) 

где 
1

0
0

N( ) (B) G( ) .


   
t

wt w dw  

Используя (5) и (11), окончательно получим разложение решения 
в ряд по матрице вариаций: 

0
0 0 0

Y( ) (B) M( ) D( ) M( ) D( ) D( ) M( ) ,
 

    
  

  
t t s

tt t v v dv s v v dv ds      (12) 

где 0M( ) Y N( ). t t  
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Заметим, что каждый последующий член разложения в реше- 
нии (12) строится путем умножения предыдущего члена слева на 
матрицу вариаций и интегрированием полученного произведения  
в заданном интервале времени. Учет в полученных разложениях трех 
членов ряда точно соответствует разложению любой фазовой коор-
динаты в ряд Тейлора по ,ija i j  до квадратических членов включи-

тельно. С практической точки зрения именно такие разложения пред-
ставляют интерес. 

Теперь необходимо получить явную зависимость вектора фазо-
вых координат от вариаций параметров. Для дальнейших выкладок 
введем понятие матричной единицы Jij  и векторной Ji  единицы, ко-

торые имеют все нулевые элементы за исключением элементов с но-
мерами i j  и ,i  которые равны единице. Это позволяет представить 

любую матрицу или вектор в виде суммы по их элементам. Тогда 
можно записать 

1

( , A) ( ) J .


  
n

ij ij ij
ij

t a t                                    (13) 

Подставим (13) в (4), а затем полученное равенство — в (12). По-
лучим окончательное соотношение в явном виде, удобное для чис-
ленной реализации: 



0
1 0

1 0 0

Y( ) (B) M( ) ( ) R ( ) M( )

( ) R ( ) ( ) R ( ) M( ) ,






    



  

 

  

tn
t

ij ij ij
ij

t sn

ij kh kh kh ij ij
ijkh

t t a v v v dv

a a s s v v v dvds

             (14) 

где 

1

0 0R ( ) (B) J (B).


    
t t

ij ijt                               (15) 

Коэффициенты при степенях и произведениях элементов матри-
цы A  являются функциями чувствительности, но для полной фор-
мальной идентичности разложения (14) и ряда Тейлора требуется 
ввести в квадратичный член коэффициент 1

2 ,  что следует учитывать 

при их вычислении. В целях экономии машинных ресурсов следует 
воспользоваться свойством симметрии матрицы Гессе при вычисле-
нии квадратического члена. Тогда он преобразуется к виду 
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2

1 0 0

1, 0 0
,

( ) R ( ) ( ) R ( ) M( )

2 ( ) R ( ) ( ) R ( ) M( ) .




 

  

  

  

  

t sn

ij ij ij ij ij
ij

t sn

ij kh kh kh ij ij
ijkh
k i h j

a s s v v v dv ds

a a s s v v v dv ds
 

Умножение трех матриц при вычислении R ( )ij t  следует прово-

дить по специальному правилу, чтобы избежать многочисленных 
«паразитных» операций умножения на нуль. Допустим, что A, B  — 
произвольные квадратные матрицы, тогда 

AJ B A B ,ij i j  

где Ai  — i-й столбец; B j  — j-я строка. 

Умножение квадратной матрицы на векторную единицу: 

AJ A ,i i  

где Ai  — вектор с элементами .ija j  

Полученные результаты несложно обобщить, если учесть вариа-
ции начальных условий и внешних воздействий, оставаясь при этом  
в рамках квадратического приближения.  

Представим вектор начальных условий в виде 

0 0Y Y A    

или  

0 0
1

Y Y J ,


  
n

i i
i

a                                    (16) 

где 0Y  — номинальное значение вектора;  1 2A , , ...,    T
na a a  — век-

тор вариаций начальных условий. 
Тогда после подстановки (16) в (14) получим решение для сво-

бодного движения системы при 0M( ) Y :t  

0 0 0
1 1 0

1 0

0
1 0 0

Y( ) (B) Y J ( ) R ( ) M Y

( ) R ( ) J

( ) R ( ) ( ) R ( ) Y .

 






     



  

   

  

 

  

 





tn n
t

i i ij ij ij
i ij

tn

ij k ij ij k
ijk

t sn

ij kh kh kh ij ij
ijkh

t a a v v dv

a a v v dv

a a s s v v dv ds

        (17) 
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Теперь рассмотрим вынужденное движение с учетом того, что 
элементы вектора внешних воздействий также имеют вариации; тогда  

     * * *

1

G G J G ,


 
n

i ii
i

t t a t                            (18) 

где  *G t  — номинальный вектор;  * * * *
1 2a , , ..., na a a  — вектор ва-

риаций. С учетом (18) получим 

     * * *

1

N N J N ,


 
n

i ii
i

t t a t                         (19) 

где  
1* *

0
0

N ( ) (B) G .


   
t

wt w dw  

После преобразований вынужденное движение запишется следу-
ющим образом: 

* * * *
2 0

1 1 0

* *

1 0

*

1 0 0

Y ( ) (B) N ( ) J N ( ) ( ) R ( ) N ( )

( ) R ( ) J N ( )

( ) R ( ) ( ) R ( ) N ( ) .

 






     



  

   

  

 

  

tn n
t

i ii ij ij ij
i ij

tn

ij k ij ij kk
ijk

t sn

ij kh kh kh ij ij
ijkh

t t a t a v v v dv

a a v v v dv

a a s s v v v dv ds

  (20) 

Коротко остановимся на вычислении фундаментальных матриц. 
Подробно этот аппарат изложен в [9]. Для моментов времени t   
и  t t  они на основе известного свойства связаны следующими со-
отношениями: 

0 0

1 1 1

0 0

10 0
0 0

(B) (B) (B) ;

(B) (B) (B) ;

(B) (B) E,

 

   



   

             

     

t t t t t
t

t t t t t
t                   (21) 

где t  — малый шаг по времени. 

Приближенное вычисление на интервале  ,  t t t  осуществ- 

ляется с применением таких же интегро-степенных рядов, как в соот-
ношениях (5) и (6), но только для другой матрицы коэффициентов:  
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1

(B) E (B) ... ,

(B) E (B) ... .






   

     





t t
t t
t

t

t t
t t
t

t

dv

dv

                          (22) 

Вследствие малости интервала в (22) учитываем только линейные 
члены и считаем, что  

1

(B) E B( ) ,

(B) E B( ) .





   

     

t t
t

t t
t

t t

t t
                               (23) 

Подстановка (23) в (21) образует рекуррентные формулы для по-
шагового вычисления фундаментальных матриц:  

0 0

1 1

0 0

(B) (E B( ) ) (B) ,

(B) (B) (E B( ) ) .



 

    

          

t t t

t t t

t t

t t
                    (24) 

Представление фундаментальных матриц в виде (23) называется 
мультипликативным интегралом. Несложно показать, что, по суще-
ству, такой способ вычисления полностью аналогичен методу Эйлера 
численного интегрирования дифференциальных уравнений. Порядок 
метода можно повысить, если учесть в (22) квадратические члены 
или построить аналог метода Эйлера — Коши.  

Коэффициенты в уравнении движения (1) могут быть функциями 
(в общем случае нелинейными) конструктивных параметров системы. 
Для того чтобы получить зависимости, аналогичные (13), но отно- 
сительно вариаций этих параметров, необходимо разложить выше-
упомянутые функции в степенной ряд по вариациям, подставить по-
лученные разложения в (14) и перегруппировать члены. 

В реальных задачах практически никогда не требуется получение 
разложения по вариациям всех параметров системы, оно бывает 
нужно только по относительно небольшой их части, которая может 
быть на порядки меньше. Структура всех результирующих формул 
такова, что позволяет ввести такое ограничение весьма просто, без 
лишних затрат машинных ресурсов; это относится и к учету симмет-
рии матрицы Гессе. 

Заключение. Построен алгоритм вычисления функций чувстви-
тельности линейной динамической системы на основе интегро-
степенного ряда по матрице вариаций параметров. Он исключает 
процедуру интегрирования громоздких цепочно-связанных диффе-
ренциальных уравнений относительно функций чувствительности. 
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Разложения фазовых координат представлены по группам парамет-
ров (системы, начальных условий, внешних воздействий), что удобно 
для параметрического анализа. Алгоритм имеет простую численную 
реализацию, построенную исключительно на матричных операциях. 
Предложен алгебраический способ исключения многочисленных 
операций умножения на нуль в матричных вычислениях.  

Работа поддержана грантом РФФИ №20-08-01076A. 
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Linear dynamic system phase coordinates vector: 
sensitivity functions definition according  

to the integro-power series from the matrix  
of parameter variations 

© O.N. Tushev, A.V. Belyaev 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 
 

The paper introduces a method for calculating sensitivity functions of the first and second 
orders of phase coordinates that do not require the integration of cumbersome chain-
related systems of differential equations. The general and particular solutions of the vec-
tor differential equation of motion, written in the Cauchy form, are expressed in terms of 
the fundamental matrix. With the help of formal transformations, the vector of phase co-
ordinates is represented as a convergent integro-power series with respect to the matrix 
that determines the variations of the elements of the matrix of system equation coeffi-
cients. In this work, the system is called the variation matrix. Then the relations obtained 
are transformed by special operations to an explicit form with respect to these variations 
up to and including the quadratic approximation. Within the framework of the matrix ap-
paratus, there are similar expansions in terms of variations of the external influence and 
initial conditions. To exclude numerous "parasitic" operations of multiplication by zero 
in calculations, it is proposed to use special operations of matrix algebra. The original 
and inverse fundamental matrices are treated as multiplicative integrals, which ensures 
their simple calculation in time using recurrent formulas. The resulting apparatus is built 
entirely on matrix operations, which ensures simple machine implementation and versa-
tility. 
 
Keywords: sensitivity functions, variation, integro-power series, multiplicative integral, 
linear and quadratic approximations 
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