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В приводах различных машинных агрегатов, передающих энергию от одной части 
машины к другой, в качестве соединительных элементов применяют муфты, при-
чем бîльшую часть составляют муфты постоянного соединения, в том числе 
упругие компенсирующие с металлическими элементами. К таким относятся 
упругие компенсирующие муфты с металлическими упругими элементами в виде 
пакетов пружинных гильз. Их важной характеристикой является крутильная 
жесткость. Приведены результаты исследования влияния основных размеров 
пружинных гильз на крутильную жесткость муфты. Исследование проведено чис-
ленно методом конечных элементов с использованием пакета прикладных про-
грамм ANSYS R17.0 Academic на модели муфты, пакет пружинных гильз которой 
заменен одной гильзой толщиной, равной толщине пакета гильз. На основании 
исследования выбрана расчетная схема, с использованием которой получена ана-
литическая зависимость крутильной жесткости муфты от ее основных разме-
ров — положения центра пакета относительно полумуфт, размеров пакета. 
Анализ этой зависимости позволил получить достаточно простые соотношения, 
удобные для расчета крутильной жесткости муфты.  
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Введение. Муфта — широко распространенный соединительный 

элемент в приводах различных агрегатов, используемых в разных от-
раслях промышленности — от тяжелого машиностроения до робото-
техники [1–4]. Существует большое количество муфт различных ви-
дов, многие из которых сочетают свойства нескольких муфт [5, 6].  
К ним относятся, в частности, фрикционные муфты [6, 7], упругие 
предохранительные, упругие компенсационные с различными вида-
ми упругих элементов — полимерных [8, 9] и металлических, таких 
как стальные стержни, ленты, пружины [10–13], в том числе с паке-
тами пружинных гильз [1].  

Муфты с пакетом пружинных гильз могут быть как линейно, так 
и нелинейно упругими. По сравнению с другими муфтами, имеющи-
ми металлические упругие элементы, муфта с металлическими гиль-
зами компактна, проста в монтаже, но конструктивно сложнее. 
Обычно пакет состоит из трех-четырех гильз одинаковой или раз-
личной толщины, которые устанавливают в гнезда с натягом. Пру-
жинные гильзы представляют собой тонкостенные цилиндры с про-
дольным разрезом, благодаря чему их легко установить в гнезда. 
Отсутствие зазоров между соединительными элементами полу- 
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муфта — пакет гильз — полумуфта обусловливает снижение дина-
мических нагрузок при пуске агрегата. Во время работы гильзы мо-
гут смещаться как относительно друг друга, так и относительно гнез-
да, т. е. может происходить проскальзывание, вызывающее их 
изнашивание. Поэтому для его уменьшения гильзы фиксируют в од-
ной из полумуфт и используют смазочный материал. Одна из важ-
нейших характеристик муфты — ее крутильная жесткость C, значе-
ние которой должно быть известно для проведения динамического 
расчета привода.  

Цель настоящей работы — получить простую аналитическую за-
висимость жесткости муфты от ее основных геометрических размеров.  

Выбор расчетной схемы. Прочность и жесткость муфты опреде-
ляется прочностью и жесткостью упругих элементов — гильз. При 
нагружении муфты вращающим моментом T за счет упругих дефор-
маций пакета гильз происходит поворот одной полумуфты относи-
тельно другой на угол Δφ. Будем считать, что верхняя полумуфта  
неподвижна, а внутренняя поворачивается против хода часовой 
стрелки, деформируя гильзу. Вследствие этого между одними участ-
ками гильзы и полумуфтами образуется зазор, в то время как другие 
участки контактируют с полумуфтами.  

Для уточнения расчетной схемы было предварительно проведено 
численное моделирование методом конечных элементов (МКЭ)  
с применением пакета прикладных программ ANSYS R17.0 Acade- 
mic [14]. При расчете использованы плоские квадратичные элементы 
PLANE183 с учетом больших перемещений. На контактных линиях 
длина элемента составляла 1 мм. Конечно-элементная модель муфты 
аналогична схеме муфты, приведенной на рис. 1. Вместо пакета 
гильз  в гнезде без  натяга  и зазора установлено  разрезное кольцо,  

 

Рис. 1. Принципиальная схема муфты с линейной характеристикой: 
1, 2 — полумуфты; 3 — пружинная гильза; 4 — место закрепления гильзы; R — средний ра-
диус  пакета  гильз;  R0 — наружный  радиус внутренней полумуфты; S — расстояние между  

осями муфты и гнезда; h — толщина пакета гильз 
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скрепленное с внутренней полумуфтой слева от разреза. Рассмотре-
ны кольца различной толщины (1, 2 и 3 мм) при одинаковом диамет-
ре гнезда, равном 36 мм. Поворот внутренней полумуфты моделиро-
вали заданием перемещения в узлах, расположенных на контуре 
центрального отверстия внутренней полумуфты в направлении, каса-
тельном к ее контуру.  

Распределение контактного давления при малых углах поворота 
полумуфты показано на рис. 2. Видно, что со стороны внутренней 
полумуфты 1 контактное давление распределено по дуге очень малой 

 

 

Рис. 2. Эпюры контактного давления: 
а — при R = 17,5 мм и h = 1 мм; б — при R = 16,5 мм и h = 3 мм; 1 — внутренняя полумуфта; 
2 — наружная  полумуфта; 3 — кольцо;  А — место  скрепления  кольца  с полумуфтой; В —  

точка контакта полумуфты с кольцом 
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протяженности (в пределах одного элемента) и не зависит от толщи-
ны кольца 3. Поэтому равнодействующую контактного давления 
можно рассматривать как сосредоточенную силу F, которая прило-
жена в точке В — точке контакта полумуфты с кольцом (см. рис. 2) и 
направлена вдоль радиуса кольца. На противоположной стороне раз-
меры пятна контакта значительно больше и возрастают с увеличе- 
нием толщины кольца. 

В случае скрепления кольца с внутренней полумуфтой в точке А 
при взаимном повороте полумуфт происходит проскальзывание 
кольца по части поверхности гнезда. 

Распределение эквивалентных напряжений в кольце толщиной  
3 мм показано на рис. 3. Максимальные эквивалентные напряжения 
действуют в точках внутренней поверхности, где сжимающие напря-
жения от изгиба кольца суммируются со сжимающими напряжения-
ми от сосредоточенной силы, действующей на кольцо со стороны  
полумуфты.  

 

Рис. 3. Распределение эквивалентных напряжений в деформированном кольце: 
1 — внутренняя полумуфта; 2 — наружная полумуфта; 3 — кольцо 

 
Вывод расчетных зависимостей. На основании предваритель-

ного анализа, выполненного МКЭ, выбрана схема нагружения кольца 
(рис. 4). При выводе аналитической зависимости рассмотрим сначала 
деформирование одного кольца с радиусом R срединного слоя и 
толщиной h. Для исключения проскальзывания кольцо скреплено  
с наружной полумуфтой в точке C; трение между упругим кольцом  
и полумуфтами не учитываем. Кольцо будем рассматривать как кри-
волинейный стержень CВ, жестко защемленный в сечении C и 
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нагруженный сосредоточенной силой F в точке В, т. е. считаем, что 
деформируется только участок CВ, а часть кольца от точки контак-
та В до разреза перемещается как жесткое целое. Для наглядности на 
рис. 4 штриховой линией показан наружный контур внутренней  
полумуфты. При такой постановке не имеет значения, как распреде-
лено контактное давление pс на левой ветви кольца, поэтому распре-
деление pc на рис. 4 показано схематично. 

 

Рис. 4. Схема нагружения упругого кольца: 
pc — контактное давление; R — радиус срединного слоя кольца; F — сила, действующая на 

кольцо со стороны внутренней полумуфты;  — наружный контур внутренней полумуфты 

 
Жесткость C муфты определяется отношением вращающего мо-

мента T к взаимному углу поворота полумуфт Δθ, т. е. / . C T   
В свою очередь угол  равен отношению смещения f точки В  
в направлении касательной к наружному контуру внутренней полу-
муфты — радиусу R0, т. е. Δθ = f / R0. Таким образом, жесткость  
муфты 

0 / .C TR f                                              (1) 

Смещение f практически полностью происходит вследствие де-
формации кольца из-за его пренебрежимо малой жесткости по срав-
нению с жесткостью полумуфт. При определении взаимного смеще-
ния f расчет проводим, используя элементарную теорию изгиба 
балок, так как рассматриваемое кольцо — это стержень малой кри-
визны [15]. Согласно правилу Мора, для определения перемещения f 
прикладываем к стержню в точке В единичную силу под углом β  
к прямой bВ (рис. 5, а), т. е. по касательной к наружному контуру 
внутренней полумуфты. Тогда 

1

0

,


  xF x

x

M M
f Rd

EI
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где xFM  = Flek — изгибающий момент от заданной нагрузки (рис. 5, б); 

1xM  = 1lck — изгибающий момент от единичной силы в текущем се-

чении k с угловой координатой θ (см. рис. 5, а); xEI  — изгибная 

жесткость стержня.  

 

Рис. 5. Расчетная схема половины кольца: 

а — нагружение единичной силой; б — нагружение силой F; 1xM  — изгибающий момент 

от  единичной  силы  в  текущем  сечении  k  с  угловой координатой θ; xFM  — изгибающий  

момент от силы F; R — радиус срединного слоя кольца 

 
Отсчет координаты θ идет от радиуса OВ.  
Длина отрезка lek = sin ,R  т. е. sin . xFM FR  Длина отрезка  

ckl  = sin cos . Вd kdl l  В свою очередь,  sin sin       Вdl R  и 

 cos cos ,       kdl R  т. е. справедлива запись  

   1 1 cos cos .          x ckM l R  

Следовательно, 

   
3

0

sin cos cos .


          
x

FR
f d

EI
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После интегрирования получаем 

   

 

3

3

sin sin
1 cos cos sin( )

2 2

, .

              

  

x

x

FR
f

EI

FR
f

EI

      

(2)

 

Углы α и β зависят от трех размеров: наружного радиуса R0 внут-
ренней полумуфты, радиуса R срединного слоя кольца и расстояния S 
между центрами полумуфт и гнезда.  

Исходными параметрами для проектирования служат размеры R0, 
R и S. Вращающий момент, передаваемый муфтой,  

 0 sin ,  T FR n                                      (3) 

где n — число гнезд для установки пакета гильз.  
Используя формулы (1) и (2), получаем выражение для жесткости 

муфты: 

 
2
0

3

sin( )

,

 


 
xnR EI

C
fR

 =  
2
0

3
, .  xnR EI

R
                    (4) 

Как следует из формулы (4), жесткость муфты зависит от изгиб-
ной жесткости упругого кольца (гильзы), их числа, радиусов R0 и R, а 
также от углов α и β, определяемых соотношениями между размера-
ми R0, R и S. Связь между углами α, β и размерами R0, R и S находим 
из чертежа, приведенного на рис. 6: 

0 cos cos ;  S R R     0 sin sin .  R R                        (5) 

Для удобства введем безразмерные величины 0,  R R  0.s S R  

Решение системы уравнений (5) в безразмерных величинах дает 

2 2 1
arccos ;

2

  
 


s

s
     

2 2 1
arccos .

2

 
 

s

s
                      (6) 

Использование формулы (4) при расчете жесткости требует про-
ведения довольно громоздких вычислений. Из анализа конструкции 
муфты следует, что безразмерный радиус ρ может изменяться в пре-
делах 0,15…0,40. Расстояние S не может значительно отличаться 
от R0, поэтому примем 0,95 < s < 1,15, но должно быть выполнено 
условие s < ρ + 1. На основании формул (6) получаем диапазон изме-
нения α и β, рад; примем 1,35 < α < 1,55 и 0,1 < β < 0,4. 
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Рис. 6. Схема для определения связи 
между углами α, β и размерами R0, R и S: 

1 — кольцо; 2 — внутренняя полумуфта;  
R0 — внешний радиус внутренней полумуф-
ты; R — радиус срединного слоя кольца;  
S — расстояние между осями муфты и гнезда; 

В — точка контакта 

 
Графики функции  ,    в зависимости от β при различных 

значениях угла  представлены на рис. 7. Вид кривых свидетельст- 
вует о близкой к линейной зависимости  ,    от β при заметной 

зависимости от α. Поэтому можно предложить простое аналити- 
ческое выражение для вычисления функции (, ): 

 , ( ) ( ) .       A K
 

Коэффициенты A(α) и K(α) практически линейно зависят от пара- 
метра α, что хорошо видно на рис. 8. Для компактности график ко-
эффициента K(α) построен с противоположным знаком.  

  

Рис. 7. Зависимость функции 

 ,    от углов α и β 
Рис. 8. Зависимости коэффициентов A(α)  
и K(α) от угла  ( ) и аппроксимирую-

щие их прямые ( ) 
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В пределах принятого диапазона изменения угла α 

A(α) = –1,65 + 1,85α;     K(α) = 1,85 – 1,88α. 

Окончательное выражение функции  ,    имеет вид 

 ,    = –1,65 + 1,85α + (1,85 – 1,88α)β.                   (7) 

Прочность кольца. Максимальный изгибающий момент Mx max  
в кольце не зависит от угла α и равен FR. С учетом формулы (3) по-
лучаем 

 max
0

.
sin


 x

TR
M

R n
 

Максимальные напряжения  

 max
0

,
sin

 
 x

TR

W R n
 

где 2 6xW bh  — момент сопротивления поперечного сечения коль-

ца (b — ширина кольца).  
Запишем условие прочности кольца:  

 
 2max

6
,

sin


   

 
T

bh n
                            (8) 

где [] — допустимое напряжение. 
В частном случае, когда расстояние S между осями муфты и 

гнезда совпадает с внешним радиусом R0 внутренней полумуфты,  
s = 1 и углы  

arccos ;
2


      

22
arccos .

2


   

При изменении ρ от 0,2 до 0,4 функция  ,    практически по-

стоянна и можно принимать (, ) = 0,82, а sin (α+β) изменяется 
от 0,995 до 0,980, т. е. можно считать, что sin (α+β) = 1. В этом случае 
вместо формул (4) и (8) можно использовать приближенные выраже-
ния 

2
0

3
0,82; xnR EI

C
R

      2max

6
.


   

T

bh n
                          (9) 

Жесткость и прочность пакета гильз. Напомним, что форму- 
лы (2), (4), (8) относятся к одному кольцу. Рассмотрим пакет из k колец 
(гильз), средний радиус которого равен R, а общая толщина — h; при 
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этом каждая гильза имеет средний радиус jR  и толщину hj, j = 1, ..., k. 

Примем, что равнодействующая Fj сил контактного давления между 
гильзами пакета действует вдоль того же радиуса, что и сила F. 
В этом случае все гильзы будут деформироваться одинаково, т. е.  
fj = f.  

В соответствии с формулой (2) смещение 

 
3

, .   j j
j

xj

F R
f f f

EI
 

Отсюда следует, что  

 3
,

,


 
xj

j j
j

EI
F f

R f
 

где xjEI  — изгибная жесткость отдельной гильзы.  

Поскольку 
  3

,
,

 
   xj

j
j j j

IE
F F f

f R
 где E — модуль Юнга;  

Ixj — момент инерции поперечного сечения кольца, из этого равенст- 

ва следует  3
, .  

 xj j
j

F
f f

E I R
 Полученное выражение предста-

вим в виде формулы (2): 

 
3

*
, ,  

x

FR
f f

EI
                                      (10) 

где 
3

*
3

  xj
x x

xj j

IR
I I

I R
 — обобщенный момент инерции пакета гильз.  

В частном случае, когда пакет составлен из k гильз одинаковой 

толщины, xjI  = 
3
xI

k
 и 

3
*

3 3
. x

x
j j

I R
I

k R
 Чем меньше кривизна гильзы, 

тем ближе отношение R/Rj к единице. Например, при j jR h  = 4 

(меньшее значение использовать нецелесообразно) и k = 3, 4 или 5 

суммы 
33

3
1

j j

R

R
 = 3·1,0047; 

34

3
1

j j

R

R
 = 4·1,0049; 

35

3
1

j j

R

R
 = 5·1,0050, т. е. 

практически 
3

3
j j

R

R
 = k и *

x
I  = 

2
.xI

k
 Поэтому жесткость муфты  

с пакетом гильз одинаковой толщины 
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 
2
0
2 3 

, .   xnR EI
C

k R
 

Максимальные напряжения в отдельной гильзе 
max

,  j j
j

xj

F R

W
 

но 
 3 ,


 
xj

j j
j

EI
F f

R f
 и с учетом выражения (10) имеем 

3

3 *
.

j

xj
j

x

R I
F F

R I
 

Используя формулу (3), получаем условие прочности муфты: 

   
2

*max

1
.

2 sin

 
        

j
j

j x

T h R

n R I
                      (11) 

В частном случае, при , jh kh  условие прочности (11) прини- 

мает вид 

   
2

max

6
.

2 sin

 
        

j
x j

T h k R

n I R
 

Как следует из условия прочности (11), гильзы могут быть рав-

нопрочными только при выполнении условия 2 const .j jh R  В паке-

те гильз одинаковой толщины условие равнопрочности не может 
быть выполнено. 

Заключение. На основании расчетной схемы, выбранной после 
предварительного численного анализа, получены аналитические вы-
ражения для расчетов на жесткость и прочность муфты с упругим 
разрезным кольцом. В частном случае, когда расстояние между ося-
ми муфты и гнезда совпадает с внешним радиусом внутренней полу-
муфты, для расчетов можно использовать упрощенные формулы (9), 
погрешность которых не выходит за рамки принятых допущений.  

Обобщение решения на многослойный пакет из k гильз показало, 
что жесткость пакета, как и следовало ожидать, уменьшается в k2 раз, 
а прочность — почти в k раз по сравнению с жесткостью и прочно-
стью одной гильзы, толщина которой равна общей толщине пакета.  
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Analysis of stiffness of elastic couplings with packages  
of cylindrical spring sleeves 

 B.V. Buketkin, V.M. Zyablikov, A.A. Shirshov 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 
 
The drives of various machine units that transmit energy from one part of the machine to 
another use couplings as connecting elements, with permanent couplings, including elas-
tic compensating ones with metal elements, being mostly used. The metal elastic elements 
in the latter may be in the form of packages of spring sleeves. Their important character-
istic is torsional stiffness. The paper analyses the influence of the main dimensions of 
spring sleeves on the torsional rigidity of the coupling. The study was carried out numer-
ically by the finite element method using the ANSYS R17.0 Academic software package 
on the coupling model in which the spring sleeve package is replaced by one sleeve with 
a thickness equal to the thickness of the sleeve package. The analysis provides a rationale 
for the calculation model, using which the analytical dependence of the torsional stiffness 
of the coupling on its main dimensions was obtained - the position of the center of the 
package relative to the half-couplings, the dimensions of the package. Analysis of the an-
alytical dependence made it possible to obtain fairly simple relationships that are con-
venient for calculating the torsional stiffness of the coupling.  
 
Keywords: elastic coupling, stiffness, split spring sleeve, bending moment, maximum 
stresses  
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