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Технологическая операция гибки широко применяется при изготовлении различных 
деталей — как стержневых, например пружин различного вида, так и оболочечных, 
например обечайки и днища нефтехимических аппаратов, корпуса судов, автомоби-
лей и др. При этом возникают максимальные пластические деформации, величина 
которых варьирует в широком диапазоне и может значительно превосходить упру-
гие деформации. Независимо от уровня максимальных деформаций, в изделии возни-
кают остаточные напряжения, влияющие на его работоспособность. Представле-
но исследование свободного трехточечного изгиба заготовки прямоугольного 
поперечного сечения, проведенное при различных отношениях радиуса контактиру-
ющей цилиндрической поверхности пуансона к высоте заготовки, а также при раз-
ных отношениях ширины заготовки к ее высоте. В качестве материала заготовки 
выбрана низкоуглеродистая сталь с реальной (не аппроксимированной) диаграммой 
деформирования. Методом конечных элементов проведено численное исследование 
напряженного состояния остаточных напряжений и изменения формы поперечного 
сечения. 
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Введение. При изготовлении различных деталей, в частности 

стержневых, например пружин различного вида, и оболочечных, 
например обечаек и днищ нефтехимических аппаратов, корпусов судов, 
автомобилей и др., широко применяют технологическую операцию 
гибки. При этом возникают максимальные пластические деформации, 
варьирующиеся в широких пределах и значительно превосходящие 
упругие деформации. В тех случаях когда максимальные пластические 
деформации соизмеримы с упругими деформациями, материал рас-
сматривают как упругопластический. Так, для частных случаев упруго-
пластический изгиб стержня (плоское деформированное состояние)  
и листа (плоское деформированное состояние) с аппроксимированным 
упрочнением были получены аналитические и полуаналитические ре-
шения задачи [1–7].  

Если максимальные пластические деформации более чем на по-
рядок превышают упругие деформации, то материал рассматривают 
как жесткопластическое тело и не учитывают упругие деформа-
ции [5]. Более общие решения получены численным способом, 
например методом конечных элементов с аппроксимацией диаграм-
мы деформирования линейной, степенной или кусочно-линейной 
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функцией, которая более точно отражает реальную диаграмму де-
формирования [1, 8–10]. Независимо от уровня максимальных плас- 
тических деформаций в изделии возникают остаточные напряжения, 
которые могут оказывать существенное влияние на его работоспо-
собность, поэтому расчетные методы их определения, дающие доста-
точно достоверные сведения, имеют большое значение [11–16].  

Цель данной работы — проведение исследований напряженного 
состояния, изменения формы поперечного сечения и остаточных 
напряжений на примере свободного трехточечного изгиба заготовки 
с прямоугольным поперечным сечением из материала с реальной (не 
аппроксимированной) диаграммой деформирования при больших 
(выше 20 %) пластических деформациях. Исследования проведены 
численно с использованием метода конечных элементов (МКЭ) паке-
та прикладных программ ANSYS R17.0 Academic [17] при различных 
отношениях радиуса контактирующей цилиндрической поверхности 
пуансона R к высоте заготовки H и отношениях ширины B заготовки 
к ее высоте H.  

Расчетная модель. Такая модель свободного изгиба заготовки 
(стержня) показана в аксонометрической проекции на рис. 1. Плоско-
стями симметрии XY и YZ вырезана четвертая часть стержня и пуансо-
на. Начало координат помещено в плоскости симметрии XY на линии 
контакта стержня и опоры. На нижней поверхности опоры запрещены 
вертикальные перемещения, а в плоскостях симметрии XY и YZ  
использованы симметричные граничные условия. Поскольку интерес 
представляет зона стержня под пуансоном, то была использована не-
равномерная сетка со сгущением в зонах контакта пуансон — стер-
жень и опора — стержень и более крупная сетка — в центральной ча-
сти, которая на рис. 1 отделена тонкими линиями от контактных зон. 
Такой подход позволил использовать достаточно мелкую сетку, кото-
рая обеспечила требуемую точность результатов при малом времени 
счета одного варианта. При расчете использованы тетраэдальные 
квадратичные элементы SOLID186 и учтены большие перемещения. 
Нагружение осуществлялось заданием вертикального перемещения Uy 
верхней плоскости пуансона (кинематическое нагружение). 

В качестве материала заготовки выбрана низкоуглеродистая 
сталь типа стали 20 с упрочнением. Материал опор и пуансона — вы-
сокопрочная сталь. Диаграмма деформирования заготовки с началь-
ным участком в увеличенном масштабе по оси деформаций показана 
на рис. 2.  

Расчеты проведены для трех значений отношения ширины заго-
товки к ее высоте (B/H = 1; 2; 4) при постоянной длине заготовки, 
равной 10H. Для исследования изменений остаточных напряжений и 
контактного давления проведены расчеты при различных значениях 
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перемещения пуансона Uy — от –0,1H до –1,2H. Во всех вариантах 
расчетов форма и размеры элементов в плоскости XY заготовки оста-
вались без изменений. При увеличении отношения B/H в 2 и 4 раза 
число элементов вдоль оси Z также увеличивали. При изменении от-
ношения R/H размеры элементов вдоль цилиндрической поверхности 
пуансона изменяли таким образом, чтобы контактирующие узлы 
имели, если возможно, одинаковые координаты xn. Были рассмотре-
ны три отношения R/H, равные 0,5; 1; 1,5. 

 

Рис. 1. Схема расчетной модели трехточечного изгиба 

 

Рис. 2. Диаграмма деформирования с начальным участком  
в увеличенном масштабе (слева), использованная при расчетах 

 
Результаты расчетов. Наибольший интерес представляет сре-

динная область заготовки — зона контакта, т. е. зона максимальных 
деформаций. На рис. 3–6 на примере изгиба заготовки с отношением 
B/H = 1 при максимальных растягивающих деформациях εx = 0,18 по-
казаны поля напряжений в плоскостях симметрии.  

Распределение напряжений σx в плоскости XY представлено на 
рис. 3. На удалении от плоскости симметрии YZ примерно на половину 
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высоты (H/2) распределение напряжений становится характерным для 
изгиба, т.е. линейным по высоте сечения и по длине. Как известно, 
в среднем поперечном сечении при больших пластических деформа-
циях упругая область практически исчезает, и изменение знака напря-
жений происходит в узкой области, включающей нейтральный слой, 
с очень большим градиентом [5] с нелинейным распределением 
напряжения по сечению. На характер распределения напряжений 
в зоне сжатия влияет контакт с пуансоном.  

 

Рис. 3. Распределение напряжений σx в плоскости симметрии  
при максимальной деформации εx = 0,18 

 
При пластическом изгибе стержня поперечное сечение принимает 

форму трапеции с искривленными сторонами. Вследствие этого ста-
новится неравномерным распределение напряжений в направлении, 
перпендикулярном плоскости изгиба (вдоль оси Z на рис. 1). Уже при 
небольших пластических деформациях (примерно 2…3 %) контакт 
между заготовкой и пуансоном осуществляется не по всей длине обра-
зующей пуансона. Это хорошо демонстрируют поля напряжений σx, 
σy, и σz в плоскостях симметрии, приведенные на рис. 4.  

Анализ полученных полей напряжений σx (рис. 4, а) позволяет 
сделать вывод о том, что в плоскости YZ в зоне растяжения напряже-
ния вдоль оси Z распределены равномерно, в то время как под пуан-
соном они изменяются от –330 до –235 МПа. Еще отчетливее видна 
неравномерность распределения напряжений σy на рис. 4, б. Сгуще-
ние линий уровня напряжений в центральной части деформирован-
ной заготовки свидетельствует о высоком градиенте напряжений 
около нейтрального слоя. 

Напряжения σz в центральной части деформированной заготовки 
достигают довольно больших значений, сравнимых с величиной σx, 
что показано на рис. 4, в. Отметим, что максимальные по модулю 
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значения напряжений σx, σy, и σz оказываются не в плоскости сим-
метрии, а на некотором отдалении от нее, на границе контакта заго-
товки с пуансоном, где они составляют 380, 230 и 160 МПа соответ-
ственно.  

 

 

Рис. 4. Поля напряжений σx(а), σy(б), σz (в) в плоскостях симметрии XY и YZ 
 
Изменение формы поперечного сечения. Для трех вариантов 

отношения ширины заготовки к ее высоте при одинаковом заданном 
вертикальном перемещении пуансона |Uy| = 1,2H на рис. 5 показано, 
как изменяются формы поперечного сечения. Вследствие симметрии 
приведена половина сечения, под которым указаны значения отно-
шения B/H. При сравнении представленных на рис. 5 форм видно, 
что средний наклон боковых сторон не зависит от отношения B/H. 
По расчетам наклон практически пропорционален максимальной де-
формации в продольном направлении.  

На рис. 5 также показано распределение остаточных напряжений. 
Максимальные растягивающие напряжения возникают либо в верх-
ней части сечения в окрестности нарушения контакта между пуансо-
ном и заготовкой, либо в середине сечения вблизи нейтрального 
слоя.  
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Рис. 5. Формы поперечного сечения после перемещения пуансона |Uy| = 1,2H  
и поля остаточных напряжений σx для деталей с отношением B/H, равным 1; 2; 4 

 
В качестве примера на рис. 6 приведено распределение остаточ-

ных напряжения σx вдоль линии, являющейся пересечением плоско-
стей симметрии. Согласно данным на графиках, в поверхностных 
слоях сечения напряжения практически не зависят от степени изгиба 
заготовки и составляют примерно половину предела текучести мате-
риала (σт = 220 МПа).  



Поперечный изгиб заготовки прямоугольного сечения… 

Инженерный журнал: наука и инновации   # 2·2022                                             7 

 

Рис. 6. Распределение остаточных напряжений вдоль прямой (X = 0, Z = 0, 
Y — var) для трех значений вертикального перемещения пуансона Uy: 

 — Uy = –0,1H;  — Uy = –0,7H;  — Uy = –1,2H 
 
В центральной части сечения при переходе через нейтральный 

слой происходит смена знака напряжения с очень большим градиен-
том. При этом нейтральный слой смещается в область сжатия [5] и 
величина смещения возрастает с увеличением максимальных пласти-
ческих деформаций. Напряжения разгрузки из-за кривизны детали 
изменяются по сечению нелинейно, но более равномерно, чем при 
деформировании, поэтому в этой зоне остаточные напряжения ока-
зываются значительно выше, чем на краях сечения. Следует отме-
тить, что у упрочняющихся материалов они могут превышать предел 
текучести материала. 

Положение нейтрального слоя на рис. 6 соответствует нулевым 
напряжениям в центральной части сечения. 

Поля интенсивности пластических деформаций εi в середине де-
формированной заготовки под пуансоном для трех различных значе-
ний радиуса его цилиндрической поверхности (0,5H, H и 1,5H) приве-
дены на рис. 7. Максимальные значения интенсивности деформаций 
равны 0,29. Светло-синее поле соответствует значениям εi от нуля 
до 1 %. В середине εi составляет 2…4 % и практически не зависит 
от радиуса пуансона. Это подтверждает тот факт, что в процессе пла-
стического изгиба вследствие смещения нейтрального слоя в зону 
сжатия происходят разгрузка и последующее нагружение другого зна-
ка — растяжение с напряжениями, превышающими предел текучести.  

На основании расчетов установлено, что с увеличением кривизны 
заготовки в зоне деформирования контактное давление в ее среднем 
сечении уменьшается и при определенном его значении деформация 
исчезает. Причем это происходит тем раньше, чем больше отношение 
радиуса пуансона к высоте заготовки (R/H). 
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Рис. 7. Поля интенсивности пластических деформаций εi при различных значениях 
радиуса пуансона R, равного 1,5H (а), H (б), 0,5H (в) 

 
Заключение. При плоском изгибе заготовки, высота которой 

меньше ее ширины, в очаге деформирования напряженное состояние 
трехосное, причем в плоскости симметрии все главные напряжения 
по модулю соизмеримы, а продольные напряжения по ширине заго-
товки практически постоянны. 

Искривление боковых сторон прямоугольной заготовки практи-
чески пропорционально максимальной продольной деформации εx, 
отношение угла наклона стороны α в радианах к εx составляет при-
мерно 0,62; 0,65 и 0,70 для заготовок с отношением B/H, равным 1; 2 
и 4 соответственно и почти не зависит от отношения B/H. Централь-
ная часть поперечного сечения широкой заготовки (B > 1,5H) остает-
ся прямоугольной с размерами l1 и l2 (см. рис. 5). 

Максимальные растягивающие остаточные напряжения, возни-
кающие в центральной части сечения, могут превышать предел теку-
чести упрочняющихся материалов. На поверхности заготовки в зоне 
контакта с пуансоном (в верхней части сечения) растягивающие 
остаточные напряжения составляют примерно половину предела те-
кучести независимо от степени изгиба (максимальной продольной 
деформации).  
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Transverse bending of a rectangular workpiece at large 
plastic deformations 
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The technological operation of bending is widely used in the manufacture of various 
parts — both rod parts, for example, springs of various types, and shell parts, for exam-
ple, shells and bottoms of petrochemical apparatuses, ship hulls, automobiles, etc. The 
maximum plastic strains that arise in this case vary over a wide range and can reach 
quite large values, significantly exceeding the elastic strains. Regardless of the maximum 
deformation levels, residual stresses occur in the product, affecting its performance. The 
study of free three-point bending of a workpiece with a rectangular cross section was 
carried out at different ratios of the radius of the punch contacting cylindrical surface to 
the height of the workpiece as well as at different ratios of the width to the height of the 
workpiece. The workpiece material is low-carbon steel with a real (not approximated) 
deformation diagram. Stress state, cross-sectional shape change and residual stresses 
are numerically investigated using the finite element method. 
 
Keywords: transverse bending, plastic deformations, residual stresses, deformation dia-
gram 
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