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Стержневые объекты в ряде практических применений нагружены давлением 
жидкостей и газов. Работа таких объектов исследуется в большом количестве 
публикаций, в части которых, несмотря на полную изученность вопроса, встре-
чаются неправомерные положения. Так, в уравнения равновесия трубопровода ча-
сто включают осевое усилие вместо эквивалентного усилия, что снижает точ-
ность оценки формы изгиба и действующих напряжений. Проблемность учета 
давления объективно обусловлена более сложным видом этого нагружения в срав-
нении с весом, а также недостаточным распространением в инженерной среде 
известных положений. В обзорно-методической статье рассмотрен комплекс во-
просов, связанных с нагружением стержня давлением. Получены векторные и ли-
неаризованные уравнения равновесия стержня с учетом нагрузки от давления на 
поверхность. Обоснована эквивалентность нагружения стержня давлением и ве-
совой нагрузкой, определяемой законом Архимеда. Приведены положения по учету 
давления при исследовании равновесия, устойчивости, деформирования и прочно-
сти стержня. В качестве примера показано влияние давления в задачах укладки 
трубопровода на морское дно и оценки продольной устойчивости стержня. 
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Введение. При работе ряда стержневых объектов реализуются 

сложные и разнообразные условия нагружения давлением жидкостей 
и газов. В технологических процессах бурения и эксплуатации 
нефтегазовых скважин применяют бурильные, обсадные, насосно-
компрессорные (лифтовые) и штанговые колонны. Трубопроводы 
различного назначения находятся под давлением транспортируемого 
продукта, а на пересечении водных преград на трубопровод действу-
ет также и наружное давление. 

Существующая неоднозначность в учете действия давления стала 
причиной подготовки обзорной публикации с изложением концепции 
по данному вопросу. Статья ориентирована на отечественную ауди-
торию, за рубежом учету влияния давления посвящен ряд статей, 
из которых ясен факт как проработанности вопроса, так и его про-
блемности. 

Цель работы — показать, каким образом давление жидкости 
и/или газа влияет на равновесие и параметры состояния гибкого 
стержня, подтвердить необходимость применения уравнений равно-
весия с эквивалентными характеристиками стержня — эквивалент-
ным весом единицы длины и эквивалентным осевым усилием. 
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Учет влияния давления в различных работах. Влияние давле-
ния на равновесие и устойчивость стержневых объектов различного 
назначения рассматривается в ряде работ. Поскольку в задачи данной 
статьи не входит подготовка полного ретроспективного обзора, отме-
тим отдельные работы, подтверждающие приведенные в статье по-
ложения. 

В работах [1, 2] применены уравнения равновесия трубопровода  
с эквивалентным продольным (осевым) усилием при действии внут-
реннего давления. Для обозначения усилия в [2, с. 221] используется 
также термин «полное продольное усилие».  

В работе [3, § 5] при выводе уравнений равновесия стержня  
с движущейся жидкостью рассматривают элемент стержня и элемент 
жидкости в нем, что позволяет получить внутреннюю нагрузку от 
действия давления (формула (5.1)) и эквивалентное осевое усилие, 
называемое полным осевым усилием в стержне (формула (5.7)). 

В работе [4] применяются уравнения равновесия с эквивалент-
ным осевым усилием при наличии внутреннего давления.  

Проблема двойственности вида применяемых уравнений равно-
весия трубопровода, учитывающих как осевое, так и эквивалентное 
осевое усилие, отмечена в статье [5]. 

В монографии [6] плотность материала бурильной и обсадной 
колонн уменьшается на значение плотности жидкости. В книге [7] 
используется понятие «плавучесть трубопровода», учитывающее 
уменьшение веса единицы длины трубопровода в жидкости. Приме-
няемые подходы означают использование эквивалентного нагруже-
ния стержневых объектов.  

В работе [8] эквивалентными предложено считать силы, работа 
которых одинакова на любом возможном перемещении точек тела. 
Сделан вывод, что при изучении изгиба стержня давление на поверх-
ность можно заменить объемными «архимедовыми» силами. 

В книге [9] исследуется равновесие стержня в жидкости (см. 
также [10, задача 118]). Результаты нагружения с «детальным учетом 
внешних сил» и с применением «архимедовой силы» совпадают. 

В учебном пособии [10, задача 121] показана возможность потери 
продольной устойчивости трубчатого стержня под действием внут-
реннего давления жидкости, создаваемого нагружением поршневой 
пробки без передачи усилия на стержень. 

В статье [11] на основе анализа энергетического состояния объек- 
та колонна — жидкость делается вывод, что колонна теряет устойчи-
вость, если плотность жидкости превышает плотность материала ко-
лонны. К такому же выводу приходят авторы работы [12]. 

Выражение для нагрузки от действия давления приведено в кни-
ге [13, с. 121] при решении задачи о потере устойчивости стержня  
с жидкостью при нагружении через поршень. 
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В эксперименте из работы [14] стержень с жидкостью, закрытый 
поршневыми заглушками, теряет устойчивость при действии на за-
глушки усилия, при котором под нагрузкой теряет устойчивость 
стержень. 

В статье [15] получена распределенная по длине нагрузка 
на стержень от действия давления. Изменение давления в пределах 
элемента стержня не учтено вследствие его малости, что приводит 
к потере одной из составляющих нагрузки давления, учитывающей 
градиент давления.  

Нагрузка от действия давления в статье [16] получена интегриро-
ванием давления по поверхности изогнутого трубного элемента. 

В работе [17, формула (11.7)] рассматривается равновесие участ-
ка трубопровода при изгибе с учетом нагрузки от действия давления. 

В лифтовых колоннах в процессе эксплуатации скважин штанго-
выми насосами при ходе плунжера вверх вес столба жидкости в ко-
лонне воспринимается плунжером, и колонна под воздействием гид-
ростатического давления на внутреннюю боковую поверхность может 
потерять продольную устойчивость. В работах [18, 19] при анализе из-
гиба учитывается составляющая (fictitious force) эквивалентного осе-
вого усилия от действия давления. Для объяснения причин изгиба рас-
сматривается трубчатый стержень с заглушками в виде соединенных 
стержнем поршней. 

Потеря устойчивости зафиксированного на границах трубопро-
вода при внутреннем давлении получена экспериментально на моде-
ли в [20]. 

Необходимость применения эффективного осевого усилия effec-
tive axial force (в данной статье — эквивалентное осевое усилие) пока-
зана в работах [21–27], содержащих примеры практических расчетов. 

В работе [28] уточняется необходимость учета закрепления гра-
ниц стержневых объектов при изменении условий нагружения давле-
нием. 

Вопрос эквивалентности нагружения колонны труб давлением 
жидкости и объемными силами в различных задачах исследовался  
в работах [29, 30]. Векторные уравнения равновесия стержня с экви-
валентными характеристиками и соответствующие линеаризованные 
уравнения получены и применены при решении прикладных задач  
в [31], в частности, в расчете центрирования обсадных колонн при 
цементировании с учетом положения цементного раствора и прода-
вочной жидкости в колонне и кольцевом пространстве.  

Для описания состояния стержня применяем термины «нагрузка 
от действия давления», «эквивалентное осевое усилие», «эквивалент-
ный вес единицы длины», «эквивалентная плотность материала», 
«эквивалентное нагружение», «объемные выталкивающие силы».  
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Нагрузка от действия давления и уравнения равновесия 
стержня. При исследовании равновесия стержня необходимо учиты-
вать действие распределенных по объему и поверхности нагрузок.  

Давление жидкости или газа на боковую поверхность стержня со-
здает распределенную по длине нагрузку от действия давления. 
Определить нагрузку можно различными способами — интегрирова-
нием давления по поверхности элемента, применением закона Архи-
меда или формулы Остроградского — Гаусса. Наиболее простым  
и компактным образом нагрузки от действия давления определяются 
и учитываются при описании совместного равновесия стержня  
с жидкостями (рис. 1).  

 

Рис. 1. Схема равновесия стержня: 
а — жидкость в стержне; б — стержень в жидкости; в — вытесненная стержнем жидкость 

при нахождении по месту в жидкости вместо стержня; в н,  
 
T T  — усилие в сечении жидкости 

в стержне (внутреннее) и в сечении жидкости, вытесненной стержнем (наружное); в н, 
 

 — 

внутренняя и наружная нагрузка от действия давления; ,  s x  — координаты сечения стержня 

по его оси и по вертикали; в с н, ,q q q  — вес единицы длины жидкости в стержне, стержня  

и вытесненной жидкости; 

i  — единичный вектор вертикали; ,  

 
Q M  — усилие и момент  

в сечении стержня; , ,
 

t n b  — единичные векторы касательной, нормали и бинормали сопро- 
вождающего трехгранника оси 
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Полагаем, что давление в жидкости изменяется по линейному за-
кону. Векторные величины обозначаем стрелкой над символом. Век-
торные уравнения равновесия элементов стержня и жидкости имеют 
следующий вид [31]: 

с в н 0;     
 


dQ

q i
ds

                                   (1) 

0;  
 dM

t Q
ds

                                            (2) 

в
в в ;  


 dT

q i
ds

                                             (3) 

н
н н .   



dT

q i
ds

                                         (4) 

Здесь с с c q F g  — вес единицы длины стержня с(  — плотность 

материала стержня; c н в F F F  — площадь сечения стержня в( ,F  

нF  — площадь проходного сечения и сечения по наружному диамет-

ру); g — ускорение свободного падения); в в в , 
 
T p F t  н н н 

 
T p F t  — 

осевые усилия в сечении жидкости в стержне и в сечении жидкости, 
вытесненной стержнем в н( , p p  — давление в стержне и за стержнем 

на уровне расположения сечения); в в в н н н,    q F g q F g  — вес еди-

ницы длины жидкости в стержне и вытесненной стержнем жидкости 

в н( ,   — плотности жидкостей в стержне и за стержнем).  

Более сложный вид нагрузок от действия давления (3), (4) по срав-
нению с весом обусловлен наличием первого слагаемого, зависящего 
от формы оси стержня и от давления. С учетом выражений (3), (4) 
уравнения равновесия стержня (1), (2) принимают вид 

 э
э 0;

 
 

 
n bd T t Q n Q b

q i
ds

                             (5) 

 э 0,    
   

n b
dM

t T t Q n Q b
ds

                             (6) 

где эT  — эквивалентное осевое усилие в сечении стержня э( 0T  при 

эквивалентном растяжении); , n bQ Q  — составляющие перерезываю-

щего усилия в сечении стержня, действующие по осям ,  ;


n b  э q  — 

эквивалентный вес единицы длины стержня. 
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Значения эT  и э q  рассчитываются по формулам: 

э в в н н;  T T p F p F                                       (7) 

э с в н ,  q q q q                                           (8) 

где T  — осевое усилие в сечении стержня (проекция усилия Q  в се-

чении стержня на ось ).

t  

Полагая э э с , q F g  получим 

э
э

с

, 
q

F g
                                               (9) 

где э  — эквивалентная плотность материала стержня.  

Нагрузки (3), (4) структурно разделяются на компоненты, одна 
из которых входит в состав эквивалентного осевого усилия (7), а дру-
гая — в состав эквивалентного веса единицы длины стержня (8).  

Из уравнений (5), (6) следует, что при анализе равновесия нагру-
женного давлением стержня (рис. 2, а) необходимо рассматривать 
стержень с эквивалентным весом единицы длины эq  (8) и эквивалент-

ным осевым усилием эT  (7) (рис. 2, в). Такой объект назовем стержнем 

с эквивалентным нагружением или эквивалентным стержнем. 

 

Рис. 2. Стержень при действии давления: 
а — нагружение давлением; б — равновесие «крышки»; в — эквивалентное нагружение;  

г — продолжение стержня на границе; 1 2,P P  — внешние реакции на границах 

 
При решении задач на равновесие рассматривается эквивалент-

ный стержень, находятся усилие эT  и действующие реакции. Напря-

женное состояние стержня определяется расчетом осевых, изгибных 
напряжений и напряжений от давления на уровне расположения се-
чений. 
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Поясним наличие двух усилий в сечении стержня. В стержне (см. 
рис. 2, а) действует осевое усилие T  с соответствующими осевыми 
напряжениями. Это усилие можно измерить инструментальным обра-
зом. Усилие эT  появляется после учета давления на боковую по-

верхность стержня при переходе к стержню с эквивалентным нагру-
жением (см. рис. 2, в). В эквивалентном стержне усилие эT  можно 

считать уже фактическим усилием с возможностью его инструмен-
тального измерения. Учет давления в эквивалентном стержне привел 
к эффекту действия объемных сил. Отнесем усилие T  к стержню, 
приведенному на рис. 2, а, а усилие эT  — к стержню, приведенному 

на рис. 2, в. 
Пример 1. Оценим продольную устойчивость прямолинейного 

стального стержня сплошного сечения при спуске в воду на большую 
глубину (см. рис. 2, а при 2 0);P  аналогичная задача рассматривает-

ся в [[10], задача 118] для стержня из дерева. Весомый стержень при 
погружении в жидкость с меньшей плотностью сохраняет продоль-
ную устойчивость при любой длине, так как стержень находится  
в состоянии эквивалентного осевого растяжения от действия весовой 
нагрузки э 0 g  (см. рис. 2, в при 2 0).P  

Линеаризация уравнений равновесия. Векторные уравнения 
равновесия (5), (6) проецируются на оси выбранной системы коорди-
нат и линеаризуются при решении прикладных задач. Разделим 
стержневой объект на участки с длиной, позволяющей считать эT   

и крутящий момент постоянными величинами со ступенчатым изме-
нением значений при переходе от участка к участку. Введем локаль-
ные системы координат c правой тройкой единичных векторов. Оси 
абсцисс этих систем проходят через начальную и конечную точки 

участков при выполнении условий 
2 2

1,  1.
   
   
   

 dy dz

dx dx
 Проецируя 

уравнения равновесия на оси локальной системы координат, для 
участка стержня с равными изгибными жесткостями в координатных 
плоскостях получим 

4 3 2

к э э4 3 2
;   y

d y d z d y
EJ M T q

dx dx dx
                       (10) 

4 3 2

к э э4 3 2
,   z

d z d y d z
EJ M T q

dx dx dx
                       (11) 

где E  — модуль Юнга материала; J  — момент инерции сечения;  

кM  — крутящий момент; э э,  y zq q  — проекции нагрузки э


q i  на оси 
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локальной системы координат; x  — координата сечения;    , y x z x  — 

прогибы оси стержня. 
Аналогичным образом могут быть выведены уравнения равнове-

сия балки на упругом основании, уравнения с дополнительной внеш-
ней нагрузкой, с распределенным крутящим моментом и др. 

Граничные условия по усилию. Для граничного сечения стерж-
ня, конструктивно оформленного в виде «крышки» (рис. 2, б), 
из условия равновесия с учетом соотношения (7) получим  

2 2 в2 в н2 н;   T P p F p F                              (12) 

э2 2, T P                                             (13) 

где 2 э2,  T T  — осевое и эквивалентное осевое усилия в сечении; 2P  — 

внешняя реакция; в2 н2,  p p  — внутреннее и наружное давление 

на «крышку». 
При продолжении стержня (рис. 2, г) для нахождения усилия э2T  

в граничном сечении применяется выражение (7). 
Получение нагрузки интегрированием давления по поверх- 

ности. Пусть изгиб стержня с круговым сечением происходит в вер-
тикальной плоскости. Учитывая два варианта возможной направлен-
ности вектора нормали 


n , для элемента стержня (рис. 3) получим 

 н н cos ;    dw r d R r d  

нφ н н нsgn cosφsinα;
    

 

d
p p gr

ds
 

2

н нφ н н н
0

1
cosφ sgn sin ,

                  


  d d
v p dw n q p F n

ds ds ds
   (14) 

где , dw w  — элементарная площадка и площадь боковой поверхно-

сти элемента; R  — радиус изгиба оси стержня; нr  — наружный ра-

диус сечения;   — угол расположения элементарной площадки dw  

относительно нормали к оси стержня;   — угол отклонения вектора 

t  

от вертикали (в бурении скважин — зенитный угол); нφp  — наруж-

ное давление на площадку ;dw  sgn
 

 
 

d

ds
 — знаковая функция. 

В позиционной нагрузке (14) представлены две компоненты:  

н sin ,q  обусловленная отклонением стержня от вертикали, учи-

тывающая перепад давления в пределах элемента и действующая по 
линии нормали к оси стержня снизу вверх;  
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н н
н н н нsgn ,

      
 

p Fd d d
p F p F

ds ds ds R
 возникающая вследствие 

изгибной деформации стержня, при которой происходят увеличение 
площади поверхности на выпуклой стороне элемента (см. рис. 3, 1)w  

и уменьшение на вогнутой стороне с появлением равнодействующей 
наружного давления, направленной по нормали к оси стержня. 

 

Рис. 3. Действие давления на поверхность элемента стержня: 

а — площадь w  боковой поверхности; б — разность 1w  площадей поверхности  

на выпуклой и вогнутой сторонах элемента; ds  — длина элемента 

 
Аналогичным образом может быть получена нагрузка в


v  с про-

тивоположной направленностью. 
Пример 2. Проведем оценку второй составляющей нагрузки 

от действия внутреннего давления вида (14) (обозначим ее в.д )v  для 

трубопровода диаметром 1,067 мD  с толщиной стенки 14 мм.   

При допустимом нормативами значении радиуса изгиба 1000 мR   

и внутреннем давлении в 10 МПаp  находим 

   2 2
7в в

в.д в

2 1,067 2 0,014
10 8479 Н/м.

4 1000 4 1000

   
     

 
Dp F

v p
R
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Нагрузка в.дv  превышает в 2,4 раза нагрузку от веса трубопрово-

да cq  3567Н/м , очевидно ее существенное влияние на форму из-

гиба трубопровода. 
Определение нагрузки с применением закона Архимеда. Для 

нахождения равнодействующей давления жидкости на боковую по-
верхность элемента стержня единичной длины можно использовать 
известный прием, в котором допускается действие давления по всей 
поверхности элемента с получением выталкивающей силы Архимеда, 
после чего добавленные в сечениях усилия исключаются из системы 
нагрузок.  

Нагрузка от действия давления в законе Архимеда. При инте-
грировании нагрузки (4) по длине участка стержня (рис. 4, а, б) нахо-
дим равнодействующую давления на боковую поверхность участка: 

 2 2

1 1

н н
б н 1 2 3,

s s

s s

d p F t
A ds q i ds A A A

ds


      

   
                 (15) 

где 1 н1 н 1 2 н2 н 2,  
  
A p F t A p F t   н1 н2( ,p p  — давление на уровне рас-

положения соответствующих граничных сечений 1, 2; 1 2,  
 
t t  — еди-

ничные векторы касательных к оси в граничных сечениях); 3 

A  

 н 2 1  


q s s i  — выталкивающая сила Архимеда для участка.  

Сила Архимеда 3A


 является равнодействующей выталкивающих 

сил н ,gi


 распределенных по объему участка (рис. 4, в). 
 

 

Рис. 4. Нагрузка от действия давления на стержень: 

a — участок стержня (1, 2 — границы участка; 1 2,s s  — координаты границ участка по оси 

стержня; н

v  — наружная нагрузка от действия давления; 1 1 2 2,   

  
G A G A   — равнодейст- 

вующие  давления  на  торцевые  сечения  при  совмещении  границ  участка и стержня); б — 

разложение вектора б 1 2 3 ;  
   
A A A A  в — объемные выталкивающие силы н


gi  
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Применив выражение (15) для всего стержня, с учетом компенса-
ции усилий 1 2,

 
A A  на границах равнодействующими 1 2,

 
G G  наружно-

го давления на торцы стержня получим выталкивающую силу Архи-
меда, действующую на стержень, 

н , 
 
A q Li                                            (16) 

где L  — длина стержня. 
Выполнение закона Архимеда (16) для стержня с нагрузкой от 

действия давления подтверждает правомерность полученных при уче-
те данной нагрузки уравнений равновесия стержня. Соответственно, 
применение уравнений равновесия с осевым усилием вместо эквива-
лентного осевого усилия приводит к нарушению закона Архимеда. 

Объемная формулировка закона Архимеда. В общепринятой фор-
мулировке закона Архимеда говорится о действии суммарной вытал-
кивающей силы на объект. Для протяженного стержневого объекта за-
кон Архимеда можно применить в следующей формулировке: «На 
объект в жидкости действуют выталкивающие силы, распределенные 
по объему находящейся в жидкости части объекта и определяемые 
плотностью жидкости. Такие же, но нагружающие силы действуют 
при заполнении жидкостью внутренней полости объекта». 

При составлении расчетной схемы для стержня (см. рис. 2, а) экви- 
валентное нагружение (см. рис. 2, в) должно рассматриваться на ос-
новании закона Архимеда в объемной формулировке. 

Объемные выталкивающие силы при учете действия давления. 
Влияние давления жидкости при решении задач на равновесие 
стержня часто учитывается за счет перехода к эквивалентному весу 
единицы длины без каких-либо пояснений, почему это возможно.  

Правомерность применения данного подхода определенно следу-
ет из наличия эквивалентных характеристик в уравнениях равновесия 
стержня. Влияние давления проявляется как действие распределен-
ных по объему сил, формирующих эквивалентный вес э.q  Действие 

давления на поверхность и объемный результат этого действия явля-
ются эквивалентными схемами нагружения, находящимися в при-
чинно-следственной связи. 

В работе [32] двойственность учета влияния давления формули-
руется следующим образом: «Cилы, действующие в жидкости из-за 
наличия скалярного поля давления  , , ,p x y z  можно рассматривать 

двояко: 1) как поверхностные силы, которые производят давление на 
всякую площадку, проходящую через точку  , ,x y z  перпендикуляр-

но к ней с поверхностной плотностью  , , ,p x y z  и 2) как объемные 

силы, действующие на каждый элемент объема с объемной плот- 
ностью grad ». p  
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Оценка эквивалентности нагружения стержневого объекта объем- 
ными силами и давлением жидкости на поверхность проведена в рабо-
те [29]. Нагрузка от действия давления определена интегрированием 
давления по поверхности, как это было выполнено в работе [16]. Си-
ловые факторы в сечении колонны в обоих случаях нагружения совпа-
дают за исключением осевого усилия. При анализе прочности часть 
напряженного состояния в виде равномерного всестороннего сжатия 
может не учитываться, но при деформировании эта составляющая 
напряженного состояния вносит свой вклад в общее удлинение колон-
ны. Результаты анализа продольной устойчивости колонны при двух 
схемах нагружения совпадают. 

Ограничение доступа давления к поверхности стержня. При 
рассмотрении части протяженного стержня в качестве объекта торце-
вое граничное сечение закрыто от действия давления (рис. 2, г), 
например, в незацементированной части обсадной колонны или в 
провисающей части трубопровода при его укладке на морское дно.  
В этом случае записывается граничное условие по эквивалентному 
осевому усилию вида (7). 

При действии нерасчетного давления на боковую поверхность 
стержня применение эквивалентного нагружения эq  становится про-

блематичным. В частности, оно не учитывает возможность прихвата 
бурильной колонны под влиянием дифференциального давления, когда 
по свободному контуру колонны приложено гидростатическое давле-
ние, а в контактной зоне со стенкой скважины действует меньшее 
по значению пластовое давление. Подобные явления с различной степе-
нью количественного влияния всегда возможны при наличии площади 
контакта стержневого объекта с опорной поверхностью. Очевидно, что 
предположение о контакте по линии соприкосновения является суще-
ственной идеализацией условий работы стержневого объекта. 

Нейтральные сечения в стержневом объекте. При анализе осе-
вых сил в стержневых объектах нефтегазовой отрасли определенный 
смысл вкладывается в понятие «нейтральное сечение». В сжато-
растянутом по оси стержневом объекте можно выделить два характер-
ных сечения. В сечении с координатой н.нx  равно нулю осевое усилие: 

0T  (рис. 5, а). В сечении с координатой н.cx  равно нулю эквивалент-

ное осевое усилие: э 0T  (рис. 5, б).  

Положение нейтрального сечения н.cx  учитывается при анализе 

устойчивости бурильной колонны и при расчете центрирования обсад-
ной колонны. В части колонны н.с> x x  деформирование определяется 

наличием эквивалентного осевого сжатия. Соответственно, при бурении 
скважины сечение н.сx  должно находиться в пределах утяжеленных бу-

рильных труб. 
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Рис. 5. Осевое (а) и эквивалентное осевое (б) усилия в неоднородном  
стержневом объекте: 

1 2, P P  — внешние реакции на границах 1 и 2; ,j k  — номер секции и их количество;  

1 2,  T T  — осевые усилия в соответствующих граничных сечениях; в1 н1 в2 н2,  ,  ,  p p p p  — 

внутреннее и наружное давление на уровне расположения границ; в1 в н1 н, ,  , k kF F F F  — 

площадь сечения стержня по внутреннему и наружному диаметру первой и последней  

секций;  н.нx  — координата  нейтрального  сечения  по  осевому усилию; э1 э2,T T  — эквива- 

лентные  осевые  усилия в граничных  сечениях; н.сx  —  координата нейтрального сечения  

по эквивалентному осевому усилию 

 
Определение осевого усилия. При нахождении осевого усилия 

в сечениях стержня учитывается состояние его границ. Воздействие 
давления на боковую поверхность при неподвижных границах вызы-
вает появление в стержне растягивающего осевого усилия от внут-
реннего давления и сжимающего усилия от наружного давления, со-
гласно обобщенному закону Гука.  

При подвижных границах появляется возможность прямого вли-
яния давления по оси стержня на осевое усилие. Так, при гидравли-
ческом испытании концы участка трубопровода закрываются прива-
ренными заглушками. Давление воды на заглушки создает осевое 
растяжение 2 в2 в ,( T p F  согласно соотношению (12)), нейтрализую-

щее действие давления на внутреннюю боковую поверхность, в ре-
зультате избыточное давление не влияет на форму изгиба трубопро-
вода. В других случаях давление по оси трубопровода может 
восприниматься на границах участка конструктивными элементами и 
не передаваться на трубопровод. 

Задачи статики стержней. При изучении равновесия стержня 
определяются форма изгиба, усилия э   и  ,T T  действующие реакции, 

граничные и распределенные по длине. Радиальные и кольцевые 
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(окружные, тангенциальные) напряжения зависят от действия давле-
ния, напряжения изгиба — от формы оси стержня. По эквивалентным 
весовым и силовым характеристикам вычисляются продольные и по-
перечные силы контактного взаимодействия стержня с поверхно-
стью, ограничивающей поперечное смещение (стенка скважины, дно 
траншеи), оценивается продольная устойчивость стержня в статиче-
ской постановке. 

В нефтегазовой отрасли к задаче на равновесие стержня относят-
ся определение усилий при спускоподъемных операциях с бурильной 
колонной в скважине, расчет центрирования обсадной колонны при 
цементировании, определение формы компоновки низа бурильной 
колонны при бурении скважины, нахождение параметров провисаю-
щей части трубопровода при его укладке на морское дно и др. 

Изгибное, радиальное и осевое деформирование. При выводе 
уравнений равновесия стержня (5), (6) применяется гипотеза плоских 
сечений. Геометрические характеристики сечения стержня считаются 
неизменными, а ось стержня — нерастяжимой. Деформирование при 
нагружении происходит в виде изгиба и скручивания стержня.  

Нагружение давлением приводит также к радиальному и осевому 
деформированию стержня. В ряде задач данное деформирование яв-
ляется несущественным ввиду его малости, но в некоторых случаях 
оно составляет содержательную сторону решения. Исследование де-
формирования требует привлечения соотношений теории упругости, 
связывающих напряжения и деформации через закон Гука и коэффи-
циент Пуассона. В результате контуры сечений стержня, положение 
сечений и длины стержней в вариантах нагружения, приведенных 
на рис. 2, а и в, будут различаться при деформировании по совпада-
ющим формам изгиба.  

Учет давления позволяет получить для равновесной формы сме-
щение точек сечения по нормали к оси (радиальное деформирова-
ние), продольное смещение сечений от ненапряженного или началь-
ного состояния и уточненное значение длины стержня. 

При изменении напряженного состояния сечение s  стержня 
смещается на величину .u  Сечение, отстоящее от s на расстояние ,ds  
смещается на величину .u du  Для обозначения изменения величин 
от текущего уровня используем символ .  В случае свободного, 
без сил сопротивления на контуре, перемещения сечений получим 

 θ
1

,        s r
du

ds E
                        (17) 

где   — относительная деформация стержня; θ, ,   s r  —  

изменения осевых, радиальных и кольцевых напряжений в стержне; 
  — коэффициент Пуассона. 
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Для осевых напряжений применяем формулу (7), радиальные и 
кольцевые напряжения определяем из решения задачи Ламе [33]: 

2
э в н

2
с с

;
1

   
   

s
T p pT

F F
                       (18) 

2 2
в н в в н

2 2 2
т

,
1 1

    
  

 r
p p r p p

r
                       (19) 

2 2
в н в в н

2 2 2
т

,
1 1

p p r p p

r


      
  

   
                       (20) 

где э,   T T  — изменения осевого и эквивалентного осевого усилия; 

в н/  r r  — отношение внутреннего вr  и наружного нr  радиусов се-

чения стержня; тr  — радиус положения рассматриваемой точки се-

чения стержня. 
Интегрируя выражение (17) и используя соотношение для ,ds  

находим 

     
2

э в н
2

с0

1
0 1 2 ;

1

    
       

 

L T p p

u L u L ds
E F

      (21) 

2 2

0 0

1 ,
         
    

l l dy dz
L ds dx

dx dx
                             (22) 

где ,  L l  — длина стержня по оси и длина его проекции на ось абс-

цисс;    0 ,  u u L  — смещения граничных сечений. 

Выражения (21), (22) позволяют определить для установившегося 
равновесного состояния величину эT  в стержне с фиксированными, 

свободными или перемещающимися по заданным условиям концами. 
Форма изгиба    ,  y x z x  с установившимися значениями э, L T  в об-

щем случае находится итерационным образом от начального при-
ближения в процессе минимизации потенциальной энергии стержня 
(как частный случай может быть рассмотрена задача, приведенная 
в работе [34]).  

При возможности свободного смещения одного из граничных се-
чений контроль длины стержня при деформировании может не тре-
боваться, как, например, при определении прогибов балки на двух 
опорах или при оценке продольной устойчивости стержня по Эйлеру. 
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Пример 3. Удлинение свободно подвешенной бурильной колон-
ны в скважине под действием веса и гидростатического давления бу-
рового раствора при отключенном буровом насосе, согласно форму- 
ле (21), составит 

 
2

э б1 2 ,
2

        
gL

L
E

                              (23) 

где э c б     c б( ,     — плотность материала колонны и бурового 

раствора). 
Из выражения (23) следует, что учет влияния давления примене-

нием объемных сил э g  при оценке продольного деформирования 

дает погрешность в виде слагаемого с множителем 1 2 .   
Оценка прочности. Допустимость напряженного состояния при 

известной форме изгиба устанавливается по одной из гипотез пре-
дельного состояния. Согласно гипотезе энергии формоизменения, 
напряженное состояние стержня равноопасно одноосному напряжен-
ному состоянию. Эквивалентные напряжения одноосного напряжен-
ного состояния 

     2 2 2
экв θ θ

1
.

2
         s r r s               (24) 

После подстановки в формулу (24) напряжений с учетом зависи-
мостей (18), (19) выражаем эквивалентные напряжения [31]: 

22 2
э в в н

экв 2 2 2
c т

3 .
1

 
       

T r p p

F r
                             (25) 

Напряжения изгиба в соотношении (25) не учтены, что соответству-
ет модели стержня «гибкая нить» (см. метод осевых сил в работе [6]). 
Эквивалентные напряжения при анализе прочности и эквивалентное 
осевое усилие при анализе равновесия несут различную смысловую 
нагрузку в определении эквивалентности, что отражено в разной индек-
сации этих параметров. 

В частных случаях, при равенстве давлений в н( )p p  либо при 

наличии сплошного стержня в в( 0, 0, 0),   r p  расчет осевых 

напряжений по усилию э T  позволяет получить непосредственно экви-

валентные напряжения:  

экв э c./  T F  

В этих случаях эквивалентность нагружения давлением и объем-
ными силами становится правомерной не только при определении 
равновесного состояния, но и при анализе прочности стержня. 
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Пример 4. Сплошной стержень из примера 1 подвешен в жид- 
кости. Для нижнего сечения стержня с помощью соотношения (25) 
при э в0, 0 T r  получим эквивалентные напряжения  экв 0; L  

состояние в сечении является безопасным при всестороннем сжатии 
давлением. В верхнем сечении эквивалентные напряжения опреде-
ляются весом стержня в жидкости:  экв э c0 ./  q L F  

Укладка трубопровода на морское дно. Поясним правомер-
ность учета давления воды эквивалентным нагружением трубопрово-
да объемными выталкивающими силами при его укладке на морское 
дно [7]. 

Первоначально наличие в трубопроводе горизонтальной части не 
учитываем. Давление воды на закрытое нижнее сечение полого трубо- 
провода (рис. 6, а) для принятых исходных данных создает в сечении 
сжимающее усилие: 

2 2
н б 1028 9,81 250 0,7 3,88 МН,         G gh r             (26) 

где 3
н 1028 кг /м   — плотность морской воды; 250 мh  — глуби-

на погружения трубопровода; б 0,7 мr  — радиус сечения трубо-

провода по бетонному утяжеляющему покрытию. 
Совместное действие на трубопровод распределенной поверхност-

ной нагрузки (4) и сосредоточенного усилия (26) (рис. 6, б) приводит  
к эффекту действия объемных выталкивающих сил (рис. 6, в) с форми-
рованием эквивалентного веса единицы длины э.q  При этом схемы 

нагружения, представленные на рис. 6, а–в, каждая по-своему, учиты-
вают физическое действие давления и являются эквивалентными. 

 
Рис. 6. Трубопровод без горизонтального участка при укладке на морское дно: 

а — нагрузка н

v  от действия давления (С1 — нижнее сечение трубопровода); б — нагрузка 

от действия давления и торцевое усилие G от давления; в — эквивалентное нагружение; г —  

эквивалентное нагружение с растягивающим усилием ;P   — эквивалентное нагружение 

 
Добавление горизонтального участка не изменяет состояния про-

висающей части трубопровода, если отсутствуют продольные силы 
взаимодействия трубопровода с основанием. В этом случае осевое 
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сжатие давлением действует во всех сечениях горизонтального 
участка независимо от истории погружения в воду. В сечении С1 сжа-
тие есть как при отсутствии горизонтальной части (см. рис. 6, а; си-
ний/серый цвет — сталь/бетон), так и при ее наличии. 

 

Рис. 7. Модель трубопровода с продолжением при укладке на морское дно: 
а — до и после соединения частей; б — с горизонтальной частью при натяжении;  

P  — усилие натяжения; f  — силы сопротивления смещению сечений 

 
Для показа осевого сжатия в трубопроводе используем объект, 

полученный соединением участка трубопровода со своим симмет-
ричным отображением (рис. 7, а). Очевидно, что после образования 
объекта осевое сжатие в сечении С1 остается неизменным. 

Натяжение трубопровода. При нагружении трубопровода 
по схеме, представленной на рис. 6, в, в граничном сечении полу-
чим  э 0,T L    , T L G  где L  — длина провисающей части тру-

бопровода.  
Предположим, что граничные условия по осевым усилиям заданы 

в виде  э ,T L P    0.   T L G P  Эти условия означают компен-

сацию осевого сжатия G от действия давления в нагружении (см. 
рис. 6, б) внешним силовым воздействием P  по схеме нагружения, 
приведенной на рис. 6, г. При этом обосновать появление реакции P  
можно только соответствующим натяжением со стороны трубоукла-
дочного судна. 

По условиям равновесия на определенной части длины трубо-
провода с горизонтальным продолжением (рис. 7, б) должны дейст- 
вовать силы f  сопротивления смещению сечений, суммарно равные 
усилию .P  При натяжении трубопровода изменятся длина, форма 
провисающей части и реакция в точке закрепления. 

Таким образом, при    э ,  0    T L P T L G P  получаем трубо- 

провод с эквивалентным нагружением объемными выталкивающими 
силами ρнg и натяжением P  (см. рис. 7, б).  

На рис. 6, г и рис. 7, б формы провисающей части трубопровода 
совпадают. 
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Физическая модель трубопровода. Рассмотрим модель трубопро-
вода при укладке на морское дно (рис. 8, а). Пластиковая полоса 
находится в емкости под действием собственного веса. Правый конец 
модели оформлен в виде стрелки, перемещение которой отслежива-
ется по линейной шкале. В начальном положении стрелка направлена 
на отметку 8 см (рис. 8, б). 

Емкость заполняется водой. По мере подъема уровня воды про-
исходит изменение формы полосы. В конечном положении стрелка 
смещается вниз на расстояние 6    мм вследствие уменьшения 
прогибов полосы (рис. 8, в). Снижение интенсивности изгиба полосы 
очевидно из сравнения ее форм на рис. 8, б и в. 

 

 

Рис. 8. Модель провисающей части трубопровода: 
а — общий вид; б — в воздухе; в — в воде 
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Наблюдаемое в эксперименте разгружающее действие давления 
воды на полосу соответствует закону Архимеда, положениям подраз-
дела «Объемные выталкивающие силы при учете действия давления» 
и схеме нагружения, представленной на рис. 6, в. 

Таким образом, можно сделать вывод, что при определении формы 
трубопровода и действующих реакций в процессе укладки на морское 
дно учет влияния гидростатического давления за счет применения 
эквивалентного веса единицы длины является правомерным.  

Устойчивость стержня при действии давления. Уравнение 
упругой линии невесомого стержня при отсутствии крутящего мо-
мента под действием давления имеет вид 

4 2

э4 2
0. 

d y d y
EJ T

dx dx
                                     (27) 

При различных вариантах нагружения (рис. 9) из решения (27)  
с учетом соотношений (12), (13) получим следующие результаты 
определения устойчивости стержня [31]. 

 

Рис. 9. Стержень при нагружении давлением: 
а — с крышками; б — с подвижными заглушками; в — при воздействии усилия P на за-

глушку; г — с неподвижными опорами; в н,p p — внутреннее и наружное давление; P  —  

действующее усилие 
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1. В стержне с крышками (рис. 9, а) критическое усилие сжатия 

кр E ,P P                                              (28) 

где EP  — критическое усилие при потере продольной устойчивости 

по Эйлеру. 
Критическая нагрузка (28) не зависит от давления, так как дейст- 

вие давления на боковую поверхность компенсируется действием 
давления на крышки. Экспериментальное подтверждение положения, 
согласно которому внутреннее давление, действующее в замкнутом 
объеме, не влияет на устойчивость трубопровода, получено, напри-
мер, во ВНИИСТе [1, с. 232]. 

2. В стержне с подвижными заглушками (рис. 9, б) критическое 
усилие сжатия 

кр E в в н н   .  P P p F p F                                  (29) 

3. В стержне при воздействии усилия на заглушку (рис. 9, в) кри-
тическое внутреннее давление 

E н н
в кр

в

 
.

P p F
p

F


                                      (30) 

4. В стержне с неподвижными опорами (рис. 9, г) критическое 
начальное усилие 

  кр E в в н н 1 2  .    P P p F p F                        (31) 

В этом случае первоначально на стержень действует усилие .P  
Затем прямолинейный стержень фиксируется неподвижными опора-
ми и нагружается давлением. 

Под действием внутреннего давления без предварительного сжатия 

кр( 0)P  стержень теряет устойчивость при концевых заделках [20]. 

Заключение. В обзорно-методической статье системным обра-
зом изложены известные теоретические положения по учету влияния 
давления жидкости и газа при решении задач статики гибких стерж-
ней. Давление создает распределенную по длине стержня нагрузку и 
приводит к появлению в уравнениях равновесия стержня эквивалент-
ного веса единицы длины и эквивалентного осевого усилия. Под-
тверждена эквивалентность нагружения стержня давлением и объем-
ными силами при анализе равновесия. Показано, что использование  
в уравнениях равновесия стержня осевого усилия вместо эквивалент-
ного осевого усилия приводит к нарушению закона Архимеда. 
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Приведенные в работе положения следует учитывать при реше-
нии прикладных задач, разработке отраслевых нормативных доку-
ментов и подготовке учебно-методической литературы в высших 
учебных заведениях технического профиля.  

Автор выражает признательность профессору Ф.Д. Сорокину, 
поддержавшего идею подготовки данной работы. 
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In some practical applications, bars are loaded with the pressure of liquids and gases. 
Although the work of such objects is well studied and described in a large number of pa-
pers, some of the latter have wrongful provisions. For example, the equilibrium equations 
of a pipeline often include axial force instead of equivalent force, which reduces the ac-
curacy of estimating the bending shape and acting stresses. The problem of accounting 
for pressure is due to the objectively more complex type of this loading in comparison 
with the forces of weight and insufficient distribution of the known provisions in engi-
neering. This review and methodological paper focuses on a set of issues related to the 
loading of a bar by pressure. In the research, first, we obtained vector and linearized 
equations of equilibrium of the bar taking into account the load from the surface pres-
sure. Then, we substantiated the equivalence of loading the bar with pressure and weight 
load determined by Archimedes' law. Finally, we gave provisions for taking into account 
the pressure in the study of the equilibrium, stability, deformation, and strength of the 
bar. As an example, the effect of pressure in the problems of laying a pipeline on the sea-
bed and evaluating the longitudinal stability of the bar is shown. 
 
Keywords: bar, pipeline, column, pressure, equivalent loading, equilibrium, stability, de-
formation, strength, Archimedes' law 
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