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В задачах проектирования технических конструкций безопасность работы их эле-
ментов является основополагающим принципом. В связи с этим актуально предло-
женное новое решение задачи о структурном анализе траекторий негауссовских 
стационарных процессов, ориентированное на получение исходной информации для 
расчета прочностной надежности элементов конструкций, находящихся в процессе 
эксплуатации под воздействием случайных нагрузок. Проанализирован подход, 
позволяющий решить проблему учета статистической зависимости между процес-
сами и их производными, несмотря на явную их некоррелированность. Рассмотрен-
ный подход может найти применение при проектировании виброзащиты транс-
портных машин, для того чтобы вычислять вероятность пробоя амортизатора, 
вероятность потери контакта колеса с дорогой и др. Надежность функционирова-
ния таких систем определяется как вероятность непревышения абсолютным мак-
симумом процесса в течение определенного интервала времени заданного норма-
тивного уровня. Представлен расчет надежности с применением структурного 
анализа на примере одномерной стохастической системы. 
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Введение. Решение проблемы обеспечения надежности и долго-
вечности элементов конструкций на стадии их проектирования свя-
зано со структурным анализом траекторий случайных процессов,  
в результате которого определяются характеристики циклов процес-
сов нагружения и появляется возможность проводить расчеты на 
усталостную долговечность и трещиностойкость [1–5]. Все эти зада-
чи для линейных систем в целом решены, тогда как для нелинейных 
систем при их решении возникают трудности, которые в данной ра-
боте в определенной степени преодолены. 

Постановка задачи. Рассматривается задача о структурном ана-
лизе траекторий негауссовских случайных процессов, ориентирован-
ном на расчетное прогнозирование надежности функционирования 
нелинейных виброзащитных систем, которые находятся в эксплуата-
ции под воздействием внешних случайных нагрузок. Пример такой 
системы с резиноподобным амортизатором хода и амортизируемой 
массой m показан на рис. 1. 

Упругая характеристика амортизатора, приведенная на рис. 2, 
описывается следующими соотношениями: 
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где G — вес амортизируемой массы; u(t) — изменение длины упру-
гого элемента на момент времени t, u(t) = h – v(t). 

 

Рис. 1. Схема системы виброзащиты: 
h — предельно допустимое смещение; W(t) — кинема-
тическое случайное одностороннее возмущение систе-
мы;  v  —  смещение  массы  m вниз от положения стати- 

ческого равновесия 

 
а       б 

Рис. 2. Упругая характеристика амортизатора,  
соответствующая формуле (1) — а и формуле (2) — б 

 
В положении статического равновесия v = 0, u = h. При малом 

ходе амортизатора (v << h) характеристика (1) становится линей- 
ной вида   ,F v сv  где c — жесткость упругого элемента, / .  c G h  

При этом квадрат частоты свободных колебаний системы 2
oω / ; g h  

g = 9,81 2м / c   [6]. 
Структурный анализ траекторий случайных процессов. При 

решении поставленной задачи за неизвестную целесообразно принять 
функцию u(t), а не v(t), так как u ∈ (0, ∞), a v ∈ (–∞, ∞), что при расче-
те предпочтительнее. Эту функцию будем искать в виде нелинейного 
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алгебраического α-преобразования гауссовского стационарного про-

цесса x(t) c дисперсией 2 ,xs  т. е. в виде 

    α . u t x t  

Здесь для величины x плотность распределения вероятностей 
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α-преобразование примем в виде  
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где коэффициент η и дисперсия 2
xs  для x(t) — константы, зависящие 

от вероятностных характеристик внешнего воздействия f(t). 
Из (3) и (4) следует, что среднее значение для u и его плотность 

вероятностей можно определить по формулам: 
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Из условия динамического равновесия системы следует, что 
дифференциальное уравнение для определения функции u(t) можно 
представить в виде 

   2ε   φ ,   u u u f t                                   (6) 

где ε  — коэффициент демпфирования;    1
φ   ,u F u

m
 f(t) =  W t  — 

гауссовский стационарный процесс с заданной корреляционной функ-
цией  τxK  и спектральной плотностью  ω .fS  

Применив (4) и (6), получим уравнение для определения функ-
ции x(t) [7, 8]: 
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Из усреднения функции (5), т. е. из соотношения 
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определим 
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Передаточная функция для уравнения (5) имеет вид 
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а искомая спектральная плотность  ωxS  процесса x(t) будет опреде-

ляться по заданной спектральной плотности  ωfS  процесса f(t) 

по формуле Винера — Хинчина 

     2
ω ω ω .x fS H i S  

Искомая дисперсия 2
xs  процесса x(t) будет вычисляться путем 

решения интегрального уравнения 

 2  ω  ω.




 x xs S d  

Здесь величина 2 ,xs  стоящая слева, содержится также и в функ-

ции  ω ,xS  находящейся справа. 

Спектральная плотность первой производной процесса x(t) будет 
определяться по формуле 

   2ω  ω ω ,x xS S  

а дисперсия первой производной — выражением  

 2 2 ω ω  ω.




 x xs S d  

Дисперсия второй производной будет иметь вид 

 2 4 ω ω  ω.




 x xs S d  
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Из (4) следует, что процесс u(t) будет негауссовским, поэтому 
проведение структурного анализа его траектории, необходимого для 
расчета надежности и долговечности элементов рассматриваемой ме-
ханической системы, осложнено имеющимися статистическими за-
висимостями между ним и его производными. 

 

Рис. 3. Случайный процесс u(t) 
 
При формулировке задач структурного анализа случайных про-

цессов рассмотрим их некоторую реализацию u(t) и отметим на ней 
характерные точки, соответствующие им значения процесса и интер-
валы времени между ними (рис. 3): 

– точки пересечения случайного процесса со средним (нулевым) 
уровнем, называемые нулями процесса; 

– точки, соответствующие экстремальным значениям процесса, 
которые называются экстремумами процесса; 

– точку А, соответствующую наибольшему для данной реализа-
ции максимуму процесса, называемую абсолютным максимумом 
процесса; 

– точку В, соответствующую перегибу траектории процесса, 
называемую точкой перегиба; 

– точки пересечения случайного процесса с некоторым уровнем, 
определяющие число превышений (выбросов) за этот уровень; 

– интервалы времени 0τ  между двумя соседними нулями, от ко-

торых зависит частота процесса, рассчитанная по пересечениям ну-
левого уровня (частота по нулям); 

– интервалы времени эτ ,  которые соответствуют двум соседним 

экстремумам, определяющие частоту процесса по экстремумам; 
– отрезки umax и umin между нулевой линией и соответствующим 

экстремумом, называемые экстремальными значениями процесса 
(максимумом и минимумом); 
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– отрезок u* между нулевой линией и наибольшим максимумом 
процесса, называемый значением абсолютного максимума; 

– приращение процесса up между двумя соседними экстремума-
ми, называемое размахом процесса. 

Получение вероятностной информации о количестве указанных 
выше точек за некоторый промежуток времени и о величинах ука-
занных выше отрезков по заданным вероятностным характеристикам 
процессов (по корреляционным функциям или энергетическим спек-
трам) является задачей структурного анализа случайных процессов. 

Отметим некоторые вероятностные характеристики параметров 
процессов, которые можно определить при проведении структурного 
анализа: 

– распределение вероятностей числа нулей, экстремумов и дру-
гих точек траектории случайного процесса при его заданной дли-
тельности (частными характеристиками этих распределений являют-
ся среднее число нулей 0 ,n  среднее число экстремумов ,эn  среднее 

число точек перегиба траектории пn  в единицу времени); 

– распределение вероятностей интервалов времени между сосед-
ними нулями, экстремумами и точками перегиба траектории (частны-
ми характеристиками этих распределений являются средние значения 
интервала времени между соседними нулями 0τ ,  экстремумами τэ   

и точками перегиба );п  

– распределение вероятностей значений процесса, соответству-
ющих его максимумам и минимумам, т. е. распределение вероятно-
стей максимумов и минимумов; 

– распределение вероятностей приращений процесса между дву-
мя его соседними экстремумами, т. е. распределение вероятностей 
размахов; 

– распределение вероятностей значения процесса, соответствую-
щего его абсолютному максимуму, т. е. распределение вероятностей 
абсолютного максимума. 

При анализе структуры случайного процесса u(t) вначале рас-
смотрим вычисление числа его выбросов за некоторый уровень u* на 
интервале (0, t). Из свойств δ-функции Дирака следует, что это число 
можно вычислить по формуле [7] 

      * *
0

1
, τ δ τ τ,

2
  

t

n u t u u u d                          (7) 

где  δ  — дельта-функция Дирака, определяемая как 
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Осредняя выражение (7) по u и u  и полагая t = 1, получаем ожи-
даемое число выбросов u(t) за уровень *u  в единицу времени, т. е. час- 

тоту появления таких выбросов: 

       
*
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 

          
u
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Здесь      ,     uu u uf u u f u f u  — плотность совместного распреде- 

ления вероятностей для негауссовских статистически зависимых  
(хотя и не коррелированных) между собой процессов  u t  и  ;u t  

    и   u uf u f u  — плотности вероятности для  u t  и   ,u t  
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B u

du du
 — якобиан преобразования системы вели-

чин ( ,  )x x  в систему ( , ).u u  
Подставив выражения (9) в (8), получим 

     
2

*
* *2

ψ
exp   ψ( ) . 

2 2

 
      
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x

x x

us
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Отсюда следует, что число выбросов процесса u(t) за уровень *u  

равно числу выбросов процесса x(t) за уровень  * * ψ .x u  Определе-

ние других вероятностных характеристик и законы распределения 
вероятностей для функции n( *)u  представляет сложную и не имею-

щую эффективного решения задачу [7, 9]. 
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Вместе с тем при высоком уровне *u  имеем малое число выбро-

сов *( ),n u  и тогда их появление можно считать редкими событиями. 

Значит, в соответствии с теорией редких событий, вероятностное 
рассеивание этой величины будет следовать экспоненциальному за-
кону распределения вероятностей с плотностью 

  1
exp .

   
 

n
n

f n
n n

 

В этом случае для расчета надежности как вероятности того, что 
процесс u на интервале времени (0, t) ни разу не превысит норматив-
ный уровень *,u  будет определяться как [9, 10] 

       * *τ ,  τ 0,  exp .    P u u t tn u                    (11) 

При соответствующем выборе величины *u  можно вычислить по 

формуле (11) вероятность пробоя амортизатора, вероятность потери 
контакта колеса с дорогой и другие подобные вероятности, характе-
ризующие надежность функционирования систем виброзащиты 
транспортных машин [11]. 

Затем найдем ожидаемое число экстремумов процесса u(t) в еди-
ницу времени (частоту появления экстремумов). Поскольку при диф-
ференцировании экстремумы функции переходят в ее нули, искомое 
число экстремумов в соответствии с (9) можно вычислить по формуле 

 0, , 




    э uun u f u du  

где  0, uuf u  — плотность совместного распределения вероятностей 

для u  и u  при 0.u  
Системе негауссовских случайных величин ( , ) u u  поставим в со-

ответствие систему гауссовских величин ( , ).x x  
Из равенства вероятностей 

    ;x uf x dx f u du  

      ,        u xu xf u u du du f x f x dx dx  

получаем 

      ψ ψ ; u uf u u f u  

     , ,    uu x xf u u B x f xf  

где    1ψ αu x  — обратная от x функция u; В — якобиан преобра-

зования. 
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В соответствии с (9) имеем  

 
   

2ψ 0
ψ .

2 ψ ψ


       
 








 

 


dx dx
udx dx du duB u

u udx dxdu du

du du

 

С учетом этих соотношений и того, что 

 
;

ψ



 x

u
u

      
 

,
ψ



 dx

du
u

 

находим 

 э, э,0 .
2π

x
u x x

x

s
n f x n

s
  



  

Это означает, что частота появления экстремумов у процессов 
u(x) и x(t) одинакова. 

Использование приведенных выше соотношений предполагает 
возможность неоднократного дифференцирования случайных процес-
сов. Однако зачастую приходится рассматривать именно недифферен-
цируемые случайные процессы. Так, процессы f(t) в уравнении (5), как 
правило, недифференцируемы. Возможность приближенного опреде-
ления для них производных подробно представлена в работах [7, 12]. 

Здесь ограничимся рассмотрением простейшего случая, когда не-
дифференцируемый случайный процесс x(t) описывается корреляци-
онной функцией вида 

  α ττ e ,xK                                        (12) 

где α — ожидаемая частота,  
или спектральной плотностью 

  2 2

1 α
ω .

π α ω


xS  

Спектральную плотность первой производной процесса x(t) 
представим в виде 

   
2

2
2 2

α ω α ω ω
ω ω ω . 

π π α ω α ωα ω

           
x x

i i
S S

i i
          (13) 

Здесь, для того чтобы устранить особенности на бесконечности, за-
меним выражения в скобках следующими: 

ω

ω ω ω α
lim 1 ;

α ω α ω α ω α ω


   

   
i i i

i i i i
                    (14) 

ω

ω ω ω α
lim 1  .

α ω α ω α ω α ω

   
   

   
i i i

i i i i
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Подставив выражения (14) в (13), получим формулу 

   2ω α ω .x xS S  

Аналогично получим 

       2 2ω α ω ;    ω α ω  и т. д.    xx x xS S S S  

Следовательно, параметр α в формуле (12) имеет смысл частоты 
процессов x(t),    , ,x t x t  …, которая при дифференцировании 

не изменяется. 
Для случайного процесса x(t) с корреляционной функцией 

  α ττ e cos βτ.xK  

Аналогично можно найти выражения для его производных:  

       2 2 2 2 2ω (α β ) ω ;    ω (α β ) ω  и т. д.     xx x xS S S S  

Значит, в этом случае величина 2 2(α β )  имеет смысл квадрата 

частоты процессов x(t),    , ,x t x t  …, которая при дифференцирова-

нии не меняется. 
Рассмотрим теперь максимумы негауссовского случайного про-

цесса u(t), в которых 0,  0.  u u  Плотность распределения вероят-

ностей для максимумов можно записать в виде [7] 

   
01

,0, ,


    m uuu
m

f u u f u u du
n

 

где mn  — среднее число максимумов в единицу времени; 

 , ,  uuuf u u u  — плотность совместного распределения вероятностей 

для , , . u u u  
Из равенства вероятностей 

     , ,,         uu xx xu u uf u du du du f x x f x dx dx dx  

следует, что  

     , , ,,       uuu xx xf B x xf fu u xu  

где якобиан преобразования в соответствии с (9) определяется как 

  3
ψ ;    







dx dx dx
B u

du du du
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  1
0 ;

2π



x

x

f
s

 

   
2 2

2 222

1 1 2
, exp  ,

2 12π 1

              


 xx
x x xxx x

x rxx x
f x x

s ss srs s r
 

где 
2 1

    




x

x
xx

x

s
r r

s s k
 — коэффициент корреляции между , x x   

(k — параметр сложности структуры случайного процесса, равный 
отношению числа его экстремумов к числу его нулей) [7]. 

Для процессов с простой структурой k = 1, и тогда 

   , δ  ,
 

  
 



 x

x

x
x

s
f x f x xx x

s
 

где  δ  — дельта-функция Дирака. 

Плотность распределения вероятностей для максимумов процес-
са x(t) будет определяться по формуле, аналогичной (15): 

   

   

0

0 2

2 2

1
,0,

1
0 δ exp .

2





 

  
          










  

  

mx xxx
m

x x
m x x x

x

f x x f x x dx
n

s x x
f f x x x x d

s s s
x

n

 

Плотность распределения вероятностей для максимумов процес-
са u(t) получаем простым пересчетом вероятностей: 

      
2

ψ

2 2 2

ln
ψ ln exp .

2

 
 

   
 
 

mxu f u
mu

x x

u
h u hf u

hus k s
 

Таким образом, все основные задачи по структурному анализу 
рассматриваемого негауссовского случайного процесса решены, и 
его результаты могут быть использованы для получения соответ-
ствующих оценок надежности и усталостной долговечности элемен-
тов конструкций в нелинейных системах [8, 13, 14]. 

Пример. В качестве примера рассмотрим систему, где амортизи-
руемая масса m = 100 кг, жесткость С = 500 Н/см, частота малых коле-
баний ω0 = 22,14 с–1, f  (t) — белый шум интенсивностью Kf  = 1 м2

 ⋅ с,  
h = 2 см, sx = 2 см, η = 3,3 см.  
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Рис. 4. Упругая характеристика элемента 
 
Для этого случая на рис. 4, а и б представлены соответственно 

графики функций (1) и (2): 

    2
 ;       1  .

2
  


v

F v F u
v u

 

Распределение плотности вероятностей fu(u) в соответствии  
с формулой (5) показано на рис. 5, среднее число выбросов за уро-
вень u*, определяемой по (10), — на рис. 6, функция надежности, 
рассчитанная по формуле (11), — на рис. 7. 

 

Рис. 5. Распределение плотности вероятностей для элемента u 

 
Рис. 6. Среднее число выбросов за уровень u* 
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Рис. 7. Зависимость  надежности элемента от времени 

 
Заключение. Таким образом, для нелинейных систем получены 

расчетные формулы для определения характеристик траекторий слу-
чайных процессов нагружения, что позволяет проводить расчетное 
прогнозирование усталостной долговечности и живучести элементов 
конструкций в статистическом аспекте. 
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Structural analysis of the trajectories of random processes 
formed in non-linear vibration isolation systems 
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1Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 
2National Research University “Moscow Power Engineering Institute”,  

Moscow, 111250, Russia 
 
When designing technical structures, the safety of their elements is a fundamental princi-
ple. This highlights the significance of the proposed solution to the structural analysis of 
the trajectories of non-Gaussian stationary processes. The solution aims to acquire 
source data for calculating the stress-strength reliability of structural elements operating 
under random loads. We analyze an approach that makes it possible to account for the 
statistical dependence between processes and their derivatives, despite the apparent lack 
of correlation between them. The considered approach can be utilized in the design of vi-
bration protection of transport vehicles to calculate the probability of a shock absorber 
breakdown, the probability of loss of the road-wheel contact, etc. The operation reliabil-
ity of such systems is defined as the probability that the absolute maximum of the process 
does not exceed the specified standard level during a certain time interval. The article 
presents the reliability calculation using structural analysis on the example of a one-
dimensional stochastic system. 
 
Keywords: probabilistic characterization, random process, stress-strength reliability 
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