
Инженерный журнал: наука и инновации   # 8·2021                                             1 

УДК 532.65/534-141                      DOI: 10.18698/2308-6033-2021-8-2099 
 
Равновесие и колебания свободной поверхности жидкого 

топлива в коаксиально-цилиндрических сосудах 
в условиях микрогравитации 

© Юй Чжаокай, А.Н. Темнов 

МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, 105005, Россия 
 
Представлено решение задачи о равновесии и малых колебаниях идеальной жидко-
сти в условиях микрогравитации. Дана количественная оценка влияния таких па-
раметров, как угол смачивания, число Бонда, соотношение радиусов внутренней и 
внешней стенки сосуда, глубина жидкости в нем. Для сосудов в форме коаксиаль-
ного цилиндра получены выражения потенциала скоростей жидкости и поля сме-
щения свободной поверхности в виде ряда Бесселя. Дополнительно к аналитиче-
ским и экспериментальным данным, приведенным в литературе, доказана 
достоверность разработанного численного алгоритма и сделан вывод о том, что 
для  Bo 5>  и δ 0, 2>  при неизменном физическом состоянии смачиваемой по-
верхности форма свободной поверхности приближается к плоской и угол смачива-
ния мало влияет на собственные частоты колебаний свободной поверхности 
жидкости. Полученные результаты будут полезны при решении задач по опреде-
лению гидродинамических характеристик движения жидкого топлива в условиях 
космического пространства.  
 
Ключевые слова: микрогравитация, сила поверхностного натяжения, капиллярная 
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Введение. В баках современных космических аппаратов содер-

жится значительная часть жидкого топлива. При проектировании по-
добных транспортных средств инженерам и конструкторам полезно 
знать конфигурацию и поведение поверхности раздела жидкости — 
газа в условиях микрогравитации, для того чтобы более точно опи-
сать динамические процессы в космических аппаратах при выполне-
нии различных маневров. Следует заметить, что плескание жидкости 
может приводить к изменению положения центра масс, а значит, по-
влиять на устойчивость передвижения космических аппаратов. В рос-
сийских и зарубежных монографиях [1–3] обобщены результаты 
исследования статики и динамики жидкости в условиях, близких 
к невесомости. Анализ приведенных в статьях [4–6] методов показы-
вает, что в современной гидромеханике невесомости недостаточно 
полно разработаны методы численного моделирования поведения 
жидкости в двухсвязных сосудах. В статьях [7–10] представлены 
приближенные методы вычисления частот и форм колебаний жидко-
сти в сосудах, имеющих форму кругового цилиндра и сферы, кото-
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рые часто применяются в ракетно-космической технике. Следует от-
метить, что в последнее время стали использовать двухсвязные топ-
ливные баки более сложной формы — в виде коаксиального цилин-
дра и тороидальные, однако в них поведение жидкости с учетом 
капиллярного эффекта еще недостаточно исследовано. 

Цель настоящей работы — представить исследование равновесия 
и колебаний жидкости с учетом силы поверхностного натяжения в 
сосудах, имеющих форму коаксиального цилиндра. В статьях [11, 12] 
было рассмотрено решение задачи о равновесии жидкости в коакси-
альном цилиндре в условиях невесомости и микрогравитации, но без 
учета влияния внутренней стенки сосуда, а в [13–16] приведено ис-
следование колебаний капиллярной жидкости в круговом цилиндре 
на основе ряда Бесселя. 

Определение форм равновесной свободной поверхности. 
В условиях микрогравитации 6 4

0( (10 10 ))g g− −= −  поведение жидко-
го топлива определяют силы поверхностного натяжения, иначе — 
межмолекулярные силы на границе двух фаз. Вектор ускорения g  
действует параллельно продольной оси симметрии сосуда. Введем 
цилиндрическую систему координат θ ,Or z  в которой будет представ-
лено поперечное сечение сосуда (рис. 1). Используем длину дуги s  
в качестве переменной для описания формы свободной поверхности. 

 

  
Рис. 1. Основные обозначения параметров жидкости и система координат θ :Or z  

minz — наименьшая высота свободной поверхности; maxz — наибольшая высота свободной 

поверхности; 0 ( )z r — равновесная свободная поверхность;  ( , θ, )f r t  — отклонение воз-
мущенной свободной поверхности от равновесной; γ  — линия смачивания; Ω  — область, 

которую занимает жидкость; 1r  — радиус внутренней стенки сосуда; 2r — радиус внешней 

стенки сосуда; 0h  — глубина жидкости около внутренней стенки сосуда 
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Для того чтобы приступить к исследованию колебаний капил-
лярной жидкости, необходимо предварительно решить задачу о фор-
ме равновесной свободной поверхности. Вывод условий равновесия 
гидромеханической системы газ — жидкость — твердая стенка и ал-
горитм решения задачи подробно рассмотрены в [17]. 

Запишем уравнение невозмущенной свободной поверхности 
жидкости в безразмерной форме: 

 р2 Bo ,H С= +                                             (1) 

где ( )р 1 2 / 2  H k k= +  — средняя кривизна равновесной свободной 
поверхности ( 1k  и 2k  — главные кривизны поверхности); 

2
2Bо ρ / σgr=  — число Бонда, характеризующее соотношение массо-

вой силы и силы поверхностного натяжения (ρ  — плотность жидкости, 
σ  — коэффициент поверхностного натяжения раздела жидкости — га-
за); С  — константа, определяемая физическими параметрами задачи и 
формой сосуда, которая зависит от начала системы координат. 

В цилиндрической системе координат θOr z  средняя кривизна 
осесимметричной поверхности определяется выражением 

( )р 2

12 ,
1

r s
s ss ss s

r

d rz zH r z r z
r dr rz

 
 = = + −
 + 

                  (2) 

где ( )  —r  первая производная функции по координате ;r  ( )s  и 
( )  —ss  первая и вторая производные функции по длине дуги s .  

Используя уравнения (1)–(2), получим систему дифференциаль-
ных уравнений, описывающих равновесную свободную поверхность: 

;  ;  Bo  ;  Bo  .s s s s
v vr u z v u v z C v u z C
r r

   = = = − + − = + −   
   

           (3) 

При произвольном значении числа Bo  система уравнений (3) не 
имеет аналитического решения и решается методом Рунге — Кутты 
при условиях: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 00 δ;  0  0;  0 sin α ;  0 cos α ;r z u v= = = = −  

( ) ( ) ( )0 0 01; cos α ,r s v s= =                                            (4) 

где 1 2δ ;/r r=  0α  — угол смачивания; 0  s  — общая длина дуги. 
При интегрировании системы уравнений (3) с граничными усло-

виями (4) необходимо определять константу C , которая при Bo 0=  
имеет аналитическую формулу [1] ( )02cosα / 1 δC = − , а при других 
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числах Бонда находится методом проб. Результаты численного реше-
ния задачи (3) и (4) об определении форм равновесной свободной по-
верхности жидкого топлива приведены на рис. 2, 3. 

 
 

 
 

Рис. 2. Формы равновесной свободной поверхности при различных  
значениях угла смачивания 0α  и полной невесомости (Bo 0)=  

 
 
 

 
 

Рис. 3. Формы равновесной свободной поверхности при  различных  
значениях числа Бонда и угле смачивания  0α 10= °  
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Постановка задачи о малых колебаниях капиллярной жидко-
сти. Равновесная поверхность жидкости в неподвижном сосуде опре-
делена как 0( ),z z r=  а жидкость, занимающая область Ω,  совершает 
малые колебания. Они подчиняются: 

уравнению Лапласа 

Ф 0 (в области Ω) ,∆ =                                        (5) 

где 
2 2 2

2 2 2 2

1 1
θz r r r r

∂ ∂ ∂ ∂
∆ = + + +

∂ ∂ ∂ ∂
 — оператор Лапласа в цилиндриче-

ской системе координат; Ф  — потенциал скоростей жидкости; 
условию непротекания на смоченных поверхностях 

1 2 00 ( ,  ),  0 ( ) .r r r r z h
r z

∂Φ ∂Φ
= = = = = −

∂ ∂
                                 (6) 

Предположим, что возмущенная свободная поверхность F  будет 
представлена в виде 

0 ( )( , ,θ, ) ( ,θ, ) 0.F z r t z r f r t z= + − =                              (7) 

Принимая во внимание, что частицы жидкости при малых коле-
баниях остаются на свободной поверхности, можно записать полную 
производную по времени функции F  следующим образом: 

Ф F 0,dF F
dt t

∂
= +∇ ⋅∇ =
∂

                                            (8) 

где θ
1

r θ
  

z re e e
z r
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

 — оператор Гамильтона. 

Из уравнений (7)–(8) следует, что линеаризованное кинематиче-
ское условие на свободной поверхности имеет вид 

 0Ф Ф 0.f dz
t r dr z

∂ ∂ ∂
+ ⋅ − =

∂ ∂ ∂
                                                (9) 

Используя интеграл Коши — Лагранжа 

 0Ф ,
ρ ρ
P Pgz

t
∂

+ + =
∂

                                                    (10) 

где ст дP P P= +  — полное давление жидкости на возмущенной сво-
бодной поверхности ( стP  — статическое давление, д  P  — динамиче-
ское давление); 0  P  — статическое давление жидкости при 0z = , по-
лучим динамическое условие на свободной поверхности. 

Из уравнения Эйлера для покоящейся жидкости определим дав-
ление на равновесной свободной поверхности: 
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0 ст 0ρ ).(P P gz r− =                                                  (11) 

Далее для вычисления перепада давления газа и жидкости на 
возмущенной свободной поверхности используем условие Лапласа 

г в2 ,P P H− = σ                                                       (12) 

где г  P  — давление газа; в  H  — кривизна, определяемая уравнением 
 

( ) ( ) ( )
0 θ

в 1/2 3/2 1/222 2 2
0 0 0

1 1 12 .
θ1 1 1

r r

r r r

d rz rf fH
r dr r r rz z z

      
∂ ∂      = + +      ∂ ∂+ + +      

 (13) 

С учетом условия Лапласа вычислим на равновесной свободной 
поверхности разность 

( )
0

г ст 1/22
0

1σ ,
1

r

r

d rzP P
r dr z

  
  − =   +  

                          (14) 

а с помощью (12)–(14) получаем выражение для динамического дав-
ления: 

( ) ( )
θ

д 3/2 1/222 2
0 0

1σ .
θ1 1

r

r r

rf fP
r rz z

    
∂ ∂    = − +    ∂ ∂+ +    

                (15) 

Из уравнений (7), (10)–(11) и (15) выведем динамическое условие 
на свободной поверхности с учетом влияния силы поверхностного 
натяжения: 

( ) ( )
θ

3/2 1/222 2
0 0

Ф σ 1 1 0.
ρ θ1 1

r

r r

rf fgf
t r r rz z

    
∂ ∂ ∂    + − + =    ∂ ∂ ∂+ +    

   (16) 

Введем характерный размер сосуда 2 ,r  а также характерные зна-
чения для времени *t  и потенциала * Ф :  

3 2
* * 2 *2ρ / σ;     Ф / .t r r t= =  

Подставив величины 2 * * ,   ,  Ф Ф Фx r x t t t= ⋅ = ⋅ = ⋅  в уравнения 
(5)–(6), (9) и (16), получим безразмерную формулировку задачи, в ко-
торой опускаем знак « −  » над буквами: 
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1 2 1 2
ФФ 0(Ω) ,    0 ( δ,  1),   0 ( δ,  1);fr r r r
r r

∂ ∂
∆ = = = = = = =

∂ ∂
 

( )0
0

Ф Ф Ф0 ( ),     0   ;( )f dzz H z z r
z t r dr z

∂ ∂ ∂ ∂
= = − + ⋅ − = =

∂ ∂ ∂ ∂
 

( ) ( )
( )θ

0 03/2 1/222 2
0 0

Ф 1 1 0  ,
θ 1

( )
1

r

r r

rf fB f z z r
t r r rz z

    
∂ ∂ ∂    + − + = =    ∂ ∂ ∂+ +    
 
где 0 2/ .H h r=  

Определение собственных частот и форм колебаний. Ограни-
чимся в настоящей статье решениями, отвечающими функции cosθ.  
Решение поставленной задачи для функций Ф( ,θ, , )r z t  и ( ,θ, ),f r t  
удовлетворяющее уравнению Лапласа и условию непротекания, 
можно представить в виде ряда Бесселя: 

[ ]
1

cosh ζ
Ф( ,θ, , ) (ζ ) cos

(
θ cos( );

cosh(ζ )
)n

n n
nn

z H
r z t p A r Wt

H=

+
= ∑  

1
( ,θ, ) (ζ ) cosθsin( ),n n

n
f r t q A r Wt

=

= ∑  

где ( ) ( ) ( )
( ) ( )1

1 1
1

ζ
ζ ζ ζ ,

ζ
n

n n n
n

J
A r J r Y r

Y
′

= −
′

 1 1,  J Y  — функции Бесселя 

первого и второго рода первого порядка; числа ζn  для различных со-
отношений радиусов δ  определены из трансцендентного уравнения, 
получаемого из условия непротекания [18]; ( )1/23

2ω ρ / σW r= . 
Подставив потенциал скоростей и поле смещений в кинематиче-

ское и в динамическое условие на свободной поверхности, умножим 
полученные выражения на функцию ( )ζmrA r  и проинтегрируем в 

диапазоне [ ]δ,1  . В результате получим: 

1
α ζ ; m mn n n

n
Wq p

=

= ∑  

2

1 1
Bo β ζ γ ,m mn n n mn n

n n
q q W p

= =

+ =∑ ∑  

где  
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( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )( )

1 0

δ

10 2
0

sinh ζ
α ζ ζ

cosh ζ

cosh ζ
ζ ;

( )

)
c

(
osh ζ

n
mn m n

n

n
r n m

n

z r H
rA r A r

H

z r H
z A r dr rA r dr

H δ

  +   = − 

+    − ζ


′  

∫

∫

 

 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

21 0 0 0
3/2 5/2 3/2δ 2 2 2 2 2

0 0 0
1 2

ζ 3 ζ
ζ

1 ζ 1 ζ 1
β ;

ζ

n n r rr n r
m

r n r n r
mn

m

A r A r z z A r z
rA r dr

z z r z

rA r dr
δ

 ζ + + 
+ + + =

′


∫

∫
 

( ) ( )
( )( )

( )

( )

1 0

δ

1 2
δ

cosh ζ
ζ ζ

cosh ζ
γ

ζ

n
m n

n
mn

m

z r H
rA r A r dr

H

rA r dr

  +   
  =

∫

∫
 

( 0rz  и 0rrz  — первая и вторая производные функции 0( )z r  по r ).  
Исключим q  и получим задачу на собственные значения в виде 

3 2

1 1
Bоα ζ β α ζ γ 0.mn n mk kn n mn n

n k
W p

= =

  
+ − =  

   
∑ ∑  

Запишем полученную задачу в матричной форме 

( )2 0,K W M P− =  

где [ ] { }3
1

1
Bоα ζ β α ζ ,  γ ,  .mn n mk kn n mn nm n n

k m n

K M P p× ×
= ×

  
= + = =  
   

∑  

Допустив m n N= = , можно получить собственные значения 
2  ( 1  ,  2,   ,   )lW l N=  и собственные векторы { } 1

l
n Np × . В дальнейшем 

определим размерные собственные частоты ω  и поле смещения f  
жидкости. 

Если 0α ,90= °  то равновесная свободная поверхность плоская: 

( )0 0 0 0,r rrz r z z= = =  

( )tanh ,    ; 1,   ;
α       β γ

0,   ,0,               ;mn mn mn
H n m n m

n mn m
= == = =  ≠≠ 
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а матрица  K  — диагональная,  M  — единичная матрица, и соб-
ственное значение ( ) ( )2 3Boζ ζ tanhn n nW H= +  согласуются с аналити-
ческими результатами для цилиндрических сосудов в [1, 2]. 

Обсуждение результатов. В программе MATLAB получены 
формы равновесия и собственные частоты колебаний капиллярной 
жидкости для различных практически важных ситуаций. Все формы 
свободной поверхности жидкости показаны для правой части 
поперечного сечения сосуда. На рис. 2 и 3 видно, что при увеличении 
угла смачивания или числа Бонда равновесная свободная 
поверхность приближается к плоской. Следует отметить, что наличие 
внутренней стенки сосуда уменьшает искривление формы свободной 
поверхности. Собственные частоты при полной невесомости в 
зависимости от углов смачивания показаны на рис. 4. Красными 
звездочками подчеркнуты аналитические значения для угла смачивания 

0α .90= °  Видно, что численные значения очень хорошо согласуются 
с аналитическими и доказывается правильность разработанного алго-
ритма. Черной линией со звездочками показаны экспериментальные 
результаты при угле смачивания, близком к нулю [20].  

 

  
Рис. 4. Квадраты собственных частот W 2 при раз-
личных значениях угла смачивания α0 и условиях   

Bo 0,  2H= =  
 
Численные результаты для угла смачивания 0α 10= °  близки 

к экспериментальным, и можно сделать вывод о том, что при 
уменьшении угла смачивания форма свободной поверхности 
получается более искривленной, а собственные частоты 
уменьшаются. Это свидетельствует о том, что собственные частоты 
обратно пропорциональны площади свободной поверхности [18]. 
Согласно представленному на рис. 5, для числа Бонда Bo 5>  и 
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δ 0, 2>  угол смачивания мало влияет на собственные частоты колеба-
ния, а в ракетно-космической технике данные условия часто выполня-
ются, что позволяет оценить собственные частоты с помощью аналити-
ческой формулы. При увеличении глубины жидкости собственные 
частоты возрастают и приближаются к предельным значениям (рис. 6), 
так как на большой глубине можно исключить влияние дна сосуда на 
собственные частоты. Собственная форма колебания жидкости для 
первой частоты при полной невесомости показана на рис. 7. 

 

  
Рис. 5. Квадраты собственных частот W 2 при разных 
значениях числа Бонда Bo и глубине жидкости Н = 2  
     (в скобках приведены значения угла смачивания) 
 

  
Рис. 6. Квадраты собственных частот W 2 в зависимости 
от глубины жидкости H при разных значениях числа 
Бонда  и  δ  =  0,5  (в скобках  приведены  значения угла 

смачивания) 
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Рис. 7. Собственная форма колебания жидкости  
при 0Bo 0,  α 10 ,  2H= = ° =  

 
Заключение. В настоящей работе численно определены формы 

равновесия, собственные частоты и формы колебаний свободной по-
верхности жидкости в условиях микрогравитации при любом соот-
ношении радиусов стенок сосуда, имеющего форму коаксиального 
цилиндра. Для случая, когда допустимо отклонение свободной по-
верхности вдоль оси ,Oz  подробно приведен вывод кинематического 
и динамического условий на возмущенной свободной поверхности с 
учетом влияния силы поверхностного натяжения. Из результатов ис-
следований следует, что угол смачивания 0α  влияет на форму равно-
весной свободной поверхности и, следовательно, оказывает влияние 
на динамические характеристики колебания жидкости. При Bo 5>  и 
δ 0,2>  форма равновесия свободной поверхности становится близка 
к плоской, и можно проводить оценку собственных частот колебаний 
по аналитическими формулами, получаемыми при 0α 90.=   
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Equilibrium and oscillations of liquid fuel free surface 
in coaxial-cylindrical vessels under microgravity conditions 
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In the absence of significant mass forces, the behavior of liquid fuel under microgravity 
conditions is determined by surface tension forces, which are intermolecular forces at the 
interface of two phases. The paper posed and solved the problem of equilibrium and 
small oscillations of an ideal liquid under microgravity conditions, and also quantified 
the influence of various parameters: the contact angle α0, the Bond number, the ratio of 
the radii of the inner and outer walls of the vessel and the depth of the liquid. For the co-
axial-cylindrical vessels, there were obtained expressions in the form of a Bessel series 
for the potential of the fluid velocities and the free surface displacement field. The study 
relies on the analytical and experimental data available in the literature and proves the 
reliability of the developed numerical algorithm. Findings of research show that for 
Bo 5>  and δ 0, 2> r, with the physical state of the wetted surface being unchanged, 
the shape of the free surface tends to be flat and the contact angle has little effect on the 
intrinsic vibration frequency of the free surface of the liquid. The results obtained can be 
used to solve problems of determining the hydrodynamic characteristics of the movement 
of liquid fuel in outer space. 
 
Keywords: microgravity, surface tension force, capillary fluid, coaxial cylinder, Runge — 
Kutta method, Bessel series 
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