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Для упрощенной модели гипотетического космического аппарата трансформируе-
мой конструкции установлена зависимость тензора инерции от параметров, одно-
значно задающих распределение подвижных масс с помощью штангового механизма. 
Этот механизм трансформации может применяться для адаптации динамических 
свойств космического аппарата к условиям окружающей среды или к условиям функ-
ционирования бортовых систем, например, для парирования возмущающих моментов 
при управлении ориентацией и стабилизации. Управление механизмом трансформации 
позволяет привести тензор инерции космического аппарата к диагональному виду, 
исключив силовые перекрестные связи между каналами управления и устранив по-
стоянную составляющую гравитационного момента. Рассмотрен пример использо-
вания подвижной массы на конкретном космическом аппарате для диагонализации 
тензора инерции.  
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Введение. Трансформируемые конструкции часто используют  

в аэрокосмической технике [1], например, в системах гравитационной 
стабилизации — искусственный спутник Земли (ИЗС) [2–4]. Они при-
меняются в активных системах управления ориентацией для адапта-
ции динамических свойств космического аппарата (КА) к условиям 
окружающей среды или к условиям функционирования бортовых си-
стем, например, для парирования возмущений от эксцентриситета век-
тора тяги при работе реактивной двигательной установки. В [5] рас-
смотрены возможности повышения орбиты спутника посредством 
раскачивания космической тросовой системы (космической пращи) по 
принципу качелей. 

Управляя по определенным алгоритмам конфигурацией распре-
деления масс КА, можно обеспечить высокое качество динамических 
процессов с минимальными затратами ресурсов [6]. Известно, что 
в системах гравитационной стабилизации изменением тензора инер-
ции можно погасить колебательные движения относительно положе-
ния устойчивого равновесия. В [7] предложен алгоритм перемещения 
подвижной массы, который обеспечивает стабилизацию оси симмет-
рии спутника относительно местной вертикали и его переориентацию 
из одного устойчивого положения равновесия в другое. Аналогичные 
результаты ранее были получены в [8].  
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Перемещения подвижной массы в рассмотренных выше кон-
струкциях реализуются реверсивным механизмом трансформации  
с помощью штанг с закрепленными на концах массивными грузами. 
В настоящее время применяют большое число реверсивных меха-
низмов трансформации различного вида. Основные требования, 
предъявляемые к ним: малая масса, компактность в исходном поло-
жении и широкий диапазон изменения тензора инерции. 

При проектировании трансформируемых конструкций КА такого 
вида необходимы адекватные математические модели и оптимизи-
рующие алгоритмы, в которых требуется использовать информацию 
о тензоре инерции и его свойствах, связанных с управлением ориен-
тацией и стабилизацией. Значения параметров тензора инерции и их 
зависимость от проектных параметров КА можно получить аналити-
чески на основе простых моделей, а в условиях полета их можно 
найти путем обработки результатов специально организованных 
экспериментов [9]. 

Цель настоящей статьи — получить аналитические зависимости 
компонент тензора инерции в функции параметров, характеризую-
щих положение механизма трансформации относительно основного 
тела КА, и рассмотреть пример использования подвижной массы 
на конкретном космическом аппарате для диагонализации тензора 
инерции.  

Постановка задачи. Для упрощенной модели гипотетического 
КА установим аналитическую зависимость тензора инерции от пара-
метров, однозначно задающих распределение подвижных масс кон-

струкции КА с помощью штангового меха-
низма трансформации. В качестве расчетной 
модели КА принимаем упрощенную схему 
двух тел, жестко связанных в центре масс 
(рис. 1).  

Первое тело I — корпус КА. Начало  
его связанной системы координат (ССК) 

1 2 3Ox x x  поместим в центре масс. Распреде-

ление масс зададим тензором инерции IJ . 

Второе тело II — штанговый механизм 
трансформации конструкции. Представим 
его в виде системы ортогонально соединен-
ных между собой жестких невесомых 
стержней переменной длины (выдвигаемые 
штанги) с грузами массой m  на концах.  

 

Рис. 1. Расчетная схема 
КА трансформируемой 

конструкции 
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Положение грузов (концов выдвигаемых штанг) зададим в ССК 

1 2 3Ox x x  тремя независимыми параметрами 

 , , .L l  

Здесь L — переменная длина одной из двух штанг, выдвигаемых 
синхронно в направлениях 3 0Ox  и 3 0,Ox   к, , OL L L  0,OL  

к max ;L L  l — переменная длина другой штанги, выдвигаемой син-

хронно в направлениях 2 0Ox  и 2 0,Ox   к, , Ol l l  0,Ol  

к max ;l l  φ — полярный угол, характеризующий отклонение 

штанги l  от оси 2 ,x   к, ;  O  величины {max L, max l} — макси-

мально возможные значения длины выдвигаемых штанг  , .L l  

Полагаем, что в исходном положении грузы расположены в цент- 
ре масс системы  0,OL  0,Ol  0 . O  При этом значение величи-

ны O  определяется решаемой задачей и применяемым алгоритмом 

управления. Актуальны, например, такие алгоритмы управления меха-
низмом трансформации, для реализации которых в рабочем режиме це-
лесообразно принять  к0, max , OL L L  к0,  0, Ol l  к 4 .    O  

В полностью выдвинутом положении к ,L L  к ,l l  к .    Воз-

можно и любое иное из допустимых положений:  к0, ,L L   к0, ,l l  

 к, ,  O  к 2.    При этом полагаем, что штанги перемещаются 

синхронно. Поэтому центры масс жестко связанных между собой 
тел I, II и центр масс системы совпадают. 

Для эффективного управления тензором инерции можно исполь-
зовать любое количество штанг, обеспечив требуемое управление 
инерционными характеристиками КА. Из методических соображений 
целесообразно ограничиться рассмотрением упрощенной модели 
плоского движения с четырьмя штагами. Полагаем, что подвиж-
ные грузы — точечные массы, штанги — невесомые стержни.  

В отношении штангового механизма (тело II) примем следующие 
допущения: 

– штанги могут быть сжаты в точку; 
– развернутые штанги образуют в плоскости 2 3Ox x прямую ли-

нию или крест; 
– развернутая конструкция штангового механизма трансформа-

ции тела II с помощью управляющего привода может поворачиваться 
относительно центра масс на углы φ до значений φ ≈ ± π/2, сохраняя 
жесткую связь с неизменяемой частью конструкции КА — телом I. 
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Тензор инерции трансформируемого космического аппарата. 
Рассматривая движение КА вокруг его центра масс, инерционные 
свойства задают тензором инерции  ,    , 1, 2, 3, ikJ i kJ  что позво-

ляет описывать движение в компактной форме. Полагая КА дискрет-
ной системой материальных точек, масса каждой из которых равна ,m  
тензор инерции представляют суммой [10]: 

2( δ ), ik i ik i kJ m x x x                                    (1) 

где δik  — единичный вектор (символ Кронекера), компоненты кото-

рого δ 1ik  при ,i k  δ 0ik  при .i k  

Обычно (1) записывают в виде 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

,

  
    
   

ik

J J J

J J J J

J J J

                                 (2) 

где ( ,   , 1, 2, 3) ikJ i k i k  — произведения инерции, или центробеж-

ные моменты инерции; 11 22 33, ,J J J  — диагональные компоненты 

(осевые моменты инерции).  
Для такой дискретной модели распределения масс осевые и цен-

тробежные компоненты тензора инерции можно записать [11] так: 

2 2
11 1 2 3

2 2
22 2 1 3

2 2
33 3 1 2

12 21 1 2

13 31 1 3

32 23 3 2

( );

( );

( );

;

;

,

J J m x x

J J m x x

J J m x x

J J mx x

J J mx x

J J mx x

   

   


  


 


 
  








                                (3) 

где 1 2 3, ,x x x  — координаты точечного элемента массы m  в осях ССК. 

Из (1)–(3) следует, что тензор инерции симметричен, т. е. 
,ik k iJ J  и обладает важным для целей настоящей работы свойст- 

вом: он аддитивен — моменты инерции КА как системы тел равны 
суммам моментов инерции его отдельных частей. Следовательно, 
разделив конструкцию КА на две части, можно записать: 

   
I II

, ik jk jkJ J J                                    (4) 
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где  
IjkJ  — тензор инерции неизменяемой части конструкции КА; 

 
IIjkJ  — тензор инерции штангового механизма трансформации.  

Обозначим компоненты тензора инерции неизменяемой части 
(корпуса КА) латинскими буквами:  

     
           

11 22 33 II I

23 32 31 13 12 21I I I I I I

,    ,    ;

,     ,     .

   


     

J A J B J C

J J D J J E J J F
     (5) 

С учетом (5) и (4) тензор (2) для КА с механизмом трансформа-
ции представим в виде 

     
     
     

1 12 13 IIII II

21 2 23 IIII II

31 32 3II II II

.

     
 

      
       

A J F J E J

F J B J D J

E J D J C J

J                 (6) 

В (6) компоненты тензора инерции тела II (механизма трансфор-
мации) — переменные величины, функционально зависящие от регу-
лируемых параметров  , , φ .L l  Надлежащим выбором этих парамет-

ров, определяющих положение механизма трансформации, можно 
управлять инерционными характеристиками КА. Для оценки такой 
возможности найдем аналитические зависимости тензора инерции от 
регулируемых параметров упрощенного варианта плоского механиз-
ма трансформации, приведенного на рис. 1. 

Тензор инерции штангового механизма трансформации. 
В случае принятия допущений для расчетной схемы, представленной 
на рис. 1, компоненты тензора инерции штангового механизма 
трансформации в положении, повернутом на угол φ, рассчитывают 
по (3) с учетом тригонометрических выражений, определяющих проек-
ции отрезков ,l L  на оси ССК 1 2 3.Ox x x  

После простых преобразований получаем: 

   
 

2 2

2 2 2 2 2 2
II

2 2 2 2 2 2

2 ( ) 0 0

0 2 ( sin cos ) sin 2 ( ) .

0 sin 2 ( ) 2 ( cos sin )

 
 

      
 

      

ik

m l L

J m l L m L l

m L l m l L

 

(7) 

Из (7) следует, что механизм трансформации, разворачивая кресто- 
образную систему штанг с грузами в плоскости 2 3,Ox x  осуществляет 

изменения осевых моментов инерции 2 3,J J  и произведений момен-
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тов инерции 23,J  зависящие от угла φ и параметров , .l L  При этом 

очевидными стали три свойства системы. 
1. Максимального значения модуль произведения моментов 

инерции достигает при повороте механизма трансформации  L l  

на угол φ π 4 :  

   
 

2 2
23 II

2 2
23 II

( ) sin 2 ;

max ( ) ( ).

   


  

J m L l

J m L l
                             (8) 

2. Ортогонально расположенная (поперечная) штанга l  механиз-
ма трансформации в форме креста, как следует из (8), уменьшает ве-
личину произведения моментов инерции, создаваемого штангой L . 

3. Из свойства 2 следует, что рассматриваемый штанговый меха-
низм трансформации конструкции наиболее эффективен при конфи-
гурации не в форме прямоугольного креста, а в форме гантели 
 max , 0L l , поскольку из (8) следует 

   223 кII
max max ( ) .   J m L                          (9) 

Тензор инерции механизма, имеющего конфигурацию в форме 
гантели, повернутой относительно осей ССК на угол φ в плоскости 

2 3,Ox x  можно записать так: 

   

 

2 2
II

2

1 0 0

1
2 0 cos sin 2 .

2
1

0 sin 2 sin
2

 
 
 
    
 
 
   
 

ikJ mL                    (10) 

При φ π 4  этот тензор (10) принимает вид 

  2
II

1 0 0

1 1
2 0 .

2 2
1 1

0
2 2

 
 
 
  
 
 
 
 

ikJ mL  

Диагонализация тензора инерции космического аппарата. При 
недиагональном тензоре инерции КА возникают проблемы, связанные 
с действием перекрестных силовых связей в системе пространствен-
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ной ориентации КА [2], которые в активных системах управления 
также актуальны. Например, в [12] показано для того, чтобы снизить 
негативное влияние недиагональности тензора инерции на точность 
ориентации, необходима коррекция закона управления. Авторы [12] 
задачу решили, применив разработанную ими теорию синтеза развя-
зывающих законов стабилизации орбитальной ориентации КА [13].  

В рассматриваемой авторами настоящей статьи постановке зада-
чи можно решить проблему негативного влияния недиагональности 
тензора инерции на точность управления ориентацией и стабилиза-
цией, применив механизм трансформации конструкции. При этом  
реализуется не коррекция закона управления, как это сделано в [12],  
а коррекция характеристик тензора инерции путем изменения рас-
пределения масс КА.  

Рассмотрим эту задачу в упрощенной постановке. Пусть КА  
с трансформируемой конструкцией имеет асимметрию в распределе-
нии масс и их общий тензор инерции (6) не диагональный. Не нару-
шая общности рассуждений, упростим инерционную модель КА, по-
лагая, что в (6) не равно нулю лишь одно из произведений инер- 
ции (5), например D. Тогда тензор инерции КА (6) совместно с тензо-
ром инерции исследуемого упрощенного варианта механизма транс-
формации конструкции на основании свойства аддитивности дают 

 
   
   

1 II

2 23 IIII

32 3II II

0 0

0 .

0

 
 

    
     

A J

B J D J

D J C J

J                    (11) 

Из (11) видно, что этот тензор можно привести к диагональному 
виду путем регулирования величины  32 II

.J  Имея найденную выше 

явную аналитическую форму (7) зависимости тензора инерции 

 IIikJ  от параметров  , , φ ,L l  легко выбрать конкретные величины 

этих параметров, чтобы обнулить недиагональные компоненты тен-
зора (11).  

Подставляя (7) в (11), получим выражение 

 
 

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 ( ) 0 0

0 2 ( sin φ cos φ) sin 2φ ( ) ,

0 sin 2φ ( ) 2 ( cos φ sin φ)

  
 

      
 

      

A m l L

B m l L D m L l

D m L l C m l L

J

(12) 

откуда из условий диагональности тензора (12) можно вывести урав-
нение 
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  2 2sin 2φ ( ) 0.  D m L l                                (13) 

Уравнение (13) в явном виде связывает между собой регулирую-
щие параметры  , , φ ,L l  которые при удовлетворении этому уравне-

нию обеспечат диагональность тензора инерции (12). Например, при 
полностью выдвинутых штангах к ,L L  кl l  диагональность тензо-

ра инерции обеспечивается поворотом штанговой конструкции с гру-
зами m  на угол φ, который определяется по формуле 

2 2

1
φ arcsin .

2 ( )





D

m L l
                             (14) 

Как показывает анализ выражения (7), штанговый механизм имеет 
максимальную эффективность при условии φ π 4,  0l  (штанга l  

отсутствует). Следовательно, целесообразно применять механизм 
трансформации, конфигурация которого имеет форму гантели.  

Для оценки эффективности управляющего воздействия механиз-
ма трансформации используем формулу (9), из которой получаем 
простое аналитическое соотношение 

к ,
D

L
m

 4,  к  0.кl                            (15) 

Как следует из (12), диагонализация тензора инерции за счет пе-
ремещения груза массой m  приводит к изменению всех компонент 
тензора инерции. В варианте экстремальной трансформации при 
 к 4;  0   l  тензор инерции принимает вид 

2

2 2

2 2

2 0 0

0 .

0

 
 

    
 

    

A mL

B mL D mL

D mL C mL

J                     (16) 

Условие диагональности тензора (16) определяется соотноше- 
нием параметров 

2 . mL D                                          (17) 

Подстановкой (17) в (16) получаем 

2 0 0

0 0 .

0 0

 
   
  

A D

B D

C D

J                             (18) 
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Из выражения (18) видно, что диагонализация тензора (10) полу-
чена за счет перераспределения величины произведения инерции D 
между диагональными компонентами. Полученный результат может 
быть распространен на общий случай, когда все компоненты тензора 
инерции отличны от нуля.  

Численный пример. Полученные результаты удобнее показать 
на примере реального КА, для которого в [14] был синтезирован кор-
ректирующий закон управления, учитывающий недиагональность 
тензора инерции.  

Основные характеристики КА: 
– масса I 26m  кг; 

– осевые компоненты тензора: A = 0,700 кг · м2; B = 0,579 кг · м2, C = 
= 0,500 кг · м2;  

– центробежные моменты инерции: D = 0,009 кг · м2; E = 0,005 кг · м2; 
F = 0,002 кг·м2; из трех центробежных моментов инерции следует 
учитывать D, так как его величина существенно больше, чем у E и F.  

Для указанных исходных данных главная центральная ось инер-
ции КА смещена относительно связанной системы координат 

1 2 3Ox x x  на угол   [1]: 

o1 2 0,018
ε arctg 6,4 .

2 0,079
  


D

B C
 

Приняв подвижную массу равной 0,13m  кг (0,5 % от массы 

аппарата), из (15) определим длину гантели ,L  которая обеспечит 
диагонализацию тензора инерции при выдвижении штанги под углом 

45 :    

к
II

0,009
0,26 м.

0,13
  

D
L

m
 

Рассмотрим пример КА [15] массой I 5708M  кг. Компоненты 

тензора инерции имеют значения: A = 14 140,67 кг · м2; D = 93,3 кг · м2; 
B = 8657,43 кг · м2; F = 0,18 кг · м2; C = 17 654,66 кг · м2; E = 0,04 кг·м2. 

Центробежный момент инерции D значительно больше двух дру-
гих, поэтому можем считать FE  0. Тогда угол рассогласования 
главных центральных осей инерции и связанной системы координат 
КА легко найти по формуле  

o1 2
ε arctg 0,59 .

2
  


D

B C
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Приняв подвижную массу, выдвигаемую под углом 45 ,    рав-

ную II 28,5M  кг (0,5 % от массы аппарата), и использовав (14), 

определим длину штанги L, необходимую для диагонализации тензо-
ра инерции: 

к
II

93,3
1,81 м.

28,5
  

D
L

M
 

Заключение. Рассмотрен КА трансформируемой конструкции, 
состоящий из основного тела I и присоединенной к нему конструк-
ции штангового механизма трансформации II, с помощью которого 
осуществляется управление тензором инерции. Для упрощенной мо-
дели КА получены аналитические зависимости изменения компонент 
тензора инерции в функции параметров, характеризующих положе-
ние механизма трансформации относительно основного тела КА. По-
казано, что перемещением подвижной массы, составляющей 0,5 % 
массы всего КА, конструкцию аппарата с механизмом трансформа-
ции можно привести к конфигурации, обеспечивающей диагональ-
ность тензора инерции.  
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Controlled inertia tensor of a transformable spacecraft 
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A simplified model of a transformable spacecraft is considered, including a rod-type 
transformation mechanism with movable weights. The mechanism can be used to adapt 
the dynamic properties of the spacecraft to the environment or the operating conditions 
of on-board systems, for example, to counter the moments of external disturbances dur-
ing attitude control and angular stabilization. By changing the position of the transfor-
mation mechanism, the spacecraft inertia tensor can be put in diagonal form, which 
makes it possible to exclude the force interconnections between the channels and to elim-
inate the constant component of the gravitational moment. For a simplified model of the 
transformation mechanism, we establish the analytical dependence of the components of 
the inertia tensor on the parameters determining the position of the transformation 
mechanism. It is shown that by adjusting the moving mass, which is 0.5% of the entire 
spacecraft mass, we obtain the spacecraft configuration that ensures the diagonality of 
the inertia tensor. 
 
Keywords: transformable structure, inertia tensor, centrifugal moment of inertia 
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