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Уравнение типа турбулентной фильтрации, записанное для плоской
симметрии, имеет вид

∂u

∂t
= −

∂q

∂x
+ f (u) , q = −

∂u

∂x

k
∣
∣
∣
∣
∂u

∂x

∣
∣
∣
∣

n−1

, (1)

f (u) ∈ C (R0) , f(0) = 0,

R0 =
{
x ∈ R| x > 0

}
, (x, t) ∈ Ω ⊂ R×R0.

Здесь u(x, t) > 0 — переносимая величина; q(x, t) — поток переноси-
мой величины; k > 0; n > 0 — константы, которые определяют интен-
сивность соответствующего процесса переноса; Ω — область опреде-
ления.

Уравнения такого типа возникают в теории пограничного слоя, при
описании сдвиговых течений степенных реологических жидкостей, в
теории лучистого теплопереноса и др. Такие уравнения можно отне-
сти к параболическим уравнениям с вырождением. Их особенность
состоит в возможности вырождения, т. е. понижения порядка уравне-

ния при u(x, t)→ 0 и
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∣→ 0. При вырождении дифференциальные

свойства решения ухудшаются [1], а роль источника становится не-
тривиальной.

Назовем носителем решения sup p (u (x, t)) замыкание множе-
ства пар (x, t), таких, что u (x, t) > 0. Будем полагать, что множество
sup p (u (x, t)) односвязное, а граница носителя l = ∂ (sup p (u (x, t)))—
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кусочно-гладкая. Также предполагаем, что решение в классическом
смысле удовлетворяет уравнению (1) внутри носителя (x, t) ∈ ω
(где ω = sup p (u (x, t)) \l) и что решение вместе со своим пото-
ком непрерывно во всей области определения. В соответствии с
этими предположениями будем говорить, что u (x, t) ∈ Ĥ (Ω), если
u (x, t) ∈ C2,1 (ω) ∩ C (Ω) и q (x, t) ∈ C (Ω).

Функцию u (x, t) ∈ Ĥ (Ω) назовем решением задачи Коши для
уравнения переноса вида (1), если выполнены:

начальные условия

u (x, 0) = u0 (x) , x ∈ R, (2)

где

u0 (x) ∈ C (R) , u0 (x) > 0,

+∞∫

−∞

u0 (x) dx = E0 <∞; (3)

граничные условия

при |x| → ∞ u (x, t) = 0 и q (x, t) = 0 для t > 0; (4)

условие ограниченности интеграла
+∞∫

−∞

u (x) dx <∞ для t > 0. (5)

Отметим, что потоковое условие в (4) является следствием приве-
денной формулировки задачи Коши. Однако если учесть это условие
заранее (так же, как и дифференциальные свойства решения), то это
существенно упростит проведение исследования.

Качественное исследование свойств обобщенных решений уравне-
ния (1) может быть основано на теоремах сравнения, которые являются
обобщением принципа максимума, сформулированного в теории урав-
нений математической физики для уравнений параболического типа.

На основании сказанного выше назовем функцию θ (x, t) ∈ Ĥ (Ω)
суперрешением уравнения (1), если выполняется неравенство
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Во многих случаях суперрешение θ (x, t) удается построить в яв-
ном виде и затем использовать его для выяснения качественных осо-
бенностей решения, базируясь на теоремах сравнения по начальным
данным и функциям источника f (u). С различными вариантами тео-
рем сравнения и методами доказательства можно ознакомиться в ра-
ботах [2–8]. Ниже приводится формулировка теоремы сравнения, объ-
единяющая различные ее варианты.
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Теорема (сравнения) 1. Пусть функция θ (x, t) ∈ Ĥ (Ω) является
суперрешением уравнения (6) с функцией источника f1 (θ), f1 (0) = 0,
f1 (θ) ∈ C (R0), для которой соблюдается одно из условий:

(i) при z > 0 справедливо неравенство f1 (z) > f (z), причем либо
f1 (z) ∈ C1 (R0), либо существует такая константа a0 > 0, что при
z ∈ [0, a0] выполняется неравенство f1 (z) 6 0, т.е. функция источника
непрерывная и неположительная при малых значениях переносимой
величины;

(ii) при z > 0 выполняется равенство f1 (z) = f (z), причем
f (z1) > f (z2) для z2 > z1, т.е. функция источника невозрастающая.

Тогда, если θ (x, 0) > u0 (x), x ∈ R, то θ (x, t) > u (x, t), (x, t) ∈ Ω.

Представляет интерес обобщение теоремы сравнения для функции
источника более общего вида.

Теорема (сравнения) 2. Пусть две функции ui (x, t) ∈ Ĥ (Ω),
i = 1, 2, являются решениями двух задач Коши (1)–(5), отличаю-
щихся начальными условиями ui (x, 0) = u0i (x), i = 1, 2; причем
u01 (x) > u02 (x), x ∈ R. Тогда справедливо соотношение u1 (x, t) >
> u2 (x, t) при (x, t) ∈ Ω, если выполнены условия:

I) f (z) — кусочно-монотонная функция;

II) существует такая постоянная a0 > 0, что при 0 < z < a0 выпол-
няется неравенство f (z) < 0;

III) f (z) ∈ Lip (R0) ∩ Cm (R0), m > 0, причем существует такая
постоянная A > 0, что f1 (z) = f (z) + A ∙ zm ∈ Lip (R0).

Пояснение: функция f (z) ∈ Lip (R0) подчиняется условию Липши-
ца, т. е. существует такая константа L, что выполняется неравенство
|f (z2)− f (z1)| 6 L |z2 − z1| для любых z1, z2 ∈ R0.

Доказательство теоремы 2 основано непосредственно на теореме 1
с учетом неравенства Гронуолла – Беллмана (например, см. [9]).

Рассмотрим две вспомогательные задачи Коши, отличающиеся от
сформулированных в теореме 2, соответствующей заменой функции
источника f (ui) на функции fλi (uλi) = f (uλi) − λuλi, i = 1, 2, где
λ = const > 0 и uλ1 (x, t), uλ2 (x, t) — решения полученных таким
способом двух задач Коши. Из теоремы 1 следует, что при (x, t) ∈ Ω
выполняется неравенство ui (x, t) > uλi (x, t), i = 1, 2.

Обозначим U1 = u1 − uλ1, U2 = u2 − uλ2. Выберем подмножество
Ω1 ⊂ Ω вида Ω1 = {(x, t)| x ∈ R, 0 6 t 6 t∗}, где t∗ = const > 0.
Если на Ω1 проинтегрировать два уравнения (1), каждому из которых
соответствует своя функция источника fλ1 и fλ2, а затем применить
формулу Грина, то после вычитания получим выражение
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[f (ui)− f (uλi)] dxdt = 0. (7)

Перейдем в соотношении (7) от двойного интеграла к повторному

с учетом граничных условий (4):

+∞∫

−∞

Ui (x, t
∗) dx−

t∗∫

0

+∞∫

−∞

[f (ui)− f (uλi)] dxdt−

− λ

t∗∫

0

+∞∫

−∞

uλidxdt = 0, i = 1, 2. (8)

При 0 < m < 1, условия I–III теоремы 2 позволяют определить

функцию f̄ (z) = f (z) + Azm (где A > 0 — некоторая постоянная)

такую, что f̄ (z) ∈ Lip (R0). Тогда, учитывая, что функция Azm моно-

тонно возрастающая при m > 0, из равенства (8) получаем
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uλidxdt 6 0, i = 1, 2. (9)

Неравенство (9) будет справедливо и в случае m > 1, только надо

принять постоянную A = 0, т. е. f̄ (z) = f (z). Используем далее

произвольность выбора величины t∗ > 0 и определение функции f̄ (z),

тогда из неравенства (9) следует
+∞∫

−∞

Ui (x, t) dx 6M

t∫

0

+∞∫

−∞

Ui (x, ξ) dxdξ − λM1t, i = 1, 2.

Здесь M = const > 0, M1 = sup
t>0

+∞∫

0

uλidx (см. условие (5)).

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2012 99



Из неравенства Гронуолла – Беллмана получаем оценки
+∞∫

−∞

Ui (x, t) dx 6 λM1
exp (M t)

M
, i = 1, 2.

Следовательно,

+∞∫

−∞

Ui (x, t) dx→ 0 при λ→ 0, i = 1, 2.

При любом λ>0 выполняются неравенства (теорема 1) u1 (x, t) >
> uλi (x, t), i = 1, 2 и u2 (x, t) > uλ2 (x, t). Поэтому в силу непрерывно-
сти функций ui (x, t) ∈ C (Ω), i = 1, 2, получим искомое утверждение
u1 (x, t) > u2 (x, t), (x, t) ∈ Ω.

Замечание 1. В теоремах 1 и 2 предполагается ограниченность
решения u (x, t) во всей полуплоскости (x, t) ∈ Ω ⊂ R × R0. Если
для некоторого T > 0 решение становится неограниченным при
t > T , то можно в качестве области определения рассматривать по-
лосу Ω = {(x, t)| |x| <∞, 0 < t < T}. Все утверждения при этом
остаются справедливыми.

Теоремы сравнения 1 и 2 позволяют эффективно исследовать каче-
ственные особенности эволюции начального распределения перено-
симой величины. Для примера рассмотрим возможность реализации
стационарных пространственно локализованных (имеющих ограничи-
тельный носитель, или финитных) решений задачи Коши (1)–(5).

Стационарные пространственно локализованные решения задачи
Коши существуют, если функция источника удовлетворяет условию II)
теоремы 2. Эти решения могут реализовываться для всех t > 0 при
специальном подборе начальных условий или как предел эволюции
решений задачи Коши при t→∞.

Стационарное решение определяется из уравнения

d

dx
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+ f (us) = 0, (10)

k, n > 0, f (0) = 0, us (x) > 0, x ∈ R.

Граничными для уравнения (10) являются условия

при |x| → ∞ us = 0, qs (x) = 0. (11)

Не теряя общности, будем считать решения задачи (10) c гранич-
ными условиями (11) симметричными относительно плоскости x = 0.
Тогда уравнение (10) сводится к виду
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где w = uk, fk (w) = f (u). Интегрируя (12), получаем решение в
квадратурах

x =

w∫

w(0)
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−
1
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Непосредственно из уравнения (10) с учетом граничных условий
(11) можно вывести условие существования стационарного решения
(13), накладываемое на функцию источника. Для этого проинтегриру-
ем уравнение (10) по независимой переменной

+∞∫

−∞

fk (w) dx = 0,

откуда, используя (11), найдем

0∫

w(0)

fk (w)




±
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fk (ε) dε






−
1
n+1

dw = 0. (14)

Из соотношения (14) после интегрирования и возвращения к пере-
менной u получаем условие, налагаемое на функцию источника f(u),
которое необходимо для существования стационарного решения (13)

um∫

0

uk−1f (u) du = 0, (15)

В этих обозначениях w (0) = (um)
k.

Пространственная локализация (ограниченность носителя, или фи-
нитность) стационарного решения (13) возникает в случае, когда вы-
ражение в правой части (13) остается ограниченным при w → +0.
Обозначим

xф =

0∫

(um)
k






ξ∫

(um)
k

n+ 1

n
fk (ε) dε






−
1
n+1

dξ,
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тогда решение стационарной задачи должно быть записано в состав-
ном виде






us > 0, |x| < xф,

us = 0, |x| > xф.

Найдем условие, налагаемое на асимптотическое поведение функ-
ции источника f (u) при u→ +0, которое необходимо для локализации
стационарного решения. Предположим, что для функции источника
справедливо асимптотическое представление

f (u) ≈ −γum при u→ +0,

где m = const > 0.
Асимптотическое представление решения us (x) при |x| → xф − 0

удобно искать в виде степенной зависимости

us ≈ a (xф − |x|)
α
,

где a, α = const > 0. Непосредственно в уравнение (10) подставим
это асимптотическое представление:

aknn (kα)n (kα− 1) (xф − |x|)
n(kα−1) − γam (xф − |x|)

αm = 0.

Отсюда находим выражение для величин α и a:

α =
(n+ 1)

(kn−m)
, a =

[
γ−1n (kα)n (kα− 1)

] 1
(m−kn) .

Таким образом, стационарное решение существует, если выпол-
нено условие (15), и оно оказывается пространственно локализован-
ным, если функция источника имеет асимптотическое представление
f (u) ≈ −γum, причем m < kn.

Наличие стационарного пространственно локализованного реше-
ния еще не означает, что оно может реализовываться как результат
эволюции начального распределения переносимой величины. Класс
начальных условий, для которых возможно u(x, t)→ us(x) при t→∞,
достаточно узок, как это следует из приведенного ниже утверждения.

Утверждение. Пусть выполнены условия теоремы 2, накладыва-
емые на функцию источника I–III. Также пусть задача Коши имеет
локализованное стационарное решение us(x) (см. выше), причем на-
чальное условие u(x, 0) = u0(x) > us(x) (либо u0(x) 6 us(x)), x ∈ R.
Если найдется константа ε, 0 < |ε| < ∞, такая, что справедливо не-
равенство u0(x) > us(x + ε) (либо u0(x) 6 us(x + ε)), x ∈ R, то
стационарное локализованное решение us(x) не может быть пределом
эволюции решения u(x, t), в том числе и при t→∞.

Доказательство непосредственно следует из теоремы сравнения,
если учесть, что функция us(x + ε) также является стационарным
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решением задачи Коши. Поэтому на основании теоремы 2 одновре-
менно u(x, t) > us(x), u(x, t) > us(x + ε) (либо u(x, t) 6 us(x),
u(x, t) 6 us(x+ ε)), (x, t) ∈ Ω. Откуда и следует доказываемое утвер-
ждение.
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