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Международные научные конференции «ФУНДАМЕНТАЛЬ-
НЫЕ И ПРИКЛАДНЫЕ ЗАДАЧИ МЕХАНИКИ» (Fundamental 
and applied problems of mechanics — FAPM) c 2012 г. регулярно про-
водятся в МГТУ им. Н.Э. Баумана на базе Научно-учебного комплекса 
«Фундаментальные науки» и кафедры «Теоретическая механика» 
имени профессора Н.Е. Жуковского с участием ученых из научных 
учреждений РАН, университетов РФ, известных зарубежных ученых-
механиков. 

Основной целью конференции является представление новых ре-
зультатов исследований по различным направлениям механики, про-
водимых в российских и зарубежных научных и образовательных 
учреждениях. 

Очередная конференция проходила в год 190-летия со дня осно-
вания МГТУ им. Н.Э. Баумана — одного из ведущих технических 
университетов России, давшего начало многим высшим техническим 
учебным заведениям, научным и научно-педагогическим школам  
в области техники и технологий. 

В 2020 г. открытие конференции и первое пленарное заседание 
прошли в очно-дистанционном режиме в конференц-зале Молодеж-
ного космического научного центра МГТУ им. Н.Э. Баумана с транс-
ляцией для участников через платформу Zoom. Заседания секций 
проводились только в дистанционном формате.  

Рабочие языки конференции: русский и английский. 

Материалы к докладам конференции публикуются в двух частях 
в авторской редакции. В часть 1 вошли пленарные доклады и матери-
алы секций 1 и 2. В части 2 представлены материалы секций 3–5. 
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Аналитический подход к исследованию задач динамики 
экзотермических газовых сред 

© А.Н. Богданов 

НИИ механики МГУ, Москва, Россия 
E-mail: bogdanov@imec.msu.ru 

 
Аннотация. Предложен асимптотический метод аналитического 

исследования течений газовой среды с тепловыделением. Приводятся 
результаты применения метода в ряде задач газодинамики внутрен-
них и внешних течений. 

Ключевые слова: газовая динамика, аэромеханика, экзотермические 
среды, асимптотические методы. 

 
Аналитическое исследование стационарных неоднородных экзо-

термических течений можно проводить, используя асимптотические 
разложения по малому параметру, выбрав за него малое отклонение 
текущего значения числа Маха от единицы. Пригодность метода раз-
ложений по введенному таким образом малому параметру для широ-
кого круга задач подсказывается анализом явления, известного как 
«тепловой кризис» (запирание потока) [1]. В одномерном дозвуковом 
течении газа во избежание теплового кризиса изменение безразмер-
ной скорости потока теоретически должно находиться в пределах 
0,58 1u   [2].  

В ряде задач аэродинамики этот метод позволяет получить каче-
ственно принципиально новые результаты по сравнению с классиче-
ской газовой динамикой обычных сред. Организуя тепловыделение  
в окружающей летательный аппарат среде, можно изменять его аэро-
динамические характеристики [3]. Расчеты показывают [4], что кло-
нение движения аппарата от прямолинейного в экзотермической сре-
де приведет к его опрокидыванию под действием поперечной силы, 
отсутствующей в обычных условиях. Тело, обладающее минималь-
ным волновым сопротивлением, в экзотермической среде имеет ка-
чественно иную форму, нежели в обычной газовой динамике [5] или  
в среде, релаксирующей с поглощением энергии [6], что объясняется 
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иным характером развития вызываемых движением тела возмущений 
в обтекающем аппарат потоке. 

Предложенный метод пригоден для исследования задач теории 
стационарных неоднородных течений иной природы. 

Работа выполнена в соответствии с планом исследований НИИ  
механики МГУ (тема АААА-А19-119012990113-1) при частичной  
финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных  

исследований (проект № 18-01-00793). 
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Внутренние гравитационные волны  
в стратифицированных средах с течениями 

© В.В. Булатов*, Ю.В. Владимиров 

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, Москва, Россия 
*E-mail: internalwave@mail.ru 

 
Аннотация. Рассмотрена задача о поле внутренних гравитацион-

ных волн в стратифицированной среде конечной глубины для мо-
дельных распределений фоновых сдвиговых течений. Для аналитиче-
ского решения задачи использовано постоянное распределение 
частоты плавучести и различные линейные зависимости фонового 
сдвигового течения от глубины. Получены дисперсионные зависимо-
сти, которые выражаются через модифицированную функцию Бессе-
ля мнимого индекса. При выполнении условия устойчивости Майлса 
и больших числах Ричардсона для построения аналитических реше-
ний были использованы дебаевские асимптотики модифицированной 
функции Бесселя мнимого индекса. Изучены свойства дисперсионно-
го уравнения и исследованы основные аналитические характеристики 
дисперсионных кривых в зависимости от параметров фоновых сдви-
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говых течений. Численно рассчитаны фазовые картины возбуждае-
мых полей для различных моделей волновой генерации.  

Ключевые слова: внутренние гравитационные волны, стратифициро-
ванная среда, сдвиговые течения, волновая динамика, асимптотики. 

 
Среди большого многообразия наблюдаемых волновых процессов 

различной физической природы в океане и атмосфере Земли особое 
место вызывает взаимодействие возбуждаемых волн с гидродинамиче-
скими потоками. Движение стратифицированной среды является  
одним из основных факторов, влияющих на динамику внутренних гра-
витационных волн как в естественных условиях, так и в технических 
устройствах. В линейном приближении существующие подходы  
к описанию волновой картины возбуждаемых полей внутренних гра-
витационных волн основаны на представлении волновых полей инте-
гралами Фурье и их асимптотическом анализе. В реальных океаниче-
ских условиях необходимо рассматривать внутренние гравитационные 
волны, распространяющиеся на фоне средних течений с вертикальным 
сдвигом скорости, причем вариация скорости по вертикали составляет 
десятки сантиметров в секунду и метров в секунду, т. е. имеет тот же 
порядок, что и максимальные скорости внутренних гравитационных 
волн. Такие течения должны существенно сказываться на распростра-
нении внутренних гравитационных волн. Для моделирования генера-
ции внутренних гравитационных волн точечным источником в реаль-
ном океане можно считать крутой склон поперечного хребта  
в проливах, который обтекается сдвиговым течением и периодическим 
приливным течением. Если масштаб изменения течений по горизонта-
ли много больше длин внутренних гравитационных волн, а масштаб 
временной изменчивости много больше периодов внутренних волн, то 
естественной математической моделью является случай стационарных 
и горизонтальных однородных сдвиговых течений. Точечным неста-
ционарным источником генерации в реальном океане можно считать 
крутой склон поперечного хребта в проливах, который обтекается 
сдвиговым течением и периодическим приливным течением. Такой 
подход является физически обоснованным для решения многих задач 
моделирования генерации внутренних гравитационных волн в океане  
с учетом сдвиговых течений. Целью настоящей работы является по-
строение аналитических решений, описывающих поля внутренних 
гравитационных волн от осциллирующего источника возмущений в 
стратифицированной среде с учетом сдвиговых течений. Для решения 
задачи использованы постоянное распределение частоты плавучести  
и линейная зависимость сдвигового течения от глубины. Получены 
аналитические выражения, описывающие дисперсионные зависимо-
сти, которые выражаются через модифицированную функцию Бесселя 
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мнимого индекса. При выполнении условия устойчивости Майлса и 
больших числах Ричардсона для построения аналитических решений 
были использованы дебаевские асимптотики модифицированной 
функции Бесселя мнимого индекса. Изучены свойства дисперсионного 
уравнения и исследованы основные аналитические свойства дисперси-
онных кривых. В приближении стационарной фазы построены инте-
гральные представления решений для дальних волновых полей. Чис-
ленно рассчитаны фазовые картины возбуждаемых полей внутренних 
гравитационных волн для данной модели волновой генерации. Полу-
ченные результаты показывают значительную зависимость фазовой 
структуры возбуждаемых волновых полей от соотношения амплитуд 
придонного и приповерхностного течений для различных гидрологи-
ческих моделей. Качественная картина дисперсионных кривых и соот-
ветствующих им фазовых картин определяется свойствами фоновых 
сдвиговых течений. При относительно малых вертикальных градиен-
тах фоновых сдвиговых течений (течения на поверхности и дне  
различны по амплитуде, но однонаправленны) волновая картина пред-
ставляет собой систему как клиновидных (продольных), так и кольце-
вых (поперечных) волн. При больших вертикальных градиентах фоно-
вых сдвиговых течений (сдвиговые течения на поверхности и дне 
разнонаправлены) волновая картина состоит только из кольцевых (по-
перечных) волн, при этом соотношение амплитуд придонного и при-
поверхностного течений определяет степень асимметрии генерируе-
мых волновых картин.  

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 20-01-00111A. 
 

Internal gravity waves in stratified medium  
with shear flows 

© V.V. Bulatov*, Yu.V. Vladimirov 

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS, Moscow, Russia 
*E-mail: internalwave@mail.ru 

 
Abstract. The problem of the internal gravity fields in a stratified me-

dium of finite depth for model distributions of shear flows is considered. 
For the analytical solution of the problem, a constant distribution of the 
buoyancy frequency and various linear dependences of the shear flow on 
depth were used. Dispersion dependences are obtained, which are ex-
pressed through a modified Bessel function of an imaginary index. Under 
the Miles-Howard stability condition and large Richardson numbers, the 
Debye asymptotics of the imaginary index modified Bessel functions were 
used to construct analytical solutions. The properties of the dispersion 
equation are studied and the main analytical properties of the dispersion 
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curves are investigated. The phase patterns of the excited fields are calcu-
lated numerically for various wave generation models. 

Keywords: internal gravity waves, stratified medium, shear flows, wave 
dynamics, asymptotics. 

 
Among the wide variety of observed wave processes of different phys-

ical nature in the ocean and atmosphere of the Earth, a special place is 
caused by the interaction of excited waves with hydrodynamic flows. The 
movement of a stratified medium is one of the main factors influencing the 
dynamics of internal gravity waves, both in natural conditions and in tech-
nical devices. In the linear approximation, the existing approaches to the 
description of the wave pattern of the excited fields of internal gravity 
waves are based on the representation of wave fields by Fourier integrals 
and their asymptotic analysis. In real oceanic conditions, it is necessary to 
consider internal gravitational waves propagating against the background 
of medium currents with a vertical shear of speed, and the vertical speed 
variation is tens of cm / s and m / s, that is, it has the same order as the 
maximum velocities of internal gravitational waves. Such currents should 
significantly affect the propagation of internal gravity waves. To simulate 
the generation of internal gravity waves, the steep slope of the transverse 
ridge in the straits, which is flown around by a shear current and a periodic 
tidal current, can be considered a point source in the real ocean. If the 
scale of changes in currents horizontally is much larger than the lengths of 
internal gravity waves, and the scale of temporal variability is much larger 
than the periods of internal waves, then the natural mathematical model is 
the case of stationary and horizontal homogeneous shear flows. A point 
unsteady source of generation in the real ocean can be considered a steep 
slope of a transverse ridge in the straits, which is flowed around by a shear 
current and a periodic tidal current. This approach is physically justified 
for solving many problems of modeling the generation of internal gravity 
waves in the ocean, taking into account shear currents. The aim of this 
work is to construct analytical solutions describing the fields of internal 
gravity waves from an oscillating source of disturbances in a stratified 
medium, taking into account shear flows. To solve the problem, a constant 
distribution of the buoyancy frequency and a linear dependence of the 
shear current on depth were used. Analytical expressions are obtained that 
describe the dispersion dependences, which are expressed through the 
modified Bessel function of the imaginary index. Under the Miles stability 
condition and large Richardson numbers, the Debye asymptotics of the 
modified Bessel function of the imaginary index were used to construct 
analytical solutions. The properties of the dispersion equation are studied, 
and the main analytical properties of the dispersion curves are investigat-
ed. Integral representations of solutions for far wave fields are constructed 
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in the stationary phase approximation. The phase pictures of the excited 
fields of internal gravity waves are numerically calculated for the given 
model of wave generation. The results obtained show a significant de-
pendence of the phase structure of the excited wave fields on the ratio of 
the amplitudes of the bottom and near-surface currents for various hydro-
logical models. Analytical representations of dispersion relations make it 
possible to study the IGW dynamics in a stratified medium with flows and 
slowly varying parameters. Horizontal heterogeneity and non-stationarity 
have a significant impact on the internal gravity waves propagation in the 
world ocean. If the ocean depth, its density, shear flows are changing 
slowly as compared to the characteristic length (period) of internal gravity 
waves, which is well done in the real ocean, then for solving the mathe-
matical modeling of wave dynamics, we may use the WKBJ method (ge-
ometrical optics method) and its generalizations. Then, the asymptotic so-
lution can be represented as a sum of wave packets. The phase structure of 
each wave packet is determined by the analytical properties of the disper-
sion curves. The phase functions (model integrals) of asymptotic solutions 
are expressed in terms of various special functions: Fresnel integrals, Airy 
functions, Pearcey integrals, and others. The specific choice of the phase 
function (model integrals) is completely determined by the analytical 
properties of the dispersion relations. The obtained analytical solutions of 
dispersion relations allow one to efficiently calculate the main phase char-
acteristics of the excited fields of internal gravity waves and, in addition, 
to qualitatively analyze the obtained solutions, which is important for the 
correct statement of more complicated mathematical models of wave dy-
namics in real natural stratified media (ocean, Earth’s atmosphere). 

This work was supported by the grant RFBR no. 20-01-00111A. 
 
 

Выбор способа определения касательных напряжений  
на поверхности при обтекании потоком газа 

© С.А. Бурцев, Д.Г. Хрулев 

МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, Россия 
 
Аннотация. При проведении экспериментального исследования 

процессов теплообмена на поверхностях с регулярным рельефом 
обычно необходимо с высокой точностью определять касательные 
напряжения, возникающие при взаимодействии потока с поверхно-
стью. Существуют два принципиально разных подхода для опреде-
ления этого параметра. Первый основан на получении профиля ско-
рости с помощью анемометрии, PIV-метода или барометрии и 
дальнейшем пересчете касательных напряжений или коэффициента 
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сопротивления, второй — на прямом взвешивании модельной пла-
стины (тензометрии). Анализ преимуществ и недостатков этих мето-
дов измерения и выбор рационального приведен в данной статье. 

Ключевые слова: касательные напряжения, регулярный рельеф, 
анемометрия, тензометрия, PIV-метод, барометрия. 

 
Введение. В рамках газовой динамики и теории тепломассообме-

на часто рассматриваются задачи, связанные с повышением (или по-
нижением) интенсивности процессов переноса теплоты, сопровожда-
емых изменением количества движения.  

Частым инженерным решением таких задач оказываются исполь-
зование поверхностей с интенсификаторами. Однако при их приме-
нении оказывается, что с ростом интенсификации теплообмена рас-
тут также и гидравлические сопротивления, причем скорость роста 
потерь обычно значительно выше. Большинство таких поверхностей 
лежит в области кривой Нуннера [1], где относительное число Нус-
сельта растет пропорционально квадратному корню относительного 
роста коэффициента сопротивления. Часть поверхностей соответ-
ствуют аналогии Рейнольдса, и лишь малая доля оказывается более 
эффективной. С точки зрения простоты технологии изготовления 
наиболее интересными оказываются поверхности с регулярным рель-
ефом (лунками) [2, 3]. 

Для расчета теплогидравлических характеристик таких поверх-
ностей необходимо не только определять число Нуссельта (которое 
достаточно точно можно получить методом нестационарного тепло-
обмена [4]), но и коэффициент гидравлического сопротивления (ка-
сательные напряжения на поверхности). Существуют два принципи-
ально разных подхода к его определению. Первый основан на 
получении профиля скорости с помощью анемометрии, PIV-метода 
или барометрии и дальнейшем пересчете касательных напряжений, 
второй — на прямом взвешивании модельной пластины, причем 
обычно определяют интегральный коэффициент сопротивления. 

Непрямой метод. Рассмотрим первый метод. Для его реализации 
сначала по продольной координате x  вычисляют число Рейнольдса: 

Re ,x
x xp

RT

V V


 
 

где V  — продольная скорость; p  — статическое давление;   — ди-
намическая вязкость; R  — газовая постоянная; T  — статическая 
температура. 

В эксперименте необходимо измерить скорость в ядре потока, 
продольную координату, статическое давление в ядре потока, дина-
мическую вязкость газа и его статическую температуру. Все эти  
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измерения имеют определенную точность, и можно вычислить отно-
сительную погрешность определения числа Рейнольдса как косвен-
ного измерения: 

         2 2 2 2 2
Re ,x V x p T                         (1) 

где Rex  — относительная погрешность в определении числа Re ;x  

,V  ,x  ,p  ,  T  — относительные погрешности в определении 
скорости, продольной координаты, статического давления, динами-
ческой вязкости и температуры соответственно. 

Оценка составляющих формулы (1) в области наиболее характер-
ных значений измеряемых в экспериментах величин (скорость пото- 
ка — до 100 м/с, статическая температура потока — от 273К до 
373К) представлена в таблице. 

Точность методов измерения 

Пара-
ра-
метр 

Метод 
Относительная  
погрешность, % 

V  

Анемометрический (по данным производителей 
термоанемометров: ЭКСИС, Fluke, Testo) 

1–5 

Барометрический (по данным [5]) 3–5 

SIV/PIV (SIV — по данным [6], PIV — системы 
производства ПОЛИС) 

1–3 

T  

Измерение термопарой (по ГОСТ Р 8.585–2001) 1–2,5 

Термография (по данным производителей теплови-
зоров: Fluke, FLIR, Infratec) 

1–2 

p  Измерение датчиком давления (по данным [7]) 1–2,5 

 
Динамическую вязкость можно определить с относительной по-

грешностью до 1 % по степенным аппроксимациям вида [8]: 

 5 2 9 3 64,031 0,0551 2,2 10 5,43 10 10 .T T T          

Принимая относительную погрешность определения температу-
ры от 1,0  до 2,5 % (согласно таблице), определим относительную по-
грешность измерения динамической вязкости как погрешность кос-
венных измерений. Она лежит в пределах от 1,5 до 3 %. 

Относительная погрешность определения продольной координа-
ты не превышает 0,1 %, поэтому ее в силу малости можем не учиты-
вать. Таким образом, можно оценить относительную погрешность 
определения числа Рейнольдса согласно формуле (1). Она лежит  
в пределах от 2,3 до 6,8 %. 
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Для оценки погрешности определения коэффициента сопротив-
ления может быть использована формула Прандтля — Шлихтинга 
(погрешность не превышает 5 % в области Rex  > 104 [9]). Тогда по-

грешность определения коэффициента сопротивления есть функция 

от Rex  и Re .x  Расчеты в определенных выше пределах представле-

ны на рисунке.  

 

Погрешность определения коэффициента сопротивления  

( хС  — относительная погрешность коэффициента сопротивления) 

 
Согласно данным, приведенным на рисунке, в области чисел 

Рейнольдса от 104 до 107 и при погрешности его определения от 2 до 
7 % относительная погрешность коэффициента сопротивления со-
ставляет от 5,3 до 7,0 %. 

Кроме того, относительную погрешность измерения коэффици-
ента сопротивления при применении данного метода увеличивает 
необходимость поиска средних параметров в ядре потока, а также 
пренебрежение степенью турбулентности потока, сопротивлением 
остальных стенок канала и наличием вторичных течений. Для по-
верхности с лунками этот подход дает значительно большую по-
грешность в связи с искажением формы и взаимодействием вихревых 
структур над ней. 
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Прямой метод. Рассмотрим второй метод определения коэффи-
циента сопротивления, использующий однокомпонентные тензомет-
рические весы. 

Одна из возможных конструкций упругого элемента представля-
ет собой сдвоенный параллелограмм, на каждую половину которого 
может быть установлена либо гладкая, либо исследуемая рельефная 
поверхность, а центральная часть жестко крепится к основанию [7]. 
Каждая исследуемая поверхность закреплена на горизонтальной кон-
сольной двухопорной балке, которая может воспринимать деформа-
ции только в одном направлении. Тензодатчики наклеены в местах 
наибольших деформаций каждого параллелограмма, при этом два 
датчика работают на растяжение, два на сжатие, тем самым образуя 
полный измерительный мост.  

По данным работы [7], относительная погрешность тензометри-
ческого метода при определении коэффициента сопротивления не 
превышает 7 %. Однако данная работа была проведена на сверхзву-
ковых скоростях, не была учтена разность давлений на торцах пла-
стины, а также присутствовали существенные внешние вибрации. По 
данным работы [10], при скоростях до 120 м/с относительная по-
грешность метода не превосходит 5 %. 

Из преимуществ тензометрического метода можно отметить его 
независимость от эмпирических соотношений и отсутствие суще-
ственного влияния формы поверхности на результат измерений. 
К недостаткам можно отнести следующие: в связи с особенностью 
работы тензодатчиков необходимо (по возможности) исключить виб-
рации; ввиду малости деформаций приходится использовать преоб-
разователи с высоким коэффициентом усиления, что увеличивает по-
грешность. 

Заключение. При экспериментальном определении интегрально-
го коэффициента сопротивления тензометрический метод дает мень-
шую относительную погрешность, которая не возрастает при изме-
нении поверхности пластины. Таким образом, для определения 
коэффициента трения на поверхностях, покрытых регулярным рель-
ефом, целесообразнее использовать именно этот метод. 
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О колебаниях твердого тела с двумя жидкостями  

вокруг горизонтальной оси 
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Аннотация. В нелинейной постановке рассмотрена задача о ко-

лебаниях твердого тела с цилиндрической полостью, совершающего 
угловые движения вокруг горизонтальной оси OY и полностью за-
полненной двумя идеальными и несжимаемыми жидкостями. Полу-
чены нелинейные дифференциальные уравнения, описывающие ко-
лебания поверхности раздела двух жидкостей в окрестности 
основного резонанса. Для сосуда круглой цилиндрической формы 
нелинейная задача сведена к последовательному решению линейных 
краевых задач. Полученные решения краевых задач в виде цилин-
дрических функций использовались для вычисления линейных и не-
линейных гидродинамических коэффициентов в зависимости от глу-
бины и плотности верхней жидкости. 

Ключевые слова: механическая система, цилиндрическая полость, 
гидродинамические коэффициенты, основной резонанс, возмущенная 
поверхность, вращательное движение. 

 
Постановка задачи. Особенности линейных и нелинейных коле-

баний однородной жидкости, частично заполняющей полость по-
движного и неподвижного твердого тела, приведены в книгах [1, 2]. 
Рассматривается круглый цилиндрический сосуд, полностью запол-
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ненный двумя несмешивающимися иде-
альными несжимаемыми жидкостями, 
который совершает малые колебания во-
круг неподвижной оси OY. Движение 
твердого тела вокруг оси OY будем опре-
делять с помощью угловой координаты 

,  2 2 ,e  
   0( ) sin .t pt    

Введем систему координат ,oxyz  в 
которой поле массовых сил, cмоченные 
поверхности полости обозначим через 

( ) ( 1,2),kS k   а возмущенную поверх-
ность раздела жидкостей — через   
(рис. 1). 

Движение каждой жидкости будем 
считать потенциальным и удовлетворя-
ющим уравнениям Лапласа,  

2 (1) 0    в 1 ;  2 (2) 0,    в 2 .   (1) 

Потенциалы скоростей (1)  и (2)  удовлетворяют условиям не-

протекания на смачиваемых поверхностях, а также кинематическим и 
динамическим условиям на поверхности раздела:  

(1) (2)
d d

d d

 


 
 при 0x   на ,                             (2) 

(2) (1)
1 (2) (1)2 2( ) ( )2 1 2 1
2

(2) (1)
( ) ( ) ( ) ,2 21 1 22

t t

R R g r

 
         

 

               

 
     

 
 
 

    
               (3) 

где ,
0

R R i fx  
  

 .
0

r r i fx  
   

Представим потенциалы скоростей каждой жидкости в виде сле-
дующей суммы: 

( ) ( ) ( )
2

1

( , , , ) ( , , ) ( ) ( , , ),k k k
i i

i

x r t A x r t B x r




       


 ( 1, 2).k        (4) 

Здесь ( )k  — потенциалы скоростей верхней и нижней жидкостей; 
( )kA  — гармонические скалярные функции; ( )k

iB  — функции коор-

динат верхней и нижней жидкостей; i  — обобщенные координаты 

волновых движений i-й гармоники на поверхности раздела.  

 

Рис. 1. Системы координат и 
основные обозначения 
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Поставленная задача решается с применением разложения функ-
ций в ряд Тейлора и использованием значения функций и ее нор-
мальных производных на невозмущенной поверхности раздела жид-

костей 0 . Представим функции ( )kA  и ( )k
iB  в виде разложения по 

параметрам i  до второго порядка включительно: 

( ) ( ) ( ) ( )
0

( ) ( ) ( )
0

( ) ...;

...,

k k k k
i i i j ij i

i i j

k k k
j ij j ki ijk

j j k

k A A A B

B B B

A         

       

                   (5) 

где функции ( )
0 ,kA  ( ) ,k

iA  ( ) ,k
ijA  ( )

0 ,k
iB  ( ) ,k

ijB  ( )k
ijkB  зависят только от 

пространственных координат и не зависят от времени. 
Выделим две основные несимметричные гармоники, возбуждае-

мые в двух взаимно перпендикулярных плоскостях и определяемые 
обобщенными координатами и формами ( 1, 2):i i i     1 ,    

2 ,    1 ( ) sin ,f f r     2 ( )cos ,f f r     , .f f   Это формы 

основного тона колебаний поверхности раздела жидкостей. 
Уравнения для обобщенных координат α и β на поверхности раз-

дела жидкостей получаются в следующем виде: 

 

 

2 2 2 2 2 2
0 2 1 1 2 2

2 2 2
2 1 2 2 1 22 2 3 0;

gN

J

 
                      

 
 

                
 

     

    
 

(6)

 

 

 

2 2 2 2
1 1 2 2

2 2 2
2 1 2 2 2 22 2 3 0;

gN

J

 
                

 
 

                
 

    

    
     

(7)

 

   
     

2 2 2
0 2 0 1 2 1

2 2 2
1 2 1 2 1 2 2

2

.

y

e

J J g

d
J J M

dt

                

 
                    

 

  

      

(8)

 

Система нелинейных дифференциальных уравнений описывает 
эффект вращательного движения поверхности раздела жидкостей  
в около резонансном диапазоне основного тона колебаний. В работе 
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также приведены вычисленные параметры, определяющие нелиней-
ность волновых движений поверхности раздела жидкостей и связы-
вающие вращательное движение тела и деформацию объема жидко-
стей (рис. 2). 

  

а б 
Рис. 2. Зависимость гидродинамических коэффициентов ,  1,  2  от отношения 

глубины заполнения верхней жидкости 1h  (а) и плотности верхней жидкости 1  (б) 

 
Заключение. Полученные дифференциальные нелинейные урав-

нения колебаний поверхности жидкости могут быть полезны для  
использования в будущих проектах космической техники, в области 
динамики морских транспортных систем криогенных жидкостей,  
в системах хранения сжиженного природного газа, в динамике хими-
ческих реакторов, при взрывных и сейсмических воздействиях. 
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Abstract. In this paper, we consider a problem in the nonlinear for-

mulation of vibrations of a solid with a cylindrical cavity that performs 
angular movements around the horizontal axis OY and is completely filled 
with two ideal and incompressible fluids. Nonlinear differential equations 
describing the vibrations of the interface between two liquids in the vicini-
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ty of the main resonance are obtained. For a round cylindrical vessel, the 
nonlinear problem is reduced to a sequential solution of linear boundary 
value problems. The obtained solutions of boundary value problems in the 
form of cylindrical functions were used to calculate linear and nonlinear 
hydrodynamic coefficients depending on the depth and density of the up-
per liquid. 

Keywords: mechanical system, cylindrical cavity, hydrodynamic coeffi-
cients, basic resonance, perturbed surface, rotational motion. 

 
Problem statement. The features of linear and nonlinear vibrations of 

a homogeneous liquid partially filling the cavity of a mobile and stationary 
solid are considered in books [1, 2]. 

We consider a round cylindrical vessel completely filled with two 
immiscible ideal incompressible liquids, which performs small vibrations 
around the fixed axis OY. The motion of a solid body around the axis OY 
will be determined using the angular coordinate , 2 2 ,e  

   

0( ) sin .t pt    

Enter the coordinate system ,oxyz  in which the field of mass forces, 

the moistened surfaces of the cavity are denoted by ( ) ( 1,2),kS k   and the 

perturbed interface of liquids-through (fig. 1). 
We will consider the motion of each fluid as potential and satisfying 

the Laplace equations, 

2 (1) 0,    в 1 ;  2 (2) 0,    в 2.                  (1) 

The velocity potentials (1)  and (2)  meet non-flow conditions on wet-

ted surfaces, as well as kinematic and dynamic conditions on the interface  

(1) (2)
d d

d d

 


 
 by 0x   on ,                          (2) 

(2) (1)
1 (2) (1)2 2( ) ( )2 1 2 1
2

(2) (1)
( ) ( ) ( ) ,2 21 1 22

t t

R R g r

 
         

 

               

 
     

 
 
 

    
                 (3) 

where ,
0

R R i fx  
  

 .
0

r r i fx  
   

Let's represent the velocity potentials of each fluid as the following 
sum: 



Фундаментальные и прикладные задачи механики. Материалы конференции. Часть 2 

20                                              Инженерный журнал: наука и инновации   # 4·2021 

( )

( ) ( )
2

1

( , , , )

( , , ) ( ) ( , , ),

k

k k
i i

i

x r t

A x r t B x r




  

      
  

( 1, 2),k                               (4) 

where ( )k  — velocity potentials of upper and 

lower fluids; ( )kA  — harmonic scalar functions; 
( )k
iB  — functions of coordinates of upper and 

lower liquids; i  — the generalized coordinates 

of the wave movements i-th harmonics on the 
interface. Problem is solved by applying the 
Taylor series expansion of functions and using 
the values of functions and their normal deriva-
tives on the unperturbed interface of liquids 0.  

Let's imagine the functions ( )kA  and ( )k
iB  

in the form of expansion options i  up to and including the second order 

( ) ( ) ( ) ( )
...;0

( ) ( ) ( )
...0

( ) k k k k
A A A Bi i ji ij i

i i j

k k k
B B Bj j kiji ijkj j

A

k

k         

       

                  

(5)

 

Where functions ( )
0 ,kA  ( ) ,k

iA  ( ) ,k
ijA  ( )

0 ,k
iB  ( ) ,k

ijB  ( )k
ijkB  they depend  

only on spatial coordinates and do not depend on time. 
We distinguish two main asymmetric harmonics excited in two mutu-

ally perpendicular planes and defined by generalized coordinates and 

shapes ( 1,2):i i i     1 ,    2 ,    1 ( ) sin ,f f r     2f f   

( ) cosr   , , .f f   These are forms of the basic tone of vibrations of 

the interface of liquids. 
Equations for generalized coordinates α and β on the interface of liq-

uids are obtained in the following form 

 

 

2 2 2 2 2 2
0 2 1 1 2 2

2 2 2
2 1 2 2 1 22 2 3 0;

gN

J

 
                      

 
 

                
 

     

    
 

(6)

 

 

Fig. 1. Coordinate system 
and main notations 
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 
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2 2 2
2 1 2 2 2 22 2 3 0;

gN

J

 
                

 
 

                
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                

 
                    

 

  

     

(8)

 

A system of nonlinear differential equations describes the effect of ro-
tational motion of the liquid interface in the near-resonant range of the 
fundamental vibration tone. The paper also presents calculated parameters 
that determine the nonlinearity of the wave motions of the liquid interface 
and relate the rotational motion of the body and the deformation of the 
volume of liquids (fig. 2). 

 

a b 
Fig. 2. The dependence of the hydrodynamic coefficients ,  1,  2  from the ratio of the 

top liquid filling depth 1h  (a) and from the ratio of the density of the upper liquid 1  (b) 

 
Conclusion. The obtained differential nonlinear equations of liquid 

surface vibrations can be useful for use in future space technology pro-
jects, in the field of dynamics of marine transport systems for cryogenic 
liquids, in storage systems for liquefied natural gas, in the dynamics of 
chemical reactors, in explosive and seismic impacts. 
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Аннотация. Работа посвящена развитию методов построения 

моделей идентификации динамических систем по эмпирическим 
данным. Предложен и реализован гибридный метод на основе мето-
дов нелинейных главных компонент и нейронных сетей. Машинное 
обучение ставит своей задачей выявление закономерностей в эмпи-
рических данных. Хорошее качество объяснения имеющихся данных 
еще не гарантирует соответствующее качество прогнозирования. 
Нахождение устойчивых решений подразумевает процедуру регуля-
ризации — ограничения класса допустимых решений. Работа направ-
лена на решение данной актуальной проблемы. Задача решена на 
данных показателей перекачки нефти одного линейного участка 
нефтепровода за 5 лет. 

Ключевые слова: динамическая система, машинное обучение, 
устойчивость решений. 

 
Целью работы является создание методов моделирования дина-

мических сложных систем на основе данных измерений, нейронных 
сетей (НС) и методов нелинейных главных компонент. Проблема 
управления сложных динамических систем в условиях неопределен-
ности является важной в теории и практике управления, ее решению 
посвящено много работ [1–4]. Основной особенностью этих задач, 
как правило, является невозможность проведения экспериментов над 
реальной системой. Современный этап моделирования сложных си-
стем характеризуется построением нейросетевых моделей по данным 
наблюдений за некоторый период времени Т. Например, при модели-
ровании динамических систем хорошо показали себя рекуррентные 
НС [3]. Как правило, данные в реальных задачах содержат искаже-
ния. Современные методы машинного обучения и НС довольно хо-
рошо справляются с этой проблемой. Проблема возникает, когда 
данные содержат выбросы — существенные отклонения от «нор-
мальных» значений. Для решения вопроса адекватности НС моделей 
предлагается использовать геометрические свойства области точек 
данных. Задача решена и апробирована на данных одного участка 
нефтепроводного транспорта. 
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Трубопроводный транспорт нефти является одним из значитель-
ных потребителей электроэнергии. В настоящее время сформирован 
единый рынок электроэнергии, обеспечивающий жесткий контроль 
за ее потреблением. В связи с чем актуальным показателем стала 
точность планирования затрат электроэнергии на транспорт нефти. 

Сформулирована следующая математическая постановка.  
Весь информационный массив, на основе которого строится про-

гноз, обозначен: 

{R} = {P}·{ 1t+X }, 

где P = <X,Y> = <X(i), Y(i), i = 1, …, N>; X(i) — вектор объясняющих 
переменных (вектор входных переменных) в точке i; Y(i) — результа-
тивный вектор (выходной вектор) в точке i; N — число точек наблю-

дения; 1t+X ={  ,X i  i = N+1, …, N+T} — вектор объясняющих  

переменных прогнозного периода (планируемые переменные).  
В качестве входных переменных для модели выбраны объем  

перекачки, реологические параметры нефти и др. В качестве выход-
ной переменной принят расход электроэнергии. 

Необходимо построить математическую модель идентификации 
для прогноза расхода электроэнергии при известных прогнозируемых 
входных данных: 

Y* = F(X), 

где Y* — вычисленное значение расхода электроэнергии; X — вектор 
входных данных; F — оператор нейросетевого моделирования, удо-
влетворяющий критерию пригодности H. 

По эмпирическим данным эксплуатации выбранного объекта за 
пять лет была построена НС модель. Результат построения НС моде-
ли по всей выборке исходных данных оказался удовлетворительным 
по критерию пригодности не во всей области построения. 

Для коррекции и анализа полученных решений предлагается ис-
пользовать подходы геометрического анализа данных.  

С помощью метода главных кривых [3, 4] для эмпирических дан-
ных построен неориентированный примитивный граф G(V,E), где  
V — вершины графа; E — ребра графа. Для полученного графа G по-

строено отображение φ : ,mV R  где m — размерность пространства 
облака точек. Замечательно то, что отображение φ  является вложе-

нием V в .mR  
Подпространство, натянутое на главные кривые, обладает свой-

ством «минимума остаточной дисперсии» — средний квадрат рас-
стояния от точек данных до этого подпространства минимален среди 
всех других нелинейных подпространств размерности m’. В работе 
задача построения нелинейного многообразия сведена к задаче мно-
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гокритериальной оптимизации. Один из критериев оптимизации  
имеет вид 
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Для решения задачи реализованы программы на языке Python. 
На основе решений, полученных НС и методом нелинейных 

главных компонент, построен алгоритм принятия управленческих 
решений. 

Вывод. Непрерывные многообразия, построенные с помощью 
главных кривых, могут выступать как корректоры нейросетевых мо-
делей, построенных по «зашумленным» данным. Полученные ре-
зультаты являются важными при использовании нейросетевых моде-
лей в управленческих задачах на реальных объектах.  

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 19-08-000261. 
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Аbstract. The work is devoted to the development of methods for 
building models of identification of dynamic systems using empirical data. 
A hybrid method based on methods of nonlinear main components and 
neural networks is proposed and implemented. Machine learning sets itself 
the task of identifying regularities in empirical data. Good quality of  
explanation of available data does not guarantee the appropriate quality of 
forecasting yet. Finding sustainable solutions implies a regularization pro-
cedure - limiting the class of acceptable solutions. The work is aimed at 
solving this actual problem. The problem has been solved on these indica-
tors of oil pumping of one linear pipeline section for 5 years. 
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Аннотация. Представлено аналитическое решение для критиче-

ского числа Тейлора в случае движения между вращающимися коак-
сиальными цилиндрами на основе теории стохастических уравнений 
континуальных законов и эквивалентности мер между случайными  
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и детерминированными движениями. Результат решения показывает 
удовлетворительное соответствие полученной аналитической зави-
симости для критических чисел Тейлора (Та) экспериментальным 
данным. 

Ключевые слова: стохастические уравнения, эквивалентность мер, 
критическое число Тейлора, турбулентность. 

 
Введение. Различные идеи теории турбулентности представлены 

в работах [1–18]. Стохастическая теория турбулентности, основанная 
на стохастических уравнениях и теории эквивалентных мер, позволя-
ет получить аналитические зависимости для первого и второго кри-
тических чисел Рейнольдса в случаях изотермического и неизотер-
мического течений на гладкой плоской пластине и в круглой трубе 
[19–27]. Развитие этой теории дает новый метод определения анали-
тических зависимостей для профилей усредненных полей скорости и 
температуры [28], коэффициентов трения и теплоотдачи [29, 30], 
корреляций второго порядка [28–33], корреляционной размерности 
аттрактора в пограничном слое [34, 35], теоретических решений 
спектральной функции турбулентного потока среды [36, 37], форму-
ла по аналогии Рейнольдса [38]. В результате было определено, что 
спектр E(k)j находится в зависимости от волновых чисел k для интер-
вала генерации турбулентности в виде E(k)j ~ kn, n = –1,2…–1,5. Эта 
формула была названа отношением неопределенности при генерации 
турбулентности [39]. Здесь представлено решение для критического 
числа Тейлора для движения между вращающимися коаксиальными 
цилиндрами. 

Результаты. Применив систему стохастических уравнений [19–
27], выведена следующая аналитическая формула: 

1 1 1 1 1 1
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st

r d r rd L
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d rr E
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             (1) 

Здесь r1, ω1, d — радиус и скорость вращения первого цилиндра, рас-
стояние между цилиндрами соответственно; (Est) — стохастическая 
(индекс «st») компонента поля энергии E; L — линейный масштаб 
возмущения (турбулентности); ρ, ν — плотность, кинематическая 
вязкость среды; m, k, n — константы.  

Заключение. Представлена аналитическая формула (1) для кри-
тического числа Тейлора для движения между вращающимися коак-
сиальными цилиндрами, основанная на теории стохастических урав-
нений континуальных законов и эквивалентности мер между 
случайными и детерминированными движениями. Результаты расче-



DOI: 10.18698/2308-6033-2021-4-2068 

Инженерный журнал: наука и инновации   # 4·2021                                             27 

тов критических чисел Тейлора по аналитической зависимости (1) 
показывают удовлетворительное соответствие экспериментальным 
данным [40]. 
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Аннотация. Доказано, что в вязкой несжимаемой жидкости при 

граничных условиях частичного скольжения и прилипания гидроди-
намическая сила равна сумме двух сил, одна из которых зависит 
только от скорости тела и распределения скорости в пространстве те-
чения, а вторая равна произведению тензора присоединенных масс на 
вектор ускорения. При этом коэффициенты присоединенных масс не 
зависят от вязкости и коэффициента скольжения и совпадают с ко-
эффициентами, вычисленными для потенциальных течений идеаль-
ной жидкости. 

Ключевые слова: присоединенная масса, частичное скольжение, вяз-
кая несжимаемая жидкость 

 
В работе [1] доказана теорема о присоединенных массах в вязкой 

несжимаемой жидкости при условии прилипания на поверхности  
тела. Показано, что коэффициенты присоединенных масс не зависят 
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от вязкости, а только от геометрии тел и совпадают с коэффициента-
ми, вычисленными для потенциальных течений идеальной жидкости. 
В данной работе эта теорема обобщена на случай граничного условия 
частичного скольжения.  

При доказательстве использовано разложение Гельмгольца век-
торной функции ,p G  согласно которому любая непрерывная ку-
сочно-гладкая векторная функция, определенная в области Vf, может 
быть выражена через ее ротор R, дивергенцию H и значения на гра-
ницах области S.  
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       (1) 

Коэффициент  на гладкой поверхности равен ½, нормаль n 
направлена внутрь области Vf . 

Ротор градиента давления равен нулю, а дивергенция выражается 
из уравнения Навье — Стокса. Проекция уравнения (1) на поверх-
ность S представляет собой интегральное уравнение, определяющее 
функцию p   Ψ n G n  на поверхности. Показано, что эта функ-

ция может быть представлена как сумма 1 2 , Ψ Ψ Ψ  где функция 

1Ψ  зависит от скорости движения тела и мгновенного распределения 

скорости в пространстве течения, но не зависит от ускорения, а 
функция 2Ψ  зависит только от ускорений (поступательного и угло-

вого), геометрии тела и границ течения. Причем зависимость от 
ускорений является линейной.  

В [2, 3] доказаны тождества, справедливые для любой непрерыв-
ной кусочно-гладкой функции p на замкнутой поверхности S: 
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Следовательно, силы давления могут быть представлены в виде 
суммы: 
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Здесь ,ad adF M  — сила и момент присоединенных масс, линейно зави-
сящие от ускорений и не зависящие ни от вязкости, ни от коэффициента 
скольжения, ни от предыстории течения, причем коэффициенты при 
компонентах ускорения равны коэффициентам присоединенных масс 
для потенциальных течений.  

Доказанная теорема иллюстрируется на примере расчета силы 
давления, действующей на цилиндр радиуса R, который начинает 
движение при t = 0 в покоящейся жидкости в направлении, перпен-
дикулярном своей оси, с переменной скоростью U,  
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где 0t tU R  — безразмерное время. 

 

Сила давления, действующая на цилиндр при движении  
с переменной скоростью 
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На поверхности цилиндра ставится условие частичного скольже-
ния. Расчеты выполнены бессеточным методом вязких вихревых до-
менов (ВВД) [4]. Выбрана модель скольжения, при которой поток за-
вихренности  пропорционален скачку тангенциальной скорости u на 
поверхности тела u    , так как эта модель наиболее удобна при 
решении задачи методом ВВД. На рисунке показаны зависимости без-

размерной погонной силы  2
0p pF F U R   при 0Re 250U R     

и разных значениях 0U R   . Кривая 1 соответствует условию при-

липания ( 0  ), значения   для кривых 2, 3 и 4 равны 0,5; 1, и 5 соот-
ветственно.  

По графикам видно, что в моменты отключения и включения 
ускорения сила давления во всех случаях претерпевает скачок, рав-
ный 1,57 ± 0,02, что соответствует присоединенной массе 

(3,14 ± 0,04) 2R  и согласуется с теоретическим значением присоеди-

ненной массы цилиндра в потенциальных течениях 2adm R  .  
Отметим, что сила трения зависит от мгновенного распределения за-
вихренности и не зависит от ускорения. Поэтому полная гидродина-
мическая сила в рассмотренной задаче претерпевает такой же скачок. 
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Abstract. It is proved that in a viscous incompressible fluid under  

the no-slip and partial slip boundary conditions, the hydrodynamic force is 
the sum of two forces, one of which depends only on the body velocity 
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and the velocity distribution in the flow space, and the second is equal to 
the product of the added masses tensor by the acceleration vector. The co-
efficients of the added masses do not depend on the viscosity and the slip 
coefficient and coincide with the coefficients calculated for the potential 
flows of an ideal fluid. 

Keywords: added mass, partial slip, viscous incompressible fluid. 
 
In [1], an added masses theorem was proved for the case of a viscous 

incompressible fluid under the no-slip condition at the body surface. It is 
shown that the coefficients of the added masses don't depend on the vis-
cosity, but depend on the geometry of the bodies only and coincide with 
the coefficients calculated for the potential flows of an ideal fluid. In this 
paper, this theorem is generalized to the case of the partial slip boundary 
condition. 

The proof used the Helmholtz decomposition of the vector function 
,p G  whereby any continuous piecewise smooth vector function de-

fined in the domain Vf can be expressed in terms of its curl R, divergence 
H, and values at the domain boundaries S. 
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On a smooth surface the coefficient  is equal to 1/2, the normal n is 
directed into the domain Vf. Curl of the pressure gradient is equal to zero 
and the divergence is expressed from the Navier-Stokes equation. The pro-
jection of equation (1) onto the surface S is an integral equation that de-
fines a function p   Ψ n G n  on the surface. It is shown that this 

function can be represented as a sum 1 2, Ψ Ψ Ψ  where the function 

1Ψ  depends on the velocity of the body and the instantaneous distribution 

of the velocity in the flow region, but it does not depend on the accelera-
tion, the function 2Ψ  depends only on the accelerations (translational and 

angular), the geometry of the body and the boundaries of the flow. Moreo-
ver, the dependence on acceleration is linear. 

In [2, 3], identities were proved that are valid for any continuous 
piecewise smooth function p on the closed surface S 
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Therefore, the pressure forces can be represented as the sum 
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where ,ad adF M  are force and moment of added masses, linearly depend-

ent on accelerations and independent of viscosity, slip coefficient, or flow 
history. The coefficients at the acceleration components are equal to the 
coefficients of added masses for potential flows. 

The proved theorem is illustrated by the example of the pressure force 
acting on a cylinder of radius R, which begins to move at t = 0 in a fluid at 
rest in a direction perpendicular to its axis, with a variable velocity U, 

0

0.5 , 1;

0.5, 1 2;

0.5 0.5, 2 3;

1, 3,

t t

tU
U

t tU

t


       
 

 

where 0 .t tU R  

A partial slip condition is set on the cylinder surface. The calculations 
were performed by the meshless method of Viscous Vortex Domains 
(VVD) [4]. A slip model is chosen, in which the vorticity flux  is propor-
tional to the jump in the tangential velocity u on the body surface 

u    , since this model is most convenient for solving the problem by 

the VVD method. In the figure, the dependences of the force 

 2
0p pF F U R   are shown at 0Re 250U R    and different values 

0U R   . Curve 1 corresponds to the no-slip boundary condition 

( 0),   the values   for curves 2, 3, and 4 are 0.5, 1, and 5, respectively. 
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Pressure force acting on a cylinder moving at variable speed. 
 
It can be seen from the graphs that at the moments of turning off and 

turning on the acceleration, the pressure force in all cases undergoes a jump 

equal to 1.57 ± 0.02, which corresponds to the added mass (3.14 ± 0.04) 2R  
that agrees with the theoretical value of the added mass of the cylinder in po-

tential flows 2.adm R   Note that the friction force depends on the instan-
taneous vorticity distribution and does not depend on acceleration. Therefore, 
the total hydrodynamic force in the considered problem undergoes the same 
jump. 
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Аннотация. В работе проведено численное моделирование трех-

мерного обтекания сплошной и перфорированной пластины при раз-
личных углах атаки с применением пакета OpenFOAM. Для расчетов 
использовался метод крупных вихрей. Получены как аэродинамиче-
ские характеристики, так и структуры их обтекания. Проведен анализ 
структур обтекания и определены особенности процессов образова-
ния и дробления вихрей за счет перфорации поверхности. Выполнено 
сравнение с экспериментальными данными. 

Ключевые слова: численное моделирование, перфорация, аэродина-
мические характеристики, метод крупных вихрей, OpenFOAM. 
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Abstract. The aim of the present investigation is to obtain and analyze 

flow field and aerodynamic characteristics of perforated plates at different 
angles by numerical simulation using OpenFOAM software package. 
Large Eddy Simulation was used to obtain a detailed representation of tur-
bulent velocity flow field in the near wake of the drag plates. The numeri-
cal simulation were performed and compared with experimental data to 
assess aerodynamic performance of solid and perforated inclined plates 
which simulate forward-opening configuration of the drag brakes. For ful-
ly perforated plate’s passive gas injection through the holes close to the 
leading edge induce separation zone deformation and affect the whole 
flow structure downstream.  

Keywords: numerical simulation, perforation, aerodynamic performance, 
LES, OpenFOAM. 
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Особенности процесса обтекания перфорированной  
пластины с внутренней полостью 
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Аннотация. Исследован процесс обтекания двух пластин с оди-

наковыми геометрическими параметрами, но с различным конструк-
ционным исполнением: 1) с внутренней полостью, в которую через 
отверстия может затекать воздух (тип 1); 2) со сквозной перфорацией 
(тип 2). Рассмотрены структуры течений, полученные при численном 
моделировании обтекания пластины типа 1 дозвуковым потоком воз-
духа под углом атаки α = 0…90° в пакете SolidWorks Flow Simulation. 
Проведен сравнительный анализ аэродинамических характеристик 
(АДХ) обоих типов пластин при изменении угла атаки. 

Ключевые слова: пластина, сквозная перфорация, внутренняя по-
лость, аэродинамические характеристики. 

 
Введение. До сих пор одним из актуальных направлений совре-

менной аэродинамики является организация управления и стабилиза-
ции внешнего газового потока при обтекании различных летательных 
аппаратов (ЛА) [1]. Конструкция наиболее эффективного ЛА должна 
способствовать безотрывному обтеканию компоновки для обеспече-
ния необходимых АДХ на всем протяжении полета и отсутствия  
у них нестационарного характера изменения [2].  

В данной работе для устранения крупномасштабных вихревых 
структур, при взаимодействии с которыми могут возникать вибрации 
конструкции ЛА [3], предложено использовать перфорацию поверхно-
сти с внутренней полостью и без нее на примере плоской пластины.  

Исследование обтекания перфорированной пластины с внут-
ренней полостью. Для проведения процесса численного моделиро-
вания трехмерного обтекания была выбрана плоская перфорирован-
ная пластина типа 1. Ее относительная длина 1,l   ширина 1,b   

толщина 0,04c   и относительный диаметр отверстий отвd   

0,027;0,04;0,067;0,093  рассчитывались по формулам: 

отв
отв, , , ,

dl b c
l b c d

l l l l
     

где l — длина пластины (l = 150 мм); b — ширина пластины; c — 
толщина пластины. 
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Степень перфорации вычислялась по зависимости: 

отв 100 %,
S

S
    

где отвS  — площадь всех отверстий, расположенных на пластине;  

S  — площадь пластины. 
Углы атаки изменялись в диапазоне α = 0...90° с шагом Δα = 30°. 

Параметры дозвукового потока соответствовали числу Рейнольдса  
Re = 2,5·105, рассчитанному по длине пластины. При этом давление  
p = 101325 Па, плотность ρ = 1,225 кг/м3.  

Численное моделирование проводилось в программном пакете 
SolidWorks 2018 Flow Simulation путем решения системы уравнений, 
выражающих основные законы сохранения. Начальная расчетная об-
ласть представляет собой куб с длиной стороны 1,5 м. Число ячеек 
базовой расчетной сетки составляло примерно 1·106, при этом было 
выполнено измельчение ячеек вблизи отверстий путем построения 
локальной сетки с уровнем дробления ячеек в текучей среде, равным 
5, и сгущение сетки к поверхности пластины. 

В результате были получены структуры течения с распределени-
ем скорости для пластин c различными диаметрами отверстий и сте-
пенями перфорации: отв 0,027 ( 40,7 %);d     0,04 ( 40,7 %);   

0,067 ( 22,3 % и 50,2 %);  0,093 ( 43,8 %).    
Было выявлено, что при нулевом угле атаки вихри, образующие-

ся в передней части пластины, приводят к некоторому расширению 
потока, однако далее структура течения более равномерна. При  
α = 30° происходит двойное искривление потока при его протекании 
сквозь внутреннюю полость, которое становится более заметно при 
увеличении диаметра отверстий. С увеличением угла атаки до α = 60° 
ближе к передней кромке пластины струи движутся практически 
прямолинейно, однако начиная с середины пластины на подветрен-
ной стороне воздушный поток раздваивается в процессе обтекания 
твердой оболочки. При этом основной поток не приобретает допол-
нительных возмущений за счет искривленных струй.  

Локальные вихреобразования возникают между отверстиями, 
возле задней кромки пластины и внутри полости около скруглений 
кромок при α = 0 и 30°, а крупные вихревые структуры образуются 
вдали от поверхности пластины при α = 60°. 

По полученным значениям сил были рассчитаны коэффициент 
продольной cx и нормальной силы cy. 

На основании полученных данных можно сделать вывод о том, 
что чем выше степень перфорации σ, в том числе и при равных зна-
чениях диаметров, тем большее значение принимает коэффициент 
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продольной силы. Однако в случае отв 0,027 ( 40,7 %)d     cx 

больше, нежели при отв 0,067 ( 50,2 %).d     

Определяющую роль играет также диаметр отверстий: при рав-
ной степени перфорации меньший cx получается при большем значе-
нии отв.d  

При анализе зависимости коэффициента подъемной силы от угла 
атаки было отмечено, что после α = 50° наименьшим значением об-
ладает пластина с минимальной степенью перфорации, при α < 50° 
значения для всех вариантов достаточно близки. Максимум cy на 
всем участке изменения угла атаки наблюдался при отвd   

0,067 ( 50,2 %),    т. е. когда степень перфорации наибольшая. 
При сравнении АДХ двух типов пластин установлено, что коэф-

фициент продольной силы в случае наличия у пластины с относи-
тельной толщиной 0,04 протоков с внутренней полостью меньше, 
нежели у аналогичных пластин с относительной толщиной 0,027  
и 0,04 со сквозными отверстиями. Максимальное значение коэффи-
циента cx достигается при угле атаки α = 30°. 

Получено, что cy в случае наличия у пластины с относительной 
толщиной 0,04 протоков с внутренней полостью имеет большее зна-
чение при α < 50°, нежели пластины с относительной толщиной 0,027 
и 0,04 со сквозными отверстиями.  

Выводы. В результате численного моделирования процесса об-
текания плоской перфорированной пластины с внутренней полостью 
при различных углах атаки были получены структуры обтекания и 
рассчитаны АДХ, сравнение которых проведено с аэродинамически-
ми характеристиками пластины типа 2.  
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Abstract. The process of flow around two plates with the same geo-
metric parameters, but with different design versions: 1) with an internal 
cavity, into which air can flow through the holes (type 1); 2) with through 
perforation (type 2). The structure of the flows obtained in the numerical 
simulation of the flow around a plate of type 1 by a subsonic air flow at an 
angle of attack α = 0…90° in the SolidWorks FlowSimulation package are 
considered. A comparative analysis of the aerodynamic characteristics 
(ADC) of both types of plates with a change in the angle of attack is car-
ried out. 

Keywords: plate, through perforation, internal cavity, aerodynamic charac- 
teristics. 

 
Introduction. Until now, one of the topical areas of modern aerody-

namics is the organization of control and stabilization of the external gas 
flow when flowing around various aircraft (AC) [1]. The design of the 
most efficient aircraft should facilitate uninterrupted flow around the as-
sembly to ensure the necessary ADC throughout the flight and the absence 
of a non-stationary nature of changes in them [2]. 

In this paper, in order to eliminate large-scale vortex structures, when 
interacting with which vibrations of the aircraft structure may occur [3], it 
is proposed to use surface perforation with and without an internal cavity 
on the example of a flat plate.  

Study of the flow around a perforated plate with an internal cavi-
ty. To carry out the process of numerical simulation of three-dimensional 
flow, a flat perforated plate of type 1 was selected. Its relative length 

1,l   width 1,b   thickness 0,04c   and relative diameter of the holes 

0,027;0,04;0,067;0,093hd   were calculated by the formulas: 

, , , ,h
h

l b c d
l b c d

l l l l
     

where l is the length of the plate (l = 150 mm); b is the width of the plate; 
c is the plate thickness. 

The degree of perforation was calculated from the relationship: 

100 %,hS

S
    

where hS  is the area of all holes located on the plate; S  is the area of the 

plate. 
The angles of attack varied in the range α = 0...90 ° with a step of  

Δα = 30°. The parameters of the subsonic flow corresponded to the Reyn-
olds number Re = 2.5·105, calculated from the length of the plate. In this 
case, the pressure is p = 101325 Pa, the density is ρ = 1.225 kg / m3. 
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Numerical modeling was carried out in the SolidWorks 2018 Flow 
Simulation software package by solving a system of equations expressing 
the basic conservation laws. The initial computational domain is a cube 
with a side length of 1.5 m. The number of cells of the basic computation-
al grid was approximately 1 × 106, and the cells were refined near the 
holes by constructing a local grid with a level of cell fragmentation in a 
fluid medium equal to 5, and mesh to the surface of the plate. 

As a result, flow structures were obtained with a velocity distribution 
for plates with different hole diameters and degrees of perforation: 

0.027 ( 40.7%);  0.04 ( 40.7%);  0.067 ( 22.3% и 50.2%);hd         

0.093 ( 43.8%).   
It was found that at a zero angle of attack, the vortices formed in  

the front part of the plate lead to some expansion of the flow, but further 
the flow structure is more uniform. At α = 30°, a double curvature of the 
flow occurs when it flows through the inner cavity, which becomes more 
noticeable with an increase in the diameter of the holes. With an increase 
in the angle of attack to α = 60°, the jets move almost rectilinearly closer 
to the front edge of the plate, however, starting from the middle of the 
plate, on the leeward side, the air flow bifurcates during the flow around 
the solid shell. In this case, the main stream does not acquire additional 
disturbances due to curved jets. 

Local vortex formations occur between the holes, near the trailing 
edge of the plate and inside the cavity near the rounding of the edges at  
α = 0 and 30°, and large vortex structures are formed far from the plate 
surface at α = 60°. 

From the obtained values of the forces, the coefficients of the longitu-
dinal cx and normal forces cy were calculated. 

Based on the data obtained, it can be concluded that the higher the de-
gree of perforation σ, including with equal values of the diameters, the 
greater the value of the coefficient of longitudinal force. However, in the 
case of 0.027 ( 40.7%)hd     cx, it is greater than in the case of 

0.067 ( 50.2%).hd     

The decisive role is also played by the diameter of the holes: with  
an equal degree of perforation, a smaller cx is obtained with a larger  
value .hd  

When analyzing the dependence of the lift coefficient on the angle of 
attack, it was noted that after α = 50° the plate with the minimum degree 
of perforation has the smallest value; at α < 50° the values for all variants 
are quite close. The maximum cy in the entire section of the change in the 
angle of attack was observed at 0.067 ( 50.2%),hd     i.e. when the de-

gree of perforation is greatest. 
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When comparing the ADC of the two types of plates, it was found that 
the coefficient of longitudinal force in the case of a plate with a relative 
thickness of 0.04 with ducts with an internal cavity is less than for similar 
plates with a relative thickness of 0.027 and 0.04 with through holes.  
The maximum value of the coefficient cx is achieved at an angle of attack 
α = 30°. 

It was found that cy in the case of a plate with a relative thickness of 
0.04 with ducts with an internal cavity has a greater value at α < 50° than 
for plates with a relative thickness of 0.027 and 0.04 with through holes.  

Conclusion. As a result of numerical simulation of the process of flow 
around a flat perforated plate with an internal cavity at various angles of 
attack, the flow structures were obtained and the ADC were calculated, 
which were compared with the aerodynamic characteristics of the type 2 
plate.  
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Согласно ряду работ (de Souza et al., 1999), установка цилиндра  

в турбулентный пограничный слой на гладкой пластине приводит 
разрушению теплового и динамического пограничных слоев. В дан-
ной работе рассмотрено влияние диаметра цилиндра, установленного 
поперек направления течения в щелевом канале. Экспериментальные 
исследования проводились на малой дозвуковой аэродинамической 
трубе НИИ механики МГУ. Щелевой рабочий канал имел размеры: 
длина 1080 мм, высота 30 мм и ширина 300 мм. На оси канала попе-
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рек потока устанавливался круговой цилиндр, задняя кромка которо-
го располагалась на расстоянии 700 мм от начала рабочего канала. 
Исследовались следующие диаметры цилиндра: 2,75, 3,2, 4,2, 5,88, 
7,4 и 8 мм. Скорость набегающего потока составляла 50 м/с. 

Коэффициенты теплоотдачи и трения определялись на участке  
0…120 мм от задней кромки цилиндров. Коэффициенты теплоотдачи 
определялись нестационарным методом с использованием ИК каме-
ры. Коэффициент трения определялся методом Клаузера — динами-
ческая скорость в данном сечении подбиралась таким образом, чтобы 
профиль скорости в координатах стенки совпадал с универсальным 
логарифмическим профилем.  

Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ № 18-08-00413  
и СП-4006.2018.1. 
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According to a number of papers (de Souza et al., 1999), the installa-

tion of a cylinder in a turbulent boundary layer on a smooth plate leads to 
the destruction of the thermal and dynamic boundary layers. In this paper 
we consider the effect of the diameter of a cylinder installed across the di-
rection of flow in a slot channel. 

Experimental studies were carried out on a subsonic wind tunnel of 
the Research Institute of Mechanics, Moscow State University. The slot 
working channel had the following dimensions: 1080 mm long, 30 mm 
high and 300 mm wide. A circular cylinder was mounted on the channel 
axis across the flow, the trailing edge of which was located at a distance of 
700 mm from the beginning of the working channel. 7 different cylinder 
diameters were investigated: 2.75, 3.2, 4.2, 5.88, 754 and 8 mm. The on-
coming flow velocity was 50 m / s. 
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The heat transfer and friction coefficients were determined in the area 
0…120 mm from the trailing edge of the cylinders. The heat transfer coef-
ficients were determined by a transient method using an IR camera. The 
friction coefficient was determined by the Klauser method by the dynamic 
velocity in a given section was selected in such a way that the velocity 
profile in the wall coordinates coincided with the universal logarithmic 
profile. 

This work was supported by the RFBR grants no. 18-08-00413  
and SP-4006.2018.1. 
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Стационарное циркуляционно-продольное течение ньютоновской 

жидкости в трубе с непрерывными поверхностными завихрителями 
или вращения трубы является широко распространенным видом дви-
жения в различных установках, используемых в ядерной энергетике, 
химической, биологической и других отраслях промышленности.  

Наряду с зависимостями, предложенными в работах [1, 2], выра-
жение для азимутальной скорости W можно представить в виде 
обобщенной зависимости  

( / ) / [ ( / ) ],n
RW W a r R b c r R                               (1) 

где RW  — величина азимутальной скорости на стенке трубы (за-

вихрителе) при r = R; r — текущий радиус; R — внутренний радиус 
трубы; mr  — радиус, при котором азимутальная скорость макси-

мальна; a, в, c и n — постоянные, которые подбираются из условий 
наилучшего соответствия с опытными данными.  

Можно показать, что вся совокупность опытных данных описы-
вается следующим набором параметров.  
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Если принять / 0RW W   при (r/R) = 0; / 2,6RW W   при 

( / ) 0, 2;mr R   / 1RW W   при (r/R) = 1, получим, что a = 26; b = 1;  

c = 25. Если принять, что / 3,0RW W   при ( / ) 0, 2,mr R   то при  

n = 2,1 получим, что a = 29,61838; b = 1; c = 28,61838. Если принять, 
что / 3,6RW W   при ( / ) 0, 2,mr R   то при n = 2,3 получим, что  

a = 31,59009; b = 1; c = 30,59009. 
По формуле (1) при mr r  можно определить максимальное  

значение азимутальной скорости ,mW  используя которое, можно по-

лучить выражение для распределения азимутальной скорости отно-
сительно ее максимального значения. Проделав необходимые вы-
кладки, получаем 

/ ( / )[ ( / ) ] / [ ( / ) ].n n
m m mW W r r b c r r b c r R                     (2) 

В этом случае также возможно провести расчеты при различных 
сочетаниях значений коэффициентов в формуле (2).  

На основе анализа расчетно-эмпирических аппроксимаций про-
филя азимутальных скоростей при циркуляционно-продольном тече-
нии в трубе получена новая расчетно-эмпирическая зависимость, 
обобщающая ранее предложенные зависимости. 
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On determining the azimuthal velocity in round 
pipe in the presence of wall spiral swirls 

© A.S. Kondratiev, K.F. Ogorodnik, P.P. Shvydko 

Moscow State Polytechnic University, Moscow, Russia 
 
Stationary circulation-longitudinal flow of Newtonian fluid in a pipe 

with continuous surface swirlers or pipe rotation is a widespread type of 
motion in various installations used in nuclear power, chemical, biological 
and other industries.  

Along with the dependences proposed in [1, 2], the expression for  
the azimuthal velocity w can be represented in the form of a generalized 
dependence 

/ ( / ) / [ ( / ) ],n
RW W a r R b c r R                            (1)  
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where RW  is the value of the azimuthal velocity on the pipe wall (swirler) 

at r = R; r is the current radius; R is the inner radius of the pipe; mr  is the 

radius at which the azimuthal velocity is maximum, and the constants a, b, 
c and n are selected from the conditions of the best fit with the experi-
mental data. 

It can be shown that the entire set of experimental data is described by 
the following set of parameters. 

If we take / 0RW W   with (r/R) = 0; / 2,6RW W   with 

(r / ) 0, 2m R   / 1RW W   for (r / R) = 1, we obtain that a = 26; b = 1; c = 

25. If we assume that / 3,0RW W   with ( / ) 0, 2,mr R   then with n = 2.1 

we obtain that a = 29.61838; b = 1; c = 28.61838. If we assume that 
/ 3,6RW W   with ( / ) 0, 2mr R   then with n = 2.3 we get that a = 

31.59009; b = 1;  
c = 30.590. 

According to the formula (1) at mr r  one can determine the maxi-

mum value of the azimuthal velocity ,mW  using which, one can obtain an 

expression for the distribution of the azimuthal velocity relative to its 
maximum value. Having done the necessary calculations, we get 

/ ( / )[ ( / ) ] / [ ( / ) ].n n
m m mW W r r b c r r b c r R                     (2) 

In this case, it is also possible to carry out calculations with different 
combinations of coefficient values in the last formula. 

Based on the analysis of the computational-empirical approximations 
of the azimuthal velocity profile in the circulation-longitudinal flow in the 
pipe, a new computational-empirical dependence was obtained, generaliz-
ing the previously proposed dependencies. 
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Влияние показателя адиабаты и радиационных  
процессов на взаимодействие газового уплотнения  

с ускоренно движущимся слоем 
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Аннотация. Численно смоделированы кумулятивные явления, 
возникающие при взаимодействии облака с газовым слоем или сфе-
рической оболочкой. Ускорение слоя происходит вследствие разно-
сти давлений на обеих его сторонах. В общем случае ускорение слоя 
обусловлено также неравновесными процессами радиационного 
нагрева газа излучением от внешнего источника. Найдено, что  
с уменьшением показателя адиабаты качественные особенности по-
гружения облака в слой существенно не меняются и возникают ку-
мулятивные струи, скорость газа в которых направлена в сторону, 
противоположную начальной скорости газа. При фиксированной ки-
нетической энергии облака увеличение сжимаемости приводит к ро-
сту плотности в струе и к возрастанию отношения длины струи к ее 
поперечному размеру. Выявлена немонотонность изменения радиуса 
струи вдоль оси симметрии. Установлено, что для сферической обо-
лочки существенным является эффект уменьшения ускорения из-за 
падения давления внутри сферы. Характерным для такого движения 
является существование внешней ударной волны, которая способна 
влиять на деформацию уплотнения. Для слоя, формирующегося под 
действием внешнего ионизирующего излучения, найдено, что воз-
можно разрушение облака и формирование кумулятивной струи го-
рячего газа.  

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 18-01-00184). 
 

Effect of adiabatic index and radiation processes  
on interaction of a gas condensation  

with an accelerated moving layer 
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Abstract. The cumulative phenomena arising from the interaction of a 

cloud with a gas layer or a spherical shell are numerically simulated.  
The acceleration of the layer occurs due to the pressure difference on both 
sides of it. In the general case, the acceleration of the layer is also due to 
non-equilibrium processes of radiation heating of the gas by radiation 
from an external source. It is shown that with a decrease in the adiabatic 
index, the qualitative features of cloud immersion into the layer do not 
change significantly and cumulative jets appear. The gas velocity in cumu-
lative jets is directed opposite to the initial gas velocity. At a fixed kinetic 
energy of the cloud, an increase in compressibility leads to an increase in 
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the density in the jet and to growth of the ratio of the jet length to its 
transverse size. It is revealed that the change in the radius of the jet along 
the axis of symmetry is non-monotonic. The effect of a decrease in accel-
eration due to a pressure drop inside the sphere is found significant for  
a spherical shell. This moving is characterized by the existence of an ex-
ternal shock wave, which is able to influence the deformation of the seal. 
For the layer formed under the action of external ionizing radiation, we 
show that the destruction of the cloud and the formation of a cumulative 
jet of hot gas is possible.  

 
This work was supported by the Russian Foundation for Basic Research 
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Отрывные и вихревые структуры при сверхзвуковом 
обтекании удлиненного цилиндроконического тела  

под углами атаки 
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Аннотация. Представлены результаты численного моделирова-

ния сверхзвукового обтекания удлиненного цилиндроконического 
осесимметричного тела под углами атаки. На подветренной поверх-
ности тела идентифицированы отрывные структуры, включающие 
первичный поперечный отрыв набегающего потока и вторичный  
отрыв расходящегося от плоскости симметрии течения. Отрывы по-
тока инициируют формирование глобальных и локальных вихревых 
структур в подветренном течении. Поперечное растекание потока на 
подветренной поверхности приводит к уменьшению толщины погра-
ничного слоя в окрестности линии растекания и формированию  
в этой области пристеночного высоконапорного сверхзвукового те-
чения, которое может вызывать локальное повышение давления на 
выступающих препятствиях.  

Ключевые слова: осесимметричное тело, сверхзвуковой поток, от-
рыв потока. 

 
Характерной особенностью сверхзвукового обтекания удлинен-

ных тел под углом атаки является поперечный отрыв потока, приво-
дящий к формированию сложной вихревой структуры с подветрен-
ной стороны тела [1, 2]. Исследования трехмерного сверхзвукового 
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обтекания удлиненных тел с кольцевыми выступами проводились  
в [3, 4], при этом был обнаружен эффект локального повышения дав-
ления на подветренной стороне выступа.  

В настоящей работе представлены результаты численного моде-
лирования сверхзвукового обтекания удлиненного осесимметричного 
гладкого тела. Рассматриваемое тело состоит из цилиндрического 
корпуса (диаметр d = 30 мм, длина L = 260 мм) с коническим нако-
нечником (угол полураствора 20°). Набегающий сверхзвуковой поток 
воздуха описывается в рамках модели вязкого совершенного газа  
в предположении, что течение турбулентное и подчиняется уравне-
ниям Рейнольдса (URANS). Используется двухпараметрическая 
дифференциальная модель турбулентности k—ω SST. На поверхно-
сти тела ставятся условия прилипания и адиабатичности. На внешних 
границах расчетной области — условие сверхзвуковой скорости те-
чения. 

Решения URANS уравнений строятся методом установления  
с использованием пакета ANSYS-15 CFX. В качестве начальных 
условий брались параметры набегающего потока [3, 4]: число Маха 
M∞ = 3, показатель адиабаты γ = 1,4, полное давление P0 = 4,3·105 Па, 
температура торможения T0 = 275 K, единичное число Рейнольдса 
Re1 = 3,7·107 м–1. Угол атаки варьировался в диапазоне α = 0…18°. 

В исследованном диапазоне изменения угла атаки нестационар-
ное решение сходилось к стационарному полю параметров, практи-
чески симметричному относительно плоскости изменения угла атаки. 
При нулевом и малых углах атаки реализуется безотрывное обтека-
ние тела. Основные изменения в структуре потока связаны с особен-
ностями развития поперечного течения при увеличении угла атаки, 
при этом можно отметить три характерные области подветренного 
течения вдоль цилиндрической поверхности тела. 

В первой области (I) течение безотрывное, со сходящимися на 
подветренной стороне линиями тока. В следующей области (II) вниз 
по потоку линии тока расходятся на подветренной стороне, на боковой 
поверхности тела реализуется первичный поперечный отрыв, иниции-
рующий развитие глобального парного симметричного вихревого  
течения. Далее в области (III) наблюдается пространственное расши-
рение глобального вихревого течения и возникновение на подветрен-
ной стороне пары вторичных отрывных структур, инициирующих ло-
кальные вихревые образования. При этом в области III между парой 
глобальных вихрей формируется проникающее к поверхности тела ло-
кальное высоконапорное сверхзвуковое течение, в котором полное 
давление сопоставимо по величине с полным давлением набегающего 
потока, прошедшего головной скачок уплотнения перед коническим 
наконечником. 
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Первичный поперечный отрыв возникает на всех рассмотренных 
углах атаки α ≥ 5°. Вторичный отрыв наблюдается при α ≥ 8°. С уве-
личением угла атаки интенсифицируется вихревое течение на под-
ветренной стороне, вызывающее отток газа от плоскости симметрии 
и уменьшение толщины пограничного слоя. При этом внешний 
сверхзвуковой поток приближается к обтекаемой поверхности на 
подветренной стороне, отрывные структуры смещаются вверх по по-
току. Область пристеночного сверхзвукового течения с повышенным 
полным давлением на подветренной стороне также смещается вверх 
по потоку при увеличении угла атаки. По мере удаления от носика 
эжектирующее действие вихревого течения уменьшается, что приво-
дит к вырождению вторичного отрыва.  

 
Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ, 
проект № 19-01-00242, расчеты проведены с использованием  
ресурсов Вычислительного центра СПбГУ (http://cc.spbu.ru). 
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Separation and vortex structures in supersonic flow around 
slender cylindrical-conical body at angles of attack 
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Abstract. Results of the numerical simulation of supersonic flow over 

a slender cylindrical-conical axisymmetric body at angles of attack are 
presented. Separation structures are identified on the leeward surface of 
the body, including the primary transverse separation of the incoming flow 
and the secondary separation of the flow diverging from the plane of 



DOI: 10.18698/2308-6033-2021-4-2068 

Инженерный журнал: наука и инновации   # 4·2021                                             51 

symmetry. The flow separations initiate the formation of global and local 
vortex structures in the leeward flow. The transverse flow spreading on the 
leeward surface leads to a decrease in the boundary layer thickness in a vi-
cinity of the spreading line and the formation of a near-wall supersonic 
high-pressure flow in this area, which can cause a local increase in pres-
sure on protruding obstacles. The effect of an abnormal increase in pres-
sure in the leeward flow was observed experimentally and numerically [1].  

Keywords: axisymmetric body, supersonic flow, flow separation. 
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Схемы численного решения граничного интегрального 
уравнения при моделировании обтекания подвижных 

профилей вихревыми методами 
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Аннотация. Рассмотрены вопросы, связанные с численным мо-

делированием обтекания подвижного профиля или решения сопря-
женных задач гидроупругости с помощью двумерных вихревых ме-
тодов. Одним из этапов, наиболее сильно влияющих на точность 
решения задачи, является вопрос качественного удовлетворения гра-
ничного условия, которое обычно сводится к граничному интеграль-
ному уравнению. Ранее авторами были разработаны расчетные схе-
мы, позволяющие удовлетворять граничное условие с высокой 
точностью. В докладе обсуждаются вопросы обобщения разработан-
ных подходов для случаев произвольного движения и деформации 
профиля, решения сопряженных задач гидроупругости, а также  
к определению тензора присоединенных масс профилей различных 
форм. 

Ключевые слова: граничное интегральное уравнение, сопряженные 
задачи гидроупругости, тензор присоединенных масс. 
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Schemes for the numerical solution of the boundary integral 
equation when modeling the flow around moving airfoils  

by vortex methods 
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Abstract. The paper deals with issues related to the numerical simula-

tion of the flow around a moving airfoil or the solution of coupled prob-
lems of hydroelasticity using two-dimensional vortex methods. One of  
the stages that most strongly affects the accuracy of solving the problem is 
the question of qualitative satisfaction of the boundary condition, which is 
usually reduced to a boundary integral equation. Previously, the authors 
have developed numerical schemes that allow satisfying the boundary 
condition with high accuracy. The report discusses the generalization of 
the developed approaches for the cases of arbitrary motion and defor-
mation of the airfoil, the solution of coupled problems of hydroelasticity, 
as well as the determination of the tensor of the attached masses of airfoils 
of various shapes.  

Keywords: boundary integral equation, coupled hydroelastic probles, 
added mass tensor. 
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Течение и теплообмен в турбулентном сжимаемом  

пограничном слое при инородном вдуве 
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*E-mail (докладчик): mariia.makarova@gmail.com 

  
Аннотация. Численное исследование турбулентного сжимаемого 

пограничного слоя на проницаемой пластине при вдуве при значени-
ях температуры вдуваемого газа, равной либо ниже температуры 
адиабатной непроницаемой стенки, подтвердило существование диа-
пазона температур проницаемой стенки ниже температуры вдуваемо-
го газа. Рассмотрены режимы однородного (смесь He(5%)-Xe) и ино-
родного вдува (вдув гелия в ксенон).  

Ключевые слова: вдув, адиабатная стенка, модель турбулентности. 

Исследование выполнено за счет средств гранта Российского  
научного фонда (проект № 19-19-00234). 
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Flow and heat transfer in a turbulent compressible  
boundary layer with foreign injection 
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Abstract. A numerical study of a turbulent compressible boundary 

layer on a permeable plate during injection at temperatures of the injected 
gas equal or below the adiabatic impermeable wall temperature confirmed 
the existence of a range of the permeable wall temperature below the in-
jected gas temperature. The regimes of homogeneous (He(5%)-Xe mix-
ture) and foreign injection (injection of helium into xenon) are considered.  

Keywords: injection, adiabatic wall, turbulence model. 
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Численное решение задачи о сжатии газа  
комбинированием метода характеристик  

и метода ближайших соседей 
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Аннотация. Для произвольной сетки в области решения системы 

уравнений газовой динамики, описывающего одномерные течения 
безударного сжатия, предложен алгоритм расчета газодинамических 
параметров. Алгоритм основан на методе характеристик и методе 
ближайших соседей. 
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Ключевые слова: система уравнений газовой динамики, одномерные 
течения безударного сжатия, метод характеристик, метод бли-
жайших соседей. 

 
Предложен алгоритм, использующий один из методов машинно-

го обучения — метод ближайших соседей для случая регрессии, в ко-
тором значение объекта рассчитывается как взвешенное значение 
ближайших к нему объектов с известными значениями [1]. Алгоритм 
протестирован на примере расчета [2] значений газодинамических 
параметров в точках сетки, покрывающей область решения системы 
уравнений газовой динамики для случая одномерных течений поли-
тропного газа. Течения реализуют сжатие покоящегося газа с плотно-
стью 1 в покоящийся газ с плотностью 104. Описываемое сжатие 
происходит без ударных волн, эффективным с точки зрения энерго-
вложения способом с затратами энергии только на сжатие газа, но не 
на его разгон. Алгоритм может быть использован при численном ре-
шении в случае произвольных сеток и для других задач газовой ди-
намики. 
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Numerical solution of the gas compression problem  

by combining the characteristics method  
and the nearest neighbors method 
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Abstract. An algorithm for calculating gas dynamic parameters is 

proposed for an arbitrary grid in the area of solving a system of gas dy-
namics equations describing one-dimensional shockless compression 
flows. The algorithm is based on the characteristics method and the near-
est neighbors’ method. 

Keywords: system of equations of gas dynamics, one-dimensional shock-
less compression flows, method of characteristics, nearest neighbor. 

 
In this paper, proposed an algorithm that uses one of the machine 

learning methods-the nearest neighbors method for the regression case, in 
which the object value is calculated as the weighted value of the objects 
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closest to it with known values [1]. The algorithm is tested on the example 
of calculating [2] the values of gas-dynamic parameters at grid points cov-
ering the solution area of the system of gas dynamics equations for the 
case of one-dimensional polytropic gas flows. Flows realize compression 
of a stationary gas with a density of 1 into a stationary gas with a density 
of 104. The described compression occurs without shock waves, in a way 
that is efficient from the point of view of energy input, with energy ex-
penditure only for compressing the gas, but not for its acceleration.  
The algorithm can be used for numerical solution in the case of arbitrary 
grids and for other problems of gas dynamics. 
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Возникновение периодических волн  
и уединенной волны в турбине гидроэлектростанции 
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Аннотация. При аварии турбины гидроэлектростанции может 

происходить подъем водой тяжелого ротора турбины с выбросом его 
в машинный зал во вращающемся состоянии. Для анализа этого  
явления с позиции гидродинамики следует рассмотреть возможные 
механизмы образования ударной волны. Один из таких механизмов 
описывается волновым уравнением третьего порядка дифференци-
альности по времени с использованием полного уравнения неразрыв-
ности, выведенного Эйлером в 1752 г. 

Ключевые слова: уравнение неразрывности, ударная волна, трех-
мерное течение, якобиан третьего порядка.  

 
Полное уравнение неразрывности Леонарда Эйлера с члена-

ми высокого порядка малости. При выводе уравнения неразрывно-
сти для несжимаемой жидкости геометрическим путем Эйлер [1, 2], 
приравняв объемы первоначальной фигуры, например, куба и фигу-
ры, деформированной тремя деформациями сжатия-растяжения и 
тремя деформациями сдвига, — скошенного параллелепипеда, полу-
чил уравнение, содержащее 15 слагаемых. В самом деле, смешанное 
скалярно-векторное произведение, используемое для вычисления 
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объема скошенного параллелепипеда, содержит большое число сла-
гаемых. Если не превращать предельными переходами это уравнение 
в дивергенцию вектора скорости, а использовать члены высокого по-
рядка малости, то уравнение позволяет сосчитать возникновение пе-
риодических волн вибрации и образование уединенной волн. Однако 
это становится возможным только после перезаписи полного уравне-
ния неразрывности для сжимаемой жидкости и газа, что было сдела-
но в 2006 г., так как в несжимаемой жидкости волн не возникает: 
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Здесь  ρ  — плотность; 0t t  — интервал времени деформации кон-

трольной фигуры; , ,u v w  — компоненты скорости вдоль осей , , .x y z  
Оценка интенсивности вибраций вала турбины. С использо-

ванием приведенной выше формулы интенсивность гармонических 
колебаний может быть оценена при решении волнового уравнения 
второго порядка по времени 

 
 

2 2 2

02 2 2 2
0

,1
ρ .

,

u vp p p

x yx y c t

    
        

 

Здесь 0ρ  — термодинамическая плотность; 0c  — скорость звука  

в рассматриваемой среде. 
Для интенсивности возникающих периодических колебаний типа 

вибраций решение волнового уравнения методом запаздывающего 
потенциала дает формулу [3] 

 4 2 2 2
0 02

Вт
ρ ω / 16π

м
I W c r    

.                          (1) 

Здесь W  — объем жидкости, вращающейся с угловой скоростью  ; 
r  — расстояние от оси вращения точки, для которого вычисляется 
интенсивность. 

Интенсивность вибраций оказывается пропорциональной 4-й 
степени угловой скорости вращения ω . Числовые оценки проведем, 
используя обобщенные параметры нескольких современных турбин. 

Вычисленная по этой формуле волновая энергия должна быть 
умножена на площадь S боковой поверхности стенки турбины с вы-
сотой рабочего колеса h = 0,25 м и диаметром D  

S= hπD. 
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Теперь объем жидкости ,W  вращающейся с угловой скоростью ω,  
будет  

W  = hπD 2/4, 

а расстояние r  от оси вращения точки, для которого в формуле (1) 
вычисляется интенсивность, / 2.r D  

Волновая энергия распространяется в плоскости вращения винта. 
Это известно по направлению распространения звука от самолетов  
с винтовыми двигателями. 

Волновая энергия ежесекундно затрачивается на поддержание 
вибраций массивного рабочего колеса и его оси. Произведем оценки 
волнообразования в турбине ГЭС, пользуясь параметрами гидро-
станции, приведенными в справочнике [4]. 

Исходя из амплитуды вибраций подшипника δ = 1,5 мм = 0,0015 м 
и частоты ν = 1,6 гц = 1/T, c, скорость вибрации можно оценить как 
произведение V = δ ν. Кинетическая энергия вибрирующей конструк-
ции массой m составит  

m V 2/2 = m(δν)2/2. 

Считая, что эта энергия подновляется ν раз в секунду для под-
держания вибраций, можно заключить, что на вибрации затрачивает-
ся мощность  

ν m V 2/2[Вт] = m δ2 ν3/2, 

равная произведению S  .I  
Используя формулу (1), запишем такое равенство: 

4 2
2 30

2 2
0

ρ ω
δ  ν / 2.

16π

S W
m

c r
                                   (2) 

Здесь площадь S боковой цилиндрической поверхности вращающей-
ся воды связана с высотой h и диаметром D формулой S = hπD. 

Подставив в обе части равенства (2) значения из справочника [4] 
для турбины Красноярской ГЭС: 

диаметр рабочего колеса 7,5 мD  ; 
угловую частоту вращения ν = 1,6 гц; 
ω = 6,28·1,6 гц = 10 рад/с; 
плотность воды ρ0 = 1000 кг/м3; 
скорость распространения звука с0 = 1450 м/с;  
размах вибраций подшипника δ = 1,5 мм;  
массу рабочего колеса и выброшенной в машинный зал кон-

струкции m = 1 687 000 кг (из материалов об аварии на Саяно-
Шушенской ГЭС),  

получим приближенное равенство мощностей: 31 Вт ≈ 31 Вт. 
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Высота боковой цилиндрической поверхности вращающейся во-
ды взята равной h = 0,125 м, а площадь боковой поверхности враща-
ющейся воды S = hπD = 2,93 м2 и объем W =5,5 м3. 

Точность согласования правой и левой частей равенства (2) ука-
зывает на правильный порядок величин, использованных в этой при-
ближенной оценке. 

Метод бегущих волн Даламбера решения волнового уравне-
ния. В XVIII в. Даламбер использовал метод бегущих волн, чтобы 
получить общее решение однородного волнового дифференциально-
го уравнения, имеющего второй порядок дифференциальности по 
времени. Для нахождения решения неоднородного волнового урав-
нения 
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получающегося методом Лайтхилла акустической аналогии, можно 
использовать тот же метод бегущих волн. Для упрощения выкладок 
исключим из неоднородной части якобианы второго порядка мало-
сти, создающие генерацию гармонических волн, рассмотренных  
в предыдущем разделе. Интерес представляет член с якобианом тре-
тьего порядка, способный к генерации в потоке ударной волны. По-
этому будем искать решение дифференциального уравнения  
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Пусть левая часть уравнения при нулевом значении якобиана 
третьего порядка имеет синусоидальные гармонические колебания, 
возникшие или за счет откинутых неоднородных членов с якобиана-
ми второго порядка, или за счет граничных условий. 

Метод Даламбера изложим в обозначениях учебника Высшей ма-
тематики И.И. Баврина [5, с. 493], решающего однородное волновое 
уравнение 
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для случая неравного нулю якобиана третьего порядка будем искать 
в виде 
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Вычислив производные первого и второго порядков: 
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и подставив в волновое уравнение, получаем тождество, указываю-
щее на верность решения неоднородного уравнения при линейной 
зависимости неоднородного члена от времени. Рассматриваемое ре-
шение показывает возможность образования ударной волны в трех-

мерном течении при якобиане третьего порядка 
 
 

, ,

, ,

u v w

x y z




 поля ско-

рости, отличном от нуля, налагающейся на гармонические колебания 
вибраций. 

В инженерных конструкциях из плоского двухмерного течения 
трехмерное течение может возникнуть не сразу, а постепенно, нарас-
тая по линейному закону во времени:  

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2
.

u u u u
a bt

t x y z

    
         

 

Тогда, применяя аналогично метод Даламбера бегущих волн, 
можно получить ударную волну, возрастающую пропорционально 
времени в четвертой степени. 

Возникновение ударной волны при вращении воды в турбине 
с вибрирующей осью вращения. Развитие во времени уединенной 
волны может быть связано с сильным отклонением оси вращения 
турбины от вертикального положения с возникновением трехмерного 
потока. Решение волнового уравнения 
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после исключения лишних членов получающее вид 
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дает выражение для оценки изменения по времени давления возни-
кающей ударной волны: 

 42 2
0 0 0

1
ρ ,

6
p c A t t

     
 

                               (3) 

имеющей вид степенной функции 4-го порядка, возрастающей во вре-
мени. Вот это повышение давления и может создать ударную волну, 
достаточную для подъема и выброса турбины в машинный зал. 

В выражении (3) A — угловое ускорение отклонения оси ротора 
от вертикального положения, обеспечивающее линейное по времени 
изменение трехмерности течения за счет изменения компоненты ско-
рости w: 

w = Az(t — t0).                                       (4) 

Пусть нижний опорный подшипник ротора не совершает вибра-
ций, а верхний, находящийся на z = 5 м выше, вибрирует с частотой  
ν = 1,6 гц и периодом колебаний T = 1/ν =1/1,6 = 0,62 с, а четвертью 
периода 0,15 с. Примем половину размаха колебания оси на высоте 
верхнего подшипника равной 1 мм. Угол колебания будет составлять 
0,001/5 радиан. Угловое ускорение оси при колебаниях составит 
(0,001/5)/[(0,15 с)2] = 0,01 с–2. 

В формуле (4) возникновения трехмерного течения коэффи- 
циент A имеет размерность углового ускорения. Ввиду неопределен-
ности поля скорости вращательного движения вокруг вибрирующей 
оси для оценки картины возникновения уединенной ударной волны 
положим A = 0,01 с–2. 

Площадь круга S с диаметром, равным диаметру рабочего колеса, 
равна 44,3 м2. Вес выброшенной в машинный зал ударной волной 
конструкции составляет  

G =m g = 1 687 000 кг  9,8 м/с2 = 16,87· 106 Н. 
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Для подъема конструкции достаточно создания волнового давле-
ния уединенной ударной волны G/S=16,87· 106 Н/44,3 м2 = 3,8 105 Па 
по всей поверхности круга. Подставим в правую часть формулы (3) 

 42 2
0 0 0

1
ρ ω ,

6
p c A t t

    
 

 

числовые значения p = 3,8 105 Па, угловую частоту вращения ω =  
= 6,28·1,6 гц = 10 рад/с, плотность воды ρ0 = 1000 кг/м3, скорость 
распространения звука с0 = 1450 м/с, A = 0,01 с–2 уравнение относи-
тельно интервала времени 0t t . Разрешив его, получим 0t t  = 0,183 с. 

Эта величина меньше периода обращения рабочего колеса, состав-
ляющего T = 1/ν = 0,62 с. 

Таким образом, показано, что по полному уравнению неразрыв-
ности, выведенному Эйлером с сохранением членов третьего порядка 
малости, можно получить образование уединенной ударной волны, 
давление которой через 0,183 с достаточно для поднятия веса враща-
ющейся в агрегате конструкции и возрастающей пропорционально 
времени в 4-й степени.  
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The appearance of periodic waves and a solitary wave 

in the turbine of a hydroelectric power plant 
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Abstract. Hydrodynamics equations do not contain terms that create a 

shock wave in the turbine of a hydroelectric power plant. Additional terms 
of Euler's continuity equation (1752) provide such a possibility. The in-
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homogeneous wave equation of the second order in time gives vibrations 
of the fluid in the turbine. The wave equation of the third order in time 
gives a power law for the pressure increase in a solitary shock wave. Euler 
derived in 1752 the continuity equation for an incompressible fluid. He 
used shear and stretch deformations along the three axes of the cube. The 
volume of the beveled parallelepiped gives the mixed product of vectors. 
The mixed product of vectors contains terms of the second and third or-
ders of smallness in time. The terms of the second order of smallness pen-
etrate into the inhomogeneous part of the wave equation of the second or-
der in time. These terms give rise to vibrations of the fluid in the turbine. 
The third-order term of smallness of the continuity equation enters the in-
homogeneous part of the third-order wave equation. The term of the third 
order of smallness gives rise to a solitary pressure wave. The pressure in 
the shock wave increases with time according to the power law of the 
fourth degree. This shock wave can lead to turbine failure. 

Keywords: continuity equation, high order terms, vibrations, shock wave, 
hydroelectric power station turbine. 

 
 

Вопросы механики сплошных сред  
применительно к общепромышленным  

технологическим проблемам 
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Аннотация. Представлены результаты экспериментального ис-

следования деформированного состояния материала при реализации 
его механической обработки (вытяжка с утонением). В частности, 
обнаружены новые, в литературе не представленные, эффекты и осо-
бенности в динамике процесса, оказывающее влияние на формирова-
ние конечной деформации. Предложены пути применения математи-
ческого аппарата, применяемого в механике сплошных сред и теории 
пластичности, для оценки напряженно-деформированного состояния 
материала для учета обнаруженных эффектов.  

Ключевые слова: механика, разрушение, материальная частица, де-
формация, монотонность, эксперимент, делительная сетка, эффект. 

 
Технологические проблемы, наличествующие в машиностроении, 

многосторонни и разнообразны. Они могут быть связаны с отсут-
ствием того или иного оборудования и (или) инструмента, отсутстви-
ем или низким качеством сырья (и вызываемой этим необходимо-
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стью подбора приемлемой замены), недостаточным пониманием фи-
зики течения технологических процессов (и принимаемыми на этой 
основе нерациональными решениями по назначению технологиче-
ских параметров), отсутствием или неудовлетворительным качеством 
применяемых для расчетов инженерных методик и математических 
моделей. 

Среди технологических процессов, применяемых в машинострое-
нии, особое место занимают процессы пластической деформации ме-
таллов. Их важность объясняется оптимальным для ряда производств 
(особенно крупносерийных и массовых) сочетанием цены и качества 
изделий [1]. 

Основой построения математических и расчетных инженерных 
моделей для процессов холодной штамповки является теория пла-
стичности. Как указывает Г.А. Смирнов-Аляев в [1], потребности 
практики предъявляют к инженерным моделям три основных требо-
вания: соответствие расчетных методов современному уровню разви-
тия теории пластичности; достаточную для практики точность расче-
тов; доступность расчетных методик для инженерных работников. 
Однако инженерные модели строятся на основе математических мо-
делей, которые занимают промежуточное положение между строго 
математическими построениями собственно теории пластичности  
и инженерными моделями.  

Технологические процессы изготовления деталей, формируя ме-
ханические свойства деталей, во многом определяют возможный при 
эксплуатации изделия или конструкции, составной частью которой 
является изготовленная деталь, характер ее выхода из строя, разру-
шения [2]. 

Хотя при современном уровне развития теории пластичности  
и математических моделей процессов холодной штамповки они мо-
гут не позволять учитывать те или иные физические особенности 
протекания процессов, при современном уровне развития производ-
ства может отсутствовать и необходимость учета этих особенностей, 
но с точки зрения будущих перспектив развития производства уста-
новление таких физических особенностей и разработка путей их уче-
та в математических и инженерных моделях актуальны. 

Вытяжка с утонением стенки является классическим широко 
применяемым и достаточно хорошо исследованным процессом обра-
ботки металлов давлением, которому посвящено огромное число 
публикаций.  

Экспериментальные методы определения напряженно-деформи- 
рованного состояния заготовки при вытяжке с утонением стенки бы-
ли обоснованы и развиты в работах [3, 4] под руководством  
И.П. Ренне в Тульском механическом институте (ныне Тульский го-
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сударственный университет), а также приведены и обсуждены  
в книге [5]. 

Вопросы аналитического расчета напряженно-деформированного 
состояния заготовки, силы деформирования, подбора оптимальных 
технологических параметров при вытяжке с утонением стенки были 
рассмотрены (среди прочих) в фундаментальных трудах М.В. Сторо-
жева и Е.А. Попова [6] и А.Л. Воронцова [7]. 

Начало разработки вопросов учета анизотропии свойств при вы-
тяжке с утонением стенки связано с проводившимися в Тульском го-
сударственном университете исследованиями С.П. Яковлева и 
С.С. Яковлева [8–10], а их продолжение — с работами М.В. Грязева 
[11, 12], С.Н. Ларина [13]. 

В Балтийском государственном техническом университете  
«ВОЕНМЕХ» им. Д.Ф. Устинова авторами в рамках модели А.Л. Во-
ронцова [7, гл. 15] была вычислена степень деформации по А.А. Иль-
юшину, и таким образом установлены аналитические зависимости 
механических свойств материала заготовки от условий трения [14, 
15], учитывающие неоднородность механических свойств по тол-
щине стенки, а затем полученные зависимости были обобщены для 
случая разностенной заготовки [16]. 

За прошедшее время измерительная и компьютерная техника 
претерпели существенные изменения, которые побуждают вернуться 
к вопросам расчета неравномерности деформации при вытяжке  
с утонением по толщине и высоте стенки, поднятым в [3–5], а также  
к разработке методик учета указанной неравномерности при проек-
тировании технологических процессов изготовления осесимметрич-
ных деталей. 

В 2017–2018 гг. в Балтийском государственном техническом 
университете «ВОЕНМЕХ» им. Д.Ф. Устинова были проведены об-
ширные экспериментальные исследования вытяжки с утонением 
стенки методами делительной сетки, замеров твердости, которые бы-
ли также подкреплены результатами компьютерного моделирования. 

В исследованиях методом делительной сетки перед вытяжкой  
с утонением стенки заготовки были разрезаны по осевому сечению 
на две половинки, методом лазерной резки на получившиеся сечения 
была нанесена прямоугольная делительная сетка (одно семейство ли-
ний — примерно параллельно наружной поверхности стенки заго-
товки, другое семейство линий — перпендикулярно первому, т. е. 
примерно перпендикулярно наружной поверхности стенки), потом 
половинки заготовок склеивались, и заготовка подвергалась опера-
ции вытяжки с утонением стенки. При вытяжке процесс останавли-
вался (заготовка извлекалась и разделялась на две исходные поло-
винки с делительной сеткой): а) после прохождения донного участка 
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заготовки; б) после прохождения середины высоты стенки; в) после 
прохождения почти всей стенки (непройденная часть составляла око-
ло 10 % высоты стенки); после прохождения всей вытяжки с утоне-
нием. 

После сканирования деформированной делительной сетки с мак-
симально доступным разрешением были вручную определены коор-
динаты всех узлов сетки в системе координат графического редактора 
Paint. Сравнение измеренных в редакторе Paint размеров с результата-
ми физических замеров образца позволяет в случае необходимости 
произвести пересчет всех размеров в систему СИ. 

Эти эксперименты позволили обнаружить ряд новых особенно-
стей динамики течения материала при вытяжке с утонением стенки, 
которые ранее не были отражены в литературе и которые, несмотря 
на довольно малое количественное влияние на формируемые меха-
нические свойства материала заготовки, вносят существенный вклад 
в понимание физики процесса. 

Наибольший интерес с точки зрения кинематики деформирова-
ния материала представляет очаг пластической деформации на ста-
ционарном этапе протягивания полуфабриката (рис. 1).  

 

а                                         б 

Рис. 1. Делительная сетка в очаге пластической деформации: 
а — оригинальный снимок; б — выделены этапы деформирования 

 
Снимок позволяет фиксировать хронологическую последова-

тельность деформирования материала полуфабриката от входа в зону 
основного очага пластической деформации до окончательного форми-
рования. Можно отметить следующую последовательность формоиз-
менения: 
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1) наклон прямолинейного отрезка по направлению движения 
рабочего инструмента в зоне, примыкающей к очагу пластической 
деформации (ОПД); 

2) изгиб в центральной части отрезка при сохранении прямоли-
нейности краев в верхнем сечении конусной части матрицы; 

3) дальнейший изгиб кривой в нижнем сечении конусной части 
матрицы; 

4) наклон прямолинейной части отрезка, примыкающего к наруж-
ной поверхности полуфабриката, и формирование окончательной 
формы волокна, близкой к прямолинейному отрезку. 

Во-первых, отметим, что указанное понижение наружного края 
поперечного волокна перед входом ОПД при отсутствии такого по-
нижения после ОПД означает, что суммарное расстояние между по-
перечными волокнами по наружной поверхности меньше, чем по 
внутренней. Следовательно, наружные слои должны находиться  
в условиях сжатия. 

Во-вторых, из указанного характера изменения формы попереч-
ного волокна в ходе деформирования следует, что при прохождении 
очага пластической деформации скорости движения материальных 
частиц поперечного волокна изменяются — наиболее быстро дви-
жущимися последовательно становятся частицы вблизи внутренней, 
средней и наружной поверхности изделия. 

В-третьих, отметим, что относительное перемещение наружного 
края поперечного волокна сначала ниже внутреннего, а затем выше 
внутреннего означает, что при типовом расчете деформации по отно-
сительному изменению формы и размеров ячейки делительной сетки 
по сравнению с ее первоначальными формой и размерами, для 
наружных слоев реальная длина траекторий течения больше, чем ка-
жется, так как имеет место изгиб поперечного волокна в противопо-
ложных направлениях. Расстояние между поперечными волокнами 
по внутреннему краю отличается от расстояния по внешнему краю,  
а следовательно, удлинение ячеек по внутреннему и наружному кон-
турам не одинаково. 

Все вышеперечисленное указывает на выраженную немонотон-
ность процесса вытяжки с утонением стенки (монотонность понима-
ется в определении Г.А. Смирнова-Аляева [1, с. 44]). 

В этом вопросе требуется дополнительно исследовать, проанали-
зировать и провести оценку влияния различных факторов на конеч-
ную структуру деформированного состояния материала, согласовать 
теоретические и экспериментальные данные. 

Так, при классических расчетах напряженно-деформированного 
состояния при вытяжке с утонением стенки исходят из предположе-
ния о локализации пластической деформации в очаге пластической 
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деформации, охватывающем часть заготовки, находящуюся в зоне 
конической части матрицы [например, 6, 7, 10, 14–16]. Осевое сече-
ние ОПД обычно принимается имеющим форму кольцевого сектора 
[6, 7, 11, 14, 15].  

Однако проведенные в БГТУ «ВОЕНМЕХ» эксперименты пока-
зали, что до входа в этот ОПД форма стенок заготовки существенно 
изменяется, что теоретически означает наличие пластической дефор-
мации материала, которая и подтверждается сохранением приобре-
тенной формы заготовки при остановке процесса на промежуточной 
стадии и извлечении заготовки. На рис. 2 показаны точки внутренне-
го контура осевого сечения стенки заготовки до начала процесса вы-
тяжки и после деформации придонного участка (сглаживание точек 
контура не проводилось, неровности кривых объясняются как ло-
кальными микродефектами поверхности заготовки, так и погрешно-
стями ручного определения координат точек). 

 

Рис. 2. Изменение формы внутреннего контура осесимметричной заготовки  
при  вытяжке  с  утонением   стенки  (при  остановке  вытяжки  после  прохождения 

придонного участка): 
1 — внутренний контур до начала вытяжки; 2 — внутренний контур после остановки вы-
тяжки после прохождения придонного участка (Левый край соответствует входу стенки  
в классический ОПД, правый — верхнему краю стенки. По вертикальной оси отложено рас- 

стояние от точек внутреннего контура до оси заготовки) 
 

Хотя изменение расстояния от внутреннего края в результате вы-
тяжки составляет всего около 2 % на входе в ОПД и около 1 % в об-
ласти верхнего края стенки, однако качественно такое изменение 
означает: 
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1) наличие предварительной пластической деформации заготовки 
до входа в ОПД; 

2) изменение направления деформации в радиальном направле-
нии в ходе вытяжки с утонением стенки; 

3) увеличение внутреннего радиуса заготовки в области верхнего 
края стенки в ходе процесса вытяжки; 

4) формирование наклона (в сторону внешней поверхности заго-
товки) линий делительной сетки, расположенных до вытяжки гори-
зонтально. 

Можно еще предположить, что в случае более высокой исходной 
стенки за участком, где в ходе вытяжки происходит показанное  
на рис. 1 увеличение внутреннего радиуса заготовки, располагается 
участок, до которого влияние вталкивания заготовки в матрицу не 
распространяется, следовательно, его радиус должен остаться неиз-
менным. 

Вталкивание заготовки в конусную часть матрицы приводит  
к некоторому торможению материала срединной по толщине области 
стенки, что сказывается на части стенки, которая еще не вошла  
в ОПД, но подошла к нему достаточно близко, и, в свою очередь,  
к незначительному искривлению выпуклостью вверх линий дели-
тельной сетки, расположенных до вытяжки горизонтально. 

Кроме того, торможение материала стенки перед входом в ОПД 
приводит к локальному увеличению толщины стенки. В той части 
рис. 1, в которой внутренний контур после вытяжки оказывается 
ближе к оси заготовки, такое утолщение стенки составляет до 2 %.  

Выводы. 
1. Экспериментально установлено, что при вытяжке с утонением 

стенки материал стенок еще до входа в очаг пластической деформа-
ции претерпевает некоторую пластическую деформацию. 

2. Экспериментально установлено, что по крайней мере в верхней 
части стенки заготовки указанная деформация является разнонаправ-
ленной, т. е. если сначала происходят удлинение вдоль одной глав-
ной оси (растяжение в окружном направлении) и укорочение вдоль 
другой главной оси (сжатие в радиальном направлении), то затем (по 
мере приближения данной области стенки к входу в очаг пластиче-
ской деформации) направление деформации меняется на противопо-
ложное — теперь происходит сжатие в окружном направлении и рас-
тяжение в радиальном. 

3. Таким образом, деформация верхней части заготовки всегда 
является сложной. 

4. Экспериментально доказано, что вследствие возникающего не-
которого пластического утолщения стенки заготовки перед входом  
в основной очаг пластической деформации должно происходить не-
которое подтормаживание материала. 
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Continuum mechanic issues applied  
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Abstract. The article presents the results of an experimental study of 

the deformed state of the material during the implementation of its ma-
chining (drawing with thinning). In particular, new, not presented in the 
literature, effects and features in the dynamics of the process, influencing 
the formation of the final deformation, were discovered. The ways of us-
ing the mathematical apparatus used in mechanics of continuous media 
and the theory of plasticity to assess the stress-strain state of a material to 
take into account the discovered effects are proposed. 

Keywords: mechanics, destruction, material particle, deformation, monot-
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Аннотация. Рассмотрено влияние диаметра ВВ на крейсерские 

характеристики самолета с крылом большого удлинения. Численные 
исследования проведены по программе, основанной на осредненных 
по Рейнольдсу уравнениях Навье — Стокса.  

Ключевые слова: тянущий воздушный винт, интерференция воздуш-
ного винта, крыло большого удлинения. 

 
Вопросу взаимодействия струй воздушных винтов (ВВ), установ-

ленных на концах крыла, с элементами компоновки самолета посвя-
щены работы [1, 2]. В данной работе расчет проведен при числах Ма-
ха M = 0,145 и Рейнольдса Re = 0,3106. Исследованы три варианта 
обтекания прямого крыла: 1) без обдува струями ВВ, 2) с обдувом 
тянущего ВВ с диаметром 0,22 м и 3) с обдувом струями ВВ с диа-
метром 0,33 м. В расчетном исследовании был использован двухло-
пастной ВВ, установленный в концевом сечении крыла самолета.  
В работе сопоставлены результаты расчета без обдува струями ВВ  
с экспериментальными данными. Представлена пространственная 
картина течения вблизи крыла и приведено распределение давления 
на крыле при взаимодействии со струями возмущенного потока от 
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тянущего ВВ. Показано, что с увеличением диаметра ВВ возрастает 
его влияние на распределение давления по поверхности крыла, 
вследствие чего в сечениях за ВВ происходит локальное падение 
подъемной силы крыла.  
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Abstract. In this paper, we consider the effect of the propeller diame-

ter on the cruising characteristics of aircraft with a high aspect ratio wing. 
Numerical studies were performed using a program based on the Reyn-
olds-averaged Navier — Stokes equations. 

Keywords: pulling propeller, propeller interference, high aspect ratio 
wing. 

 
Works [1, 2] are devoted to the problem of interaction of jets propel-

lers installed at the wing ends with elements of aircraft layout. The calcu-
lation in this investigation was performed for Mach numbers M = 0.145 
and Reynolds numbers Re = 0.3·106. Three variants of flow around a 
straight wing are investigated: 1) without blowing by the propeller jets,  
2) with blowing by pulling propeller jets with diameter of 0.22 m, and  
3) with blowing by pulling propeller jets with diameter propeller of 0.33 m. 
A two-bladed propeller installed in the end section of the aircraft wing was 
used in the numerical study. It is shown that with an increase in the pro-
peller diameter, its influence on the pressure distribution over the wing 
surface increases, as a result of which a local drop in the wing lift occurs 
in the sections behind the propeller. The paper presents a picture of the 
flow around the wing when interacting with the jets of the disturbed flow 
from the pulling propeller. 



DOI: 10.18698/2308-6033-2021-4-2068 

Инженерный журнал: наука и инновации   # 4·2021                                             73 

References 

1. Kornushenko A.V., Kudryavtsev O.V., Teperin L.L., Teperina L.N., Shustov A.V., 
Orfinejad F., Thein M. Application of the principle of favorable interference to  
increase the aerodynamic performance of the propeller and wing configuration. 
TsAGI Science Journal, 2016, vol. 47, no. 8, pp. 839–850. 

2. Kornushenko A.V., Kudryavtsev O.V., Teperin L.L., Teperina L.N., Shustov A.V., 
Orfinejad F., Thein M. The investigation of the preferable interference of a tractor 
and pusher propellers mounted on the wing tips. TsAGI Science Journal, 2017,  
vol. 48, no. 1, pp. 1–9. 
 
 

Колебания жидкости в жестком прямоугольном баке  
с упругой перегородкой 
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Аннотация. Рассмотрены свободные колебания жидкости в баке 

с упругой перегородкой. Идеальная жидкость заполняет абсолютно 
жесткий сосуд прямоугольной формы с двумя отсеками на высоту H. 
Длина каждого отсека 1 ,l  2l  соответственно. Получено аналитиче-

ское, точное решение краевой задачи о малых колебаниях жидкости 
взаимодействующих с упругими колебаниями балки под действием 
гидродинамического давления жидкости. 

 
Freedom vibrations liquid in ridged rectangle tank  

with elasticity 
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Abstract. An analytical, exact solution to the boundary value problem 

of small vibrations of a liquid interacting with elastic vibrations of a beam 
under the action of the hydrodynamic pressure of a liquid has been  
obtained. 

 
Колебания жестких пластин в прямоугольном баке,  

заполненном жидкостью 
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Аннотация. Представлены разработанные аналитические (точ-
ные) методы решения задач о расчете частот собственных колебаний 
жестких и упругих перегородок в жестком прямоугольном баке, за-
полненном жидкостью. Результаты решения этих задач могут быть 
использованы при проектировании гидротехнических сооружений,  
а также в судостроении при анализе динамики элементов конструк-
ций крупных танкеров-нефтевозов и газовозов. Рассмотрено четыре 
случая. В первом случае бак закрыт с одного конца упруго заделан-
ной жесткой пластиной. Во втором — пластина упруго закреплена 
посередине бака. В третьем — в баке расположены две пластины из 
случаев 1 и 2. В четвертом случае рассмотрено решение краевой за-
дачи для упругой пластины-консоли, расположенной посередине ба-
ка. В последнем случае получено частотное уравнение, левая часть 
которого представляет собой мероморфную функцию с бесконечным 
числом простых полюсов. Одним из первых специалистов, получив-
ших результаты в данной проблеме гидроупругости, был П.К. Ишков. 

Ключевые слова: механический аналог, колебания, гидроупругость. 
 
Oscillations of rigid plates in a rectangular tank filled  

with liquid 
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* E-mail (speaker): a.pozhalostin@mail.ru 

 
Abstract. The article presents the developed analytical (exact) meth-

ods for solving problems of calculating the frequencies of natural vibra-
tions of rigid and elastic partitions in a rigid rectangular tank filled with 
liquid. The results of solving these problems can be used in the design of 
hydraulic structures, as well as in shipbuilding when analyzing the dynam-
ics of structural elements of large oil tankers and gas carriers. Four cases 
were considered. In the first case, the tank is closed at one end by an elas-
tically sealed rigid plate. In the second, the plate is elastically fixed in the 
middle of the tank. In the third case, two plates from cases 1 and 2 are lo-
cated in the tank. In the fourth case, the solution of the boundary value 
problem for an elastic cantilever plate located in the middle of the tank is 
considered. In the latter case, a frequency equation is obtained, the left 
side of which is a meromorphic function with an infinite number of simple 
poles. One of the first specialists to obtain results in this problem of hy-
droelasticity was P.K. Ishkov. 

Keywords: mechanical analogue, oscillations, hydroelasticity. 
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Аэродинамическая фокусировка мелкодисперсных  
водных капель в сверхзвуковом воздушном потоке 
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Исследованию взаимодействия двухфазных (дисперсных) пото-

ков с обтекаемыми телами посвящено множество работ (см., напри-
мер, обзор [1]). Наличие даже небольшого количества примеси (доли 
процента) в основном потоке может приводить к существенным из-
менениям его параметров на поверхности обтекаемого тела. В данной 
работе внимание сконцентрировано на влиянии примеси водных ка-
пель в сверхзвуковом воздушном потоке на температуру поверхности 
обтекаемого тела, а также на возможности аэродинамической фоку-
сировки частиц на стенку при организации в потоке скачков уплот-
нения малой интенсивности. Снижение температуры обтекаемой 
стенки в этом случае может позволить значительно повысить эффек-
тивность методов тепловой защиты, устройств безмашинного энер-
горазделения, способов интенсификации теплообмена и др. [2–4].  

Известно, что поверхность, обтекаемая высокоскоростным пото-
ком, разогревается до температуры, близкой к локальной температу-
ре торможения невозмущенного потока. Однако полного восстанов-
ления температуры до значения температуры торможения не 
происходит. Если поверхность тепло изолирована (непроницаема для 
теплового потока), то ее температура (адиабатная температура стенки 
Taw) будет равна температуре пристенного слоя газа, в общем случае 
не равной температуре торможения потока [5]. Мерой отклонения 
служит коэффициент восстановления температуры r, показывающий 
долю кинетической энергии потока, переходящей в тепло на стенке: 
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где Taw — адиабатная температура стенки, К; T0
* — температура тор-

можения в потоке, К; r — коэффициент восстановления температу-
ры; М — число Маха; γ — показатель адиабаты газа. 

При турбулентном безотрывном обтекании пластины и тел вра-
щения с гладкими образующими (цилиндр, конус) коэффициент вос-
становления температуры составляет около 0,89±0,01 [5]. Однако 
стенка может нагреваться (r возрастает) или охлаждаться (r снижает-
ся) при воздействии градиента давления, усложнении формы поверх-
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ности и наличии сильных возмущений в потоке (скачки уплотнения, 
отрывные течения, фазовые переходы). 

В исследованиях сверхзвуковых потоков уменьшение адиабатной 
температуры стенки (эффект аэродинамического охлаждения) фикси-
руется в области отрывных и возвратных течений при обтекании ре-
бер, уступов, лопаток, обтекателей различных форм и т. п. [6–10].  
В области многофазных течений в литературе представлен ряд работ, 
посвященных данному вопросу. В работе [11] экспериментально пока-
зано, что адиабатная температура стенки, обтекаемой сверхзвуковым 
потоком влажного пара, может быть равна температуре насыщения 
потока, если в потоке присутствуют капли воды определенного разме-
ра и концентрации. В работах [13–15] численно показано, что наличие 
даже очень малой концентрации капель в основном потоке может при-
водить к значительному снижению адиабатной температуры стенки. 
Попаданию капель в пограничный слой может способствовать меха-
низм аэродинамической фокусировки частиц в сверхзвуковом потоке. 
Согласно результатам исследований [16], дисперсные частицы фоку-
сируются вдоль фронта скачка уплотнения. Таким образом, искус-
ственная генерация скачков уплотнения малой интенсивности в газо- 
капельном потоке может позволить снизить аэродинамический нагрев 
обтекаемой поверхности. 

В работе представлены результаты сравнительного исследования 
обтекания пластины сверхзвуковым воздушным и воздушно-капель-
ным потоками. Экспериментальные исследования проводились на 
сверхзвуковом аэродинамическом стенде (рис. 1) с использованием 
систем регистрации данных National Instruments, автоматизирован-
ных программ опроса и обработки показаний сенсорных устройств 
в среде LabView, термопар с термокомпенсацией, зондовых измере-
ний, тепловизионных и оптических методов визуализации картины 
течения [17, 18].  

 
Рис. 1. Схема проведения эксперимента: 

Т0
* — полная температура набегающего потока; P0

* — полное давление в форкамере;  
P — статическое давление на стенке; Tw — температура модели 
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Рис. 2. Визуализация течения лазерным ножом, тепловизионная картина течения 
воздушного и воздушно-капельного сверхзвукового потока (слева направо) 
 
Металлическая пластина устанавливалась вертикально в рабочем 

канале аэродинамической установки. Капли дистиллированной воды 
в воздушный поток распылялись в форкамере через центробежные 
форсунки мелкодисперсного распыла «полый конус». Массовая кон-
центрация жидкости составляла до 0,5 % расхода воздуха, средний 
диаметр капель по Заутеру — 80 мкм, число Маха набегающего по-
тока М = 2,0–3,0. Результаты измерений температуры поверхности 
пластины для случая однофазного (без капель) воздушного потока 
сравнивались с результатами для воздушно-капельного потока при 
одинаковых параметрах в форкамере. 

С помощью визуализации лазерным ножом (рис. 2) было показа-
но, что большая часть впрыскиваемых в форкамере капель концен-
трируется в центральной части канала, не доходя до стенки. При 
установке модельной пластины поперек потока в центральной части 
канала не удалось добиться существенного снижения температуры 
модели. Возможно, причиной тому является отклонение линий тока 
вдоль головного скачка уплотнения, в результате чего капли не попа-
дали в пограничный слой.  

С целью фокусировки частиц в направлении формирующегося на 
модели пограничного слоя перед моделью был установлен клин — 
генератор скачка уплотнения. В этом случае впервые удалось до-
биться выраженного снижения температуры стенки в области паде-
ния скачка уплотнения на стенку (см. рис. 2). Невооруженным взгля-
дом можно было видеть образование ледяных наростов на 
обтекаемой стенке со сниженной температурой на величину до 15°. 
Дальнейшее увеличение эффекта, по-видимому, связано с подбором 
оптимальной конфигурации скачков уплотнения, относительного 
расхода жидкости, режимных параметров потока и размера впрыски-
ваемых частиц.  

Работа выполняется в рамках госбюджетной темы  
АААА-А16-116021110200-5 НИИ механики МГУ. 
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Метод типа Барнса — Хата решения граничного  
интегрального уравнения, возникающего в вихревых 

методах вычислительной гидродинамики 
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Аннотация. Объектом исследования работы являются двумер-

ные лагранжевы вихревые методы вычислительной гидродинамики. 
При моделировании обтекания профиля вихревыми методами наибо-
лее трудоемкой операцией является расчет конвективных скоростей 
вихревых частиц, что по сути означает вычисление их парных взаи-
модействий. При решении задач обтекания систем подвижных друг 
относительно друга тел возрастает вычислительная сложность про-
цедуры решения граничного интегрального уравнения на профиле, 
выражающего собой граничное условие прилипания, что существен-
но ограничивает область применимости вихревых методов.  

В работе предложена модификация быстрого метода Барнса — 
Хата с использованием идей мультипольных и локальных разложений 
для решения задачи расчета взаимодействия набора вихревых частиц 
между собой. Метод имеет логарифмическую вычислительную слож-
ность вместо квадратичной (при прямом расчете), что позволяет суще-
ственно снизить время расчетов при большом числе рассматриваемых 
частиц. Предложена адаптация метода к итерационному решению ли-
нейной системы, аппроксимирующей граничное интегральное уравне-
ние. С использованием разработанной модификации быстрого метода 
реализованы как расчетные схемы, обеспечивающие выполнение гра-
ничного условия в отдельных точках профиля, так и более точные, 
позволяющие учитывать распределение решения вдоль панелей про-
филя. Помимо существенного уменьшения времени расчетов, другим 
преимуществом использования данного подхода является отсутствие 
необходимости хранения матрицы системы полностью — необходимо 
сохранять лишь те ее коэффициенты, которые рассчитываются 
«напрямую».  

Ключевые слова: вихревой метод, граничное интегральное уравне-
ние, метод Барнса — Хата, задача N тел. 
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Barnes — Hut-type method for boundary integral equation 
in vortex particle method of computational fluid dynamics 
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Abstract. The lagrangian vortex method of computational fluid dy-

namics is considered. Generally, for the problem of the two-dimensional 
flow simulation around airfoils the most time-consuming operation is con-
vective velocities computation (squared computational complexity), that 
leads to the necessity of particles pairs interactions calculation. If the sys-
tem of several airfoils is considered, which somehow moves relative to 
each other, the other time-consuming operation in vortex method is  
a boundary integral equation solution, which is an analogue of boundary 
no-slip condition. These facts limit the vortex method range of applicabil-
ity significantly. We suggest the fast Barnes — Hut method modification 
based on the multipole method ideas with local expansions for both men-
tioned operations in vortex method — particles interactions calculation 
and boundary integral equation solution. The method has logarithmic 
computational complexity instead of the squared one that significantly re-
duced the computational time when the number of particles is large. Also, 
an adaptation of fast method for the iterative solution of the linear system 
that approximates the boundary integral equation is proposed. Besides, the 
method can be used as for numerical scheme, when the boundary condi-
tion is satisfied only in some control points, and for more accurate 
schemes as well, when the distribution of the solution is taking into ac-
count. Moreover, the fast method allows not to store the full system ma-
trix, but only some of its coefficients, which are calculated exactly. 

Keywords: vortex method, boundary integral equation, Barnes — Hut 
method, N-body problem. 
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Использование разрывного метода Галеркина  
для решения задач газовой динамики 
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Аннотация. Работа посвящена разработке и реализации проце-

дуры численного решения системы уравнений газовой динамики раз-
рывным методом Галеркина. Вычислительный алгоритм реализован  
в виде прототипа программного комплекса на языке C++ и верифи-
цирован на тестовых задачах. Проведен анализ качества получаемого 
численного решения в зависимости от выбора численного потока, 
индикатора «проблемных» ячеек и лимитера. Построена и реализова-
на численная схема для моделирования течений вязкого газа. Пока-
зана эффективность распараллеливания и хорошая масштабируе-
мость алгоритма. 

Ключевые слова: RKDG-метод, газовая динамика, лимитер. 
 
При решении инженерных задач аэро- и гидродинамики требует-

ся высокое разрешение моделирования течений жидкости и газа. При 
выборе численного метода для поиска решения необходимо учиты-
вать правильность воспроизведения решения в областях, где оно пре-
терпевает сильные изменения во времени и пространстве, в частно-
сти, на ударных волнах, волнах разрежения и контактных разрывах. 
Для задач газовой динамики часто применяются конечно-объемные 
схемы типа Годунова, которые позволяют определить средние вели-
чины искомого решения на ячейках сетки. Методы этого типа дают 
точное решение задачи о распаде произвольного разрыва, они кон-
сервативны и сохраняют монотонность профилей сеточных функций. 
Однако такой подход обеспечивает только первый порядок аппрок-
симации по пространству на гладких решениях, поэтому для каче-
ственной передачи особенностей решения приходится существенно 
уменьшать шаг сетки. Избежать такой ситуации можно с помощью 
методов повышенного порядка аппроксимации. Но тогда, как прави-
ло, возникает другая проблема: приходится расширять шаблон ап-
проксимации. Для двумерных и трехмерных течений, моделируемых 
на неструктурированных сетках, это может быть нетривиальной  
задачей. 

В последние годы идет активное развитие разрывного метода Га-
леркина, который также называют RKDG-методом (Runge — Kutta 
Discontinuous Galerkin). Он относится к эффективным численным  
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методам решения задач с разрывными решениями и большими гра-
диентами решения. Основная идея разрывного метода Галеркина со-
стоит в использовании полиномиальной аппроксимации решения 
внутри ячейки и приближенном решении задачи Римана о распаде 
разрыва на ее границе. Этот подход обеспечивает сохранение ком-
пактного шаблона аппроксимации за счет повышения порядка чис-
ленного решения на каждой ячейке сетки. Кроме того, использование 
компактного шаблона дает возможность решать задачи в областях 
сложной формы на неструктурированных сетках. Преимуществом 
RKDG-метода является использование явной схемы расчета, что 
упрощает разработку численного алгоритма и позволяет эффективно 
распараллелить вычисления. 

Указанные достоинства разрывного метода Галеркина делают его 
перспективным инструментом решения широкого класса задач, одна-
ко его практическая реализация сопряжена с некоторыми трудностя-
ми. Высокий порядок аппроксимации приводит к возникновению не-
физичных осцилляций решения вблизи разрывов; для их подавления 
используются различные функции-лимитеры, которые позволяют 
корректировать величину производных приближенного решения. 
Однако применение лимитеров может привести к снижению порядка 
точности схемы в области с гладким решением. Чтобы этого избе-
жать, используются так называемые функции-индикаторы проблем-
ных ячеек. Необходимость поиска проблемных ячеек и монотониза-
ции решения увеличивает вычислительную сложность алгоритма. 
Технологии лимитирования и индикации «проблемных» ячеек для 
одномерных течений развиты весьма хорошо, однако далеко не все 
они могут быть перенесены на двумерные и трехмерные задачи.  

Идеальные (невязкие) течения, описываемые уравнениями Эйле-
ра, можно рассматривать как упрощенную модель реального газа, 
при течении которого возникают вязкие напряжения. Добавление со-
ответствующих членов в математическую модель приводит к рас-
смотрению уравнений Навье — Стокса, для численного решения ко-
торых требуются существенная модификация и адаптация алгоритма 
RKDG-метода, связанная с появлением в уравнении эллиптического 
(по пространственным переменным) оператора. 

Значительная часть существующих реализаций RKDG-метода ис-
пользует аппроксимации решения высокого порядка (вплоть до 5-6), 
но лишь для гладких решений. Непосредственному проведению расче-
тов обтекания, особенно в областях сложной формы, разрешению тон-
ких структур течений вязкого газа и моделированию неустойчивостей 
посвящено значительно меньше работ. Это связано с объективными 
трудностями эффективной реализации соответствующих алгоритмов  
и с принципиальной сложностью задачи численной монотонизации 
решения в случае возникновения разрывов. Поэтому до сих пор не  
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существует универсальных решений, которые обеспечивали бы при-
емлемое качество разрешения разрывов при адекватных затратах вы-
числительных ресурсов и были бы применимы к широкому классу  
задач. 

В работе представлена разработка и адаптация алгоритма RKDG-
метода для численного моделирования двумерных течений вязкого 
нетеплопроводного сжимаемого газа. Представлен прототип парал-
лельного программного комплекса, реализующий RKDG-метод на 
неструктурированных сетках.  

В качестве тестовой задачи рассмотрена задача Сода с круговым 
возмущением, решение которой содержит три типа разрывов: удар-
ная волна, волна разрежения и контактный разрыв. Были протестиро-
ваны различные реализации технологий расчета численных потоков 
и подходов к лимитированию численного решения. Показано, что 
лимитер, основанный на локальном принципе максимума, характери-
зуется повышенной численной вязкостью по сравнению с лимитером 
на основе WENO-подхода.  

Для тестирования моделирования течения вязкого газа рассмот-
рен центрированный круглый вихрь Ламба с заданной конечной ин-
тенсивностью. Для этой задачи известно точное решение для эволю-
ции поля скоростей для случая несжимаемой среды, занимающей 
безграничную область. Показано хорошее согласование численного 
решения с аналитическим.  

Эффективность распараллеливания реализованного прототипа 
программного комплекса продемонстрирована на задаче о двойном 
маховском отражении ударной волны, набегающей на косой уступ,  
и на задаче Сода в области сложной формы: ускорение остается 
практически линейным даже при использовании большого количе-
ства вычислительных узлов и при обработке на одном процессоре 
менее 1000 ячеек.  
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RKDG method for solution of gas dynamics equations 
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Abstract. This work is concentrated on the development and using of 

Runge — Kutta Discontinuous Galerkin method for the simulation of gas 
flows. The numerical algorithm is implemented in C++ in-house prototype 
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and verified on the set of test cases. The report presents an analysis of 
quality of the numerical solution in dependency on Riemann solver type, 
indicators of “problem” cells and limiters. The numerical algorithm is ex-
tended to the model of viscous gas. The good efficiency of parallelization 
and good scalability is presented. 

Keywords: RKDG method, gas dynamics, limiter. 
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Оценка предельной частоты колебаний капли в потоке 
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Аннотация. Изучение дробления капли является актуальной зада-

чей, так как этот процесс часто встречается в природе и используется  
в технике. Как известно, существует область равновесных значений 
капли при ее деформации в потоке. Каплю можно приблизительно 
считать эллипсоидом. В этом случае показано, что в области равнове-
сия капли имеет место подобласть, где капля находится в неустойчи-
вом состоянии и распадается. На распад капли влияют возникающие  
в ней колебания. В данной работе производится оценка частоты таких 
колебаний. Причем полагается, что колебания происходят преимуще-
ственно вдоль осей эллипсоида. Колебания полагаются малыми. Час- 
тота определяется из уравнения динамики колебаний эллипсоида. По-
лучена предельная частота колебаний при критическом соотношении 
полуосей эллипсоида. 

Ключевые слова: динамика капли, дробление, колебания капли, число 
Вебера, поверхностное натяжение, аэродинамическое давление.  

 

Estimation of the limiting frequency of drop vibrations  
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Abstract. The study of droplet crushing is an urgent task, since this 

process is often found in nature and is used in engineering. As is known, 
there is a region of equilibrium values of a drop when it is deformed in  
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the flow. The drop can be roughly considered an ellipsoid. In this case, it 
is shown that in the region of equilibrium of the drop there is a subdomain 
where the drop is in an unstable state and decays. The decay of a drop is 
affected by the vibrations that occur in it. In this paper, the frequency of 
such oscillations is estimated. Moreover, it is assumed that the oscillations 
occur mainly along the axes of the ellipsoid. Fluctuations are assumed to 
be small. The frequency is determined from the equation of oscillation dy-
namics of the ellipsoid. The limiting frequency of oscillations is obtained 
for the critical ratio of the ellipsoid semi-axes. 

Keywords: drop dynamics, crushing, drop vibrations, Weber number, sur-
face tension, aerodynamic pressure. 

 
 

Численное исследование аэродинамических  
характеристик возвращаемого аппарата и донного  
элемента конструкции в процессе их разделения 
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Спуск возвращаемого аппарата (ВА) в атмосфере Земли сопро-

вождается отделением некоторых элементов его конструкции. Одним 
из таких элементов может быть крышка люка парашютного контейне-
ра (КЛПК), расположенная в донной части ВА. После отделения 
КЛПК находится в непосредственной близости от ВА, в результате че-
го имеет место взаимная аэродинамическая интерференция. Данное 
явление существенно влияет на безопасность отделения, поскольку 
происходит изменение суммарных аэродинамических характеристик 
(АДХ) как ВА, так и КЛПК, что может привести к возникновению ко-
лебаний и столкновению. Ранее проводились экспериментальные ис-
следования обтекания ВА и находящейся вблизи него донной КЛПК,  
а также определение минимального импульса толкателей, необходи-
мого для безопасного отделения крышки [1], однако в работе не было 
исследовано влияние силы толкателей КЛПК на процесс ее отделения 
при различных углах атаки. 

В настоящей работе рассматривается решение сопряженной зада-
чи аэродинамики и динамики движения КЛПК, расположение кото-
рой предусмотрено на кормовой поверхности ВА, при ее отделении  
с учетом аэродинамической интерференции. Расчеты выполняются  
в пакете FlowVision с применением технологии динамических сеток. 
Определяются аэродинамические характеристики неподвижного 
спускаемого аппарата и подвижной крышки. Выявляются особенно-
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сти обтекания, оценивается влияние кинематических параметров на 
безопасность отделения. Выявлены режимы, при которых происхо-
дит столкновение КЛПК и ВА. При нулевом угле атаки проведен  
импульсный анализ, и определена минимальная начальная скорость 
для безопасного отделения крышки.  
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During reentry vehicle (RV) moving in the Earth’s atmosphere, frontal 

heat shield (FHS) is separated. After separation, when FHS moves in  
the immediate vicinity of the RV, there is mutual aerodynamic interfer-
ence, which significantly affects the separation safety. As a result of this 
effect, changing the total aerodynamic characteristics of both the RV and 
the FHS occurs, which can lead to oscillations and collision. Earlier, nu-
merical modeling of the flow around the RV and the nearby FHS was car-
ried out [1], however, the effect FHS motion on the aerodynamics charac-
teristics during separation was not taken into account in the work. 

In this paper, the problem of the joint flow around an FHS and RV  
using fixed and dynamic grids in a spatially unsteady setting is considered. 
Features of the flow are revealed; the influence of the FHS motion in the 
incident flow on the RV and FHS aerodynamics characteristics is estimat-
ed. Comparison of aerodynamics characteristics is carried out in the calcu-
lation using various varieties of grids. It is noted that the FHS velocity 
presence is a determining factor both in the aerodynamics characteristics 
changing and in the flow structures transformation, unlike calculations 
with a fixed grid. In conclusion, the influence of the detachable elements 
speed movement should be taken into account during calculations using a 
dynamic grid; as a result acceptable results for engineering practice are  
obtained. 
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Вихревые структуры и гамильтонова геометрия 
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Аннотация. Геометризация описания вихревых гидродинамиче-

ских систем может быть проведена на основе введения потенциалов 
Монжа — Клебша. Для этого строим лагранжиан потока, преобразу-
ем его по Лежандру в функцию Гамильтона и определяем гамильто-
ново пространство на касательном расслоении над потенциальным 
многообразием Монжа. Вычислив гессиан гамильтониана, получим 
коэффициенты фундаментального тензора гамильтонова простран-
ства, определяющие его метрику. Далее определяем аналоги коэффи-
циентов Кристоффеля для N-линейной связности. Рассматривая 
уравнения Эйлера — Лагранжа с этими коэффициентами связности, 
приходим к геодезическим уравнениям для «вертикальных» траекто-
рий в гамильтоновом пространстве. Анализируя полученную систему 
уравнений геодезического движения на предмет возможного увеличе-
ния или уменьшения бесконечно малого расстояния между геодезиче-
скими вертикальными траекториями (решения соответствующей си-
стемы уравнений Якоби — Картана), можем сформулировать общие 
критерии распада и разрушения вихревой континуальной системы. 

Ключевые слова: потенциалы Монжа, гессиан, девиация геодезиче-
ских уравнений, лагранжиан.  
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Vortex structures and Hamilton geometry 
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Abstract. Geometrization of the description of vortex hydrodynamic 

systems can be carried out on the basis of the introduction of the Monge — 
Clebsch potentials. To do this, we construct the Lagrangian of the flow, 
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transform it according to Legendre into a Hamiltonian function, and define 
the Hamiltonian space on the cotangent bundle over the potential Monge 
manifold. By calculating the Hessian of the Hamiltonian, we obtain the co-
efficients of the fundamental tensor of the Hamiltonian space, which deter-
mine its metric. Next, we define analogs of the Christoffel coefficients for 
the N-linear connection. Considering the Euler-Lagrange equations with 
these connectivity coefficients, we arrive at geodesic equations for “verti-
cal” trajectories in Hamiltonian space. Analyzing the resulting system of 
equations of geodesic motion for a possible increase or decrease in the infi-
nitely small distance between geodesic vertical paths (solutions of the corre-
sponding system of Jacobi — Cartan equations), we can formulate general 
criteria for the decay and destruction of a vortex continuous system. 

Keywords: Monge potentials, Hessian, geodesics deviation, Lagrangian. 
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Исследование равновесной свободной поверхности  

капиллярной жидкости в топливных баках 
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Аннотация. Рассмотрена осесимметричная задача об определе-

нии форм равновесия жидкости в тороидальных баках в условиях 
микрогравитации. При отсутствии значительных массовых гравита-
ционных сил поведение жидкого топлива в баках начинают опреде-
лять силы поверхностного натяжения и межмолекулярные силы на 
границе жидкости с твердой стенкой. На основе принципа стацио-
нарности потенциальной энергии выведены условия равновесия за-
мкнутой системы жидкости — газа с твердой стенкой в условиях 
микрогравитации. Приведена система дифференциальных уравнений, 
трудности численного решения которой состоят в определении трех 
предварительно неизвестных констант, и для их решения составлены 
условие Дюпрэ — Юнга, условие соприкосновения с твердой стенкой 
и условие сохранения объема жидкости.  

Ключевые слова: капиллярная жидкость, тороидальный сосуд, равно- 
весная свободная поверхность, задача Коши. 
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В условиях космического полета возникают трудные проблемы 
по обеспечению надежного питания двигателя топливом и по опре-
делению гидродинамических характеристик колебаний жидкости. 
Для их решения необходимо предварительно определить равновес-
ную свободную поверхность капиллярной жидкости. Исследование 
равновесия капиллярной жидкости в сосуде тороидальной формы ак-
туально для дальнейшего конструирования топливных баков, так как 
в последние годы тороидальные баки в связи с их преимуществами  
в компоновке больше применяются в разгонных блоках. 

Напишем условия равновесия системы газ — жидкость — твер-
дая стенка: 

 
2

0

12

ρ
2 Bo , Bo Σ ; 

σ

gr
H z C    

   12 0 23 13σ cosα σ σ 0 γ .    

Задача о нахождении формы равновесной поверхности сводится к 
построению решения уравнения Лапласа при граничном условии 
Дюпре — Юнга и условия сохранения объема жидкости. Случай 
Bo 0  приводит к известной в дифференциальной геометрии задаче 
об изучении поверхности постоянной средней кривизны.  

Для применения метода Рунге — Кутты преобразуем уравнение 
Лапласа в следующую систему дифференциальных уравнений 1-го 
порядка: 

       , ;r s u s z s v s    

       
 

Bo ;
v s

u s v s z s C
r s

 
     

 
  

       
 

Bo .
v s

v s u s z s C
r s

 
   

 
 

Начальные условия имеют следующую форму: 

       1 10 δ sin θ , 0  cos θ ;r z    

       1 1 0 cos θ , 0 sin θ ,u v         

где 0 0δ /R r . 

Условия соприкосновения свободной поверхности с твердой 
стенкой: 

     2 2
1;l s r s z s        
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условие Дюпре — Юнга: 

       1 1
0sin sin ;s r s z s       

условие сохранения объема жидкости: 

     
2

1

θ

0
0 θ

2 cos  sin cos .
s

V s zrr ds d V
 
             
 
 

   

На основе метода Рунге — Кутты 4-го порядка в программе 
MATLAB получены формы равновесия капиллярной жидкости для 
различных практически важных ситуаций. Количественно оценено 
влияние различных параметров, таких как угол смачивания 0α , число 

Бонда Во, соотношение радиусов окружностей 0 0δ /R r  и относи-

тельный объем заполнения жидкостей 0,V  на форму равновесия  

капиллярной жидкости. 
В будущем будут исследованы равновесные свободные поверх-

ности при малых углах смачивания  0,1 0 , так как именно в этом 

диапазоне находятся углы смачивания реального ракетного топлива  
в баках. Кроме того, на основе полученной формы свободной по-
верхности можно исследовать колебания жидкости в условиях микро- 
гравитации. 
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Study of the equilibrium free surface of capillary fluids  
in a toroidal vessel 
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Abstract. The paper considers the problem of determining the shapes 

of the free surface of liquids in containers of a torus shape under micro-
gravity conditions. In the absence of significant mass gravitational forces, 
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the behavior of liquid fuel in tanks begins to be determined by surface ten-
sion forces and intermolecular forces at the interface of the liquid with  
a solid wall. Equilibrium conditions of a closed liquid-gas system with a 
solid wall are derived on the basis of the principle of stationarity of poten-
tial energy. A system of differential equations is presented, the difficulties 
of numerical solution of which consist in determining three previously un-
known constants and for their solution the Dupre — Young condition, the 
condition for contact with a solid wall and the condition for the conserva-
tion of the volume of liquid are compiled. 

Keywords: capillary fluid, toroidal vessel, equilibrium free surface,  
Cauchy problem. 

 
In conditions of space flight, difficult problems arise in ensuring relia-

ble fuel supply to the engine and in determining the hydrodynamic charac-
teristics of fluid vibrations. To solve them, it is necessary to first deter-
mine the equilibrium free surface of the capillary liquid. The study of the 
equilibrium of a capillary liquid in a toroidal vessel is relevant for the fur-
ther design of fuel tanks, since in recent years, toroidal tanks, due to their 
advantages in layout, are more used in upper stages. 

Let us write the equilibrium conditions for the “gas–liquid–solid wall” 
system: 

 
2

0

12

ρ
2 Bo , Bo Σ ; 

gr
H z C  


 

   12 0 23 13cos 0 .        

The problem of finding the shape of an equilibrium surface is reduced 
to constructing a solution to the Laplace equation under the Dupre — 
Young boundary condition and the condition for the conservation of the 
volume of the liquid. The case of total weightlessness leads to the well-
known problem in differential geometry of studying a surface of constant 
mean curvature. 

To apply the Runge — Kutta method, we transform the Laplace equa-
tion into the following system of 1-st order differential equations: 

       , ;r s u s z s v s    

       
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       
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The initial conditions have the following form: 

       1 10 sin θ , 0  cos θ ;r z     

       1 1 0 cos θ , 0 sin θ ,u v         

where 0 0./R r   

Conditions for free surface contact with a solid wall: 

     2 2
1;l s r s z s        

the Dupre — Young boundary condition: 

       1 1
0sin sin ;s r s z s       

the condition for maintaining the volume of liquid: 

    
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θ

0
0 θ

2 cos  sin c .os
s

V s zrr ds d V
 
            
 
 

   

On the basis of the Runge — Kutta method of the 4th order in  
the MATLAB program, the forms of equilibrium of a capillary liquid for 
various practically important situations are obtained. The influence of var-
ious parameters, such as the contact angle 0α ,  the Bond number Bo,   

the ratio of the radii of the circles 0 0δ /R r  and the relative filling vol-

ume of liquids 0 ,V  on the shape of the equilibrium of the capillary liquid, 

was quantitatively evaluated. 
In the future, equilibrium free surfaces will be studied at small contact 

angles, since it is in this range that the contact angles of real propellant in 
tanks are located. In addition, on the basis of the obtained shape of the free 
surface, it is possible to investigate the oscillations of a liquid under mi-
crogravity conditions. 
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