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Получена функция распределения флуктуаций скорости броунов-
ской частицы с учетом случайных гауссовых изменений коэффици-
ента вязкого трения. Показано, что эта функция распределения в
предельных случаях совпадает с распределениями Коши и Максвел-
ла.
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Традиционное описание броуновского движения основывается на
использовании уравнения Ланжевена для скорости броуновской ча-
стицы и получении на его основе уравнения Фоккера – Планка для
функции распределения флуктуаций указанной скорости [1, 2]. При
таком подходе можно достаточно адекватно описывать броуновское
движение в первом приближении, но не удается учитывать флуктуа-
ции коэффициента вязкого трения [3, 4]. Эти флуктуации могут быть
учтены при применении немарковского описания броуновского дви-
жения [5, 6].

Одной из задач описания броуновского движения в среде с флукту-
ирующим коэффициентом вязкого трения является построение функ-
ции распределения флуктуаций скорости движения броуновской ча-
стицы, которая может отличаться от распределения Максвелла [7]. В
данной работе определена функция распределения скоростей броунов-
ской частицы для стационарного случая.

Рассмотрим броуновское движение частицы с учетом флуктуаций
коэффициента вязкого трения. В этом случае уравнение для одномер-
ного движения броуновской частицы можно записать в виде [8, 9]

m
dv

dt
+mαv + η (t) v = ξ (t) + F, (1)

где m — масса броуновской частицы; v — ее скорость; α — коэф-
фициент трения; η (t) — δ-коррелированный гауссовский случайный
процесс, описывающий флуктуации коэффициента трения; ξ (t) — δ-
коррелированный гауссовский случайный процесс, описывающий си-
лу Ланжевена [1]; F — внешняя детерминированная сила. Будем счи-
тать, что средние значения случайных процессов η (t) и ξ (t) равны
нулю, т.е.
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〈η (t)〉 = 0;

〈ξ (t)〉 = 0,

а их корреляционные функции соответственно:

〈η (t2) η (t1)〉 = 2mβδ (t2 − t1) ,

〈ξ (t2) ξ (t1)〉 = 2mαkTδ (t2 − t1) ,

〈η (t2) ξ (t1)〉 = 0.

Здесь k — постоянная Больцмана; T — абсолютная температура среды.

Представим уравнение (1) в форме дифференциального уравнения
Ито

dv

dt
= −

(
F

m
− αv

)

+
1

m
ξ (t)−

v

m
η (t) .

Тогда в соответствии с работой [10] можно записать уравнение
Фоккера – Планка для функции распределения f (v, t)

∂f (v, t)

∂t
=

= −
∂

∂v

((
F

m
− αv

)

f (v, t)

)

+
∂2

∂v2

((
αkT

m
+
β

m
v2
)

f (v, t)

)

. (2)

Определим стационарное распределение для скорости броуновской
частицы v. При F = const уравнение Фоккера – Планка (см. формулу
(2)) для стационарной функции распределения f (v) принимает вид

d

dv

((
F

m
− αv

)

f (v)

)

−
d2

dv2

((
αkT

m
+
β

m
v2
)

f (v)

)

= 0. (3)

После интегрирования уравнение (3) может быть записано в форме

d

dv

((
αkT

m
+
β

m
v2
)

f (v)

)

=

(
F

m
− αv

)

f (v) , (4)

где константа интегрирования принята равной нулю.

Представим уравнение (4) в виде

(
A1 + A2v

2
) df (v)

dv
= − (Bv − Fm) f (v) , (5)

где введены следующие обозначения:

A1 =
αkT

m
,

A2 =
β

m
,

40 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2012



B = α +
2β

m
,

Fm =
F

m
.

Тогда дифференциальное уравнение (5) запишем в форме

df

f
= −

Bv − Fm
A1 + A2v2

dv. (6)

После интегрирования выражения (6) получаем [11]

f (v) = G exp

(

−
B

2A2
ln
(
A1 + A2v

2
)
)

×

× exp

(
Fm√
A1A2

arctg

(√
A2

A1
v

))

, (7)

где константа интегрирования G определяется из условия нормировки
функции распределения f (v). Выражение (7) преобразуем к виду

f (v) =
G

(A1 + A2v2)
γ exp

(
Fm√
A1A2

arctg

(√
A2

A1
v

))

(8)

или

f (v) =
Gmγ

(αkT + βv2)γ
exp

(
F

√
αβkT

arctg

(√
β

αkT
v

))

.

Здесь введено обозначение

γ =
B

2A2
= 1 +

αm

β
. (9)

Рассмотрим частные случаи. Если внешняя детерминированная си-
ла отсутствует (F = 0), то функция распределения (8) принимает фор-
му

f (v) =
G

(A1 + A2v2)
γ . (10)

Используя условие нормировки функции распределения f (v),
∞∫

−∞

f (v) dv = 1 ,

определим константу G [11, 12]

G−1 =

∞∫

−∞

1

(A1 + A2v2)
dv =

√
πΓ (γ + 1/2)

(γ − 1/2) Γ (γ)

√
A1

A2

1

Aγ1
,
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где Γ (γ) — гамма-функция.
Тогда функция распределения (10) принимает вид

f (v) =
(γ − 1/2) Γ (γ)
√
πΓ (γ + 1/2)

√
A2

A1

Aγ1
(A1 + A2v2)

γ (11)

или

f (v) =
(γ − 1/2) Γ (γ)
√
πΓ (γ + 1/2)

√
β

αkT

(αkT )γ

(αkT + βv2)γ
.

Если α → 0, то A1 → 0, а γ → 1, и выражение (11) принимает
форму распределения Коши [10]

f (v) =

√
αβkT

π (αkT + βv2)

∣
∣
∣
∣
α→0

. (12)

Очевидно, что при α = 0 функция распределения

f (v) ∼
1

v2
,

и нормировку для нее осуществить невозможно ввиду расходимости
при v = 0.

При β = 0 величина A2 = 0, а параметр γ → ∞. В этом случае
функция распределения (11) принимает вид распределения Максвелла

f (v) =

√
m

2πkT
exp

(

−
mv2

2kT

)

. (13)

Формулу (13) можно получить путем решения уравнения (4) при β = 0
и F = 0.

Таким образом, соотношение между параметрами α и β определяет
вид функции распределения (см. формулу (9)). При αm << β функция
распределения близка к распределению Коши (12), а при αm >> β —
к распределению Максвелла (13).

Полученное выше выражение для функции распределения флукту-
аций скорости броуновской частицы в среде с флуктуирующим коэф-
фициентом трения позволяет путем экспериментального определения
отличия функции распределения скоростей броуновской частицы от
распределения Максвелла устанавливать характеристики флуктуаций
коэффициента вязкого трения. Мера Кульбака, метод эксперименталь-
ного определения которой предложен в работе [13], может служить в
качестве критерия отличия.
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