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Рассмотрен пространственный управляемый гелиоцентрический перелет Земля — 
Марс космического аппарата с неидеально отражающим солнечным парусом. 
Представлена новая математическая модель движения с учетом динамики дви-
жения относительно центра масс под действием сил и моментов от светового 
давления. С целью реализации перелета сформирован алгоритм управления косми-
ческим аппаратом на базе законов локально-оптимального управления для наиско-
рейшего изменения оскулирующих элементов. Управление ориентацией солнечного 
паруса осуществляется с помощью тонкопленочных элементов управления, распо-
ложенных по периметру поверхности солнечного паруса. В результате моделиро-
вания движения определены длительность и траектория перелета, программа 
управления и необходимые проектные параметры космического аппарата с сол-
нечным парусом.  
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Введение. Солнечный парус (СП) — это приспособление, в кото-

ром используется давление солнечного света на отражающую по-
верхность для приведения в движение космического аппарата 
(КА) [1]. За последнее десятилетие космическими агентствами США, 
Японии и Европы [1–5] было запущено несколько технологических 
КА для исследования возможности применения СП в качестве двига-
тельной установки. 

Цель настоящей статьи — формирование алгоритма управления 
КА для совершения пространственного перелета Земля — Марс. Ал-
горитм управления включает в себя набор законов локально-
оптимального управления (ЗЛОУ), предназначенных для изменения 
одного из оскулирующих элементов:  

• большой полуоси A;  
• фокального параметра p;  
• эксцентриситета e;  
• радиуса афелия rα;  

• радиуса перигелия rπ;  
• аргумента перигелия w;  
• наклонения i;  
• долготы восходящего узла Ω.  

В качестве двигательной установки используется неидеально от-
ражающий СП, отличающийся от идеально отражающего способом 
расчета величины и направления ускорения, при котором учитывают 
падающие и зеркально отраженные фотоны и диффузные отражения, 
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поглощения и пропускания фотонов поверхностью СП. При модели-
ровании межпланетных перелетов данное различие оказывает суще-
ственное влияние на конечный результат. 

Для выполнения программных маневров с помощью ЗЛОУ необ-
ходимо обеспечить КА органом управления ориентацией. Подобным 
органом являются тонкопленочные элементы управления (ТЭУ), спо-
собные изменять свои отражательные характеристики. ТЭУ распола-
гаются по периметру СП, как на КА IKAROS [3]. Если одной поло-
вине ТЭУ обеспечить зеркальное отражение фотонов, а другой — 
поглощение фотонов, возникнет разница сил, в результате которой 
появится управляющий момент для изменения ориентации КА. 

Постановка задачи. Введем вектор фазовых координат X, опи-
сывающий движение центра масс и управляемое движение относи-
тельно центра масс: 

( ), , , , , , θ ,θ ,ω ,ω T
r u p s p sr u V V i= TX , 

где r — гелиоцентрическое расстояние КА с СП; u — аргумент ши-
роты КА; Vr — радиальная скорость КА; Vu — трансверсальная ско-
рость КА; Ω — долгота восходящего узла орбиты КА; i — наклоне-
ние орбиты КА; θp, θs  — углы поворота СП относительно осей OP и 
OS соответственно; ωp, ωs — угловые скорости КА; Т — транспони-
рование матрицы или вектора. Оси OP и OS — оси связанной с СП 
системы координат OPNS (рис. 1). Точка O — центр системы коор-
динат, совпадающий с центром масс КА. Ось OP направлена по век-
тору p, лежащему в плоскости СП и совпадающему с проекцией на 
поверхность СП радиуса-вектора r. Ось ON направлена по вектору 
нормали СП n в сторону от источника света. Ось OS лежит в плоско-
сти СП и дополняет систему координат. 

 

  
Рис. 1. Система координат OPNS 

 
Для описания управления ориентацией СП вводится вектор 

управления U: 

( ) ( ){ }δ ,δ T
p st t=U , 
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где δp(t), δs(t) — функции номинального управления, определяющие 
вращение СП относительно осей OP и OS соответственно; функции 
δp(t) и δs(t) принимают значение +1 при увеличении угла установки 
СП λ, –1 — при уменьшении угла установки СП λ, 0 — при неизмен-
ности ориентации СП. 

Фиксированный вектор проектных параметров prm КА с СП 
описывается следующим образом: 

{ }ТЭУ, , ρ, ρ , ρ , α, τ, T
r dm S h=prm , 

где m — масса КА с СП; S — площадь СП; ρ — коэффициент отра-
жения поверхности СП; ρr — коэффициент зеркального отражения 
поверхности СП; ρd — коэффициент диффузного отражения поверх-
ности СП; α — коэффициент поглощения фотонов поверхностью СП; 
τ — коэффициент пропускания; hТЭУ — ширина ТЭУ. 

Параметры векторов фазовых координат X и управления U долж-
ны удовлетворять следующим ограничениям: 

( ) ( )
дост пред

δ δ 1;

ω ω ,
p st t + ≤


≤ ≤ ω

                      (1) 

где ωдост — достаточная угловая скорость КА, необходимая для вы-
полнения программного разворота; ω — вектор угловой скорости 
КА; ωпред — предельная угловая скорость КА, при которой КА будет 
испытывать критические нагрузки. 

Граничные условия гелиоцентрического перелета можно запи-
сать так: 

0 0( ) ,  ( )k kt t= =X X X X . 
В качестве основного критерия оптимальности выбрано мини-

мальное время перелета minkt →  при условии 

Хилла ;
ξ,

≤
 ∆ ≤

Dist R
X

                        (2) 

где Dist — текущее расстояние между КА с СП и целью; RХилла — ра-
диус сферы Хилла (область пространства, в которой могут двигаться 
тела, оставаясь спутником планеты; для Марса RХилла = 1 083 000 км); 
ξ — коэффициент, определяющий область допустимых значений ев-
клидовой нормы фазовых координат КА на дату завершения миссии 
(в рамках работы ξ = 0,02); ∆X  — евклидова норма: 

( ) ( )КА Марсk kt t∆ = −X X X . 
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Таким образом, вектор функции управления U примет следую-
щий вид: 

( ) ( )0 0
( )

arg min ,  ( ) ,  ( )k k k
t

t t P t t= ∈ = =opt
U

U U prm X X X X . 

Для решения поставленной задачи необходимо разработать ма-
тематическую модель движения КА с неидеально отражающим СП, 
которая будет в дальнейшем использоваться для моделирования пе-
релета Земля — Марс. Далее рассматриваются математические моде-
ли движения центра масс и вокруг центра масс КА с СП. 

Математическая модель движения. В настоящей статье рас-
смотрена модель плоского неидеально отражающего СП с учетом 
следующих допущений: 

• оптические характеристики СП постоянны на всей длительно-
сти перелета и не равны нулю, т. е. ρ = const ≠ 0, α = const ≠ 0, τ =  
= const ≠ 0; 

• рассеивание диффузно отраженных фотонов происходит рав-
номерно во всех направлениях в полуплоскости, следовательно, 
направление результирующего вектора силы тяги от рассеянных фо-
тонов совпадает с направлением нормали к СП; 

• излучение на поверхности СП от нагрева поглощенных фотонов 
происходит равномерно по всем направлениям в полуплоскости, т. е. 
результирующий вектор силы тяги от поглощенных фотонов совпа-
дает с направлением падения фотонов. 

Формирование модели движения центра масс КА с неидеально от-
ражающим СП подробно изложено в [6]. Изменение фазовых коорди-
нат КА можно представить в виде системы дифференциальных урав-
нений в комбинированной гелиоцентрической системе координат: 
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где ar, au, az — безразмерные компоненты ускорения КА; fr, fu, fz — 
безразмерные компоненты возмущающего ускорения, вызванные 
Марсом.  

Безразмерные компоненты ускорения КА ar, au, az определяют по 
формулам: 

2 2
2 22 2

1 2 2 1 2
1 1

2 1

sin λ sin λsin λ cos λ sin λ cos λ sin λ
sin λ sin λ

cos λ cos λ ;

r p

n

a a
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Здесь PЗ — давление отвесно падающего солнечного света на полно-
стью поглощающую поверхность абсолютно черного тела на орбите 
Земли (PЗ = 4,55∙10–6 Н·м–2); R0 — среднее расстояние между центра-
ми масс Солнца и Земли (R0 = 149,6∙106 км (1 а.е.)); εf — коэффициент 
излучения освещенной стороны СП; εb — коэффициент излучения те-
невой стороны СП; Bf  — коэффициент эмиссионной диффузии осве-
щенной стороны СП; Bb — коэффициент эмиссионной диффузии тене-
вой стороны СП; λ1 — угол между радиусом-вектором и проекцией 
нормали СП на плоскость орбиты; λ2 — угол между нормалью СП и ее 
проекцией на плоскость орбиты; для оптических коэффициентов по-
верхности СП в соответствии с [7] можно принять следующие значения: 
ρ = 0,87; ρr= 0,94; ρd = 0,06; α = 0,12; τ = 0,01, εf = 0,05; εb = 0,55; Bf = 
= 0,79; Bb = 0,55. 
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Компоненты управляющего угла λ1 и λ2 определяются зависимо-
стями: 

1 2cos λ cos λ cos λ= ; 
2 2 2

1 2 2sin λ sin λ cos λ sin λ= + . 
Формирование модели движения вокруг центра масс КА с неиде-

ально отражающим СП рассмотрено в [8]. Уравнения движения во-
круг центра масс можно записать следующим образом: 
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где mСП — масса СП. 
В данных уравнениях движения центр масс КА рассматривается 

как точка сосредоточенной массы, разворот осуществляет только СП. 
Разработанная математическая модель движения КА с неидеально 
отражающим СП позволяет анализировать возможность управления 
крупногабаритной тонкопленочной конструкцией для реализации пе-
релетов между некомпланарными гелиоцентрическими орбитами. 

Формирование алгоритма управления. Процесс формирования 
алгоритма управления КА для совершения гелиоцентрического пере-
лета можно разделить на четыре этапа. 

1. Определение проектных параметров — цель перелета, вектор 
проектных параметров КА с СП prm, точность моделирования и зна-
чение ξ;  

2. Формирование базы данных перелетов с использованием 
ЗЛОУ для различного положения КА с СП на стартовой орбите. Про-
водится ряд сеансов моделирования движения с использованием 
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ЗЛОУ для различных значений аргумента широты КА u ∈ [0°, 360°], 
в результате чего формируется база данных перелетов КА. Модели-
рование гелиоцентрических перелетов проводится в программе для 
ЭВМ [9]. С помощью метода прямой оптимизации определяются 
наиболее выгодные комбинации ЗЛОУ для совершения компланар-
ного перелета и для изменения положения орбиты в пространстве. 
Выбираются комбинации ЗЛОУ с минимальной длительностью и 
минимальной евклидовой нормой моделируемых параметров.  

3. Моделирование движения центра масс и вокруг центра масс 
КА. Вводятся дата старта D0,  на дату старта XКА(t0) векторы фазовых 
координат КА с СП и векторы фазовых координат цели перелета на 
дату старта Xцель(t0) и завершения миссии Xцель(tk). Основными ре-
зультатами данного этапа являются вектор фазовых координат КА с 
СП на дату завершения миссии XКА(tk), вектор управления U и ев-
клидова норма ||∆X||. Если евклидова норма ||∆X|| и расстояние между 
КА с СП и целью перелета Dist удовлетворяют условиям (1), начина-
ется четвертый этап.  

4. Анализ движения и получение программы управления. Опре-
деляется вектор угловой скорости КА с СП с помощью найденного 
вектора управления U. Выбирается максимальная угловая скорость 
на всем перелете, которая будет являться достаточной. Далее рассчи-
тывается необходимая ширина ТЭУ hТЭУ, проводится анализ энерге-
тических затрат и выносится вердикт о реализуемости перелета. 

С помощью законов локально-оптимального управления опреде-
ляются управляющие углы λ1 и λ2, необходимые для формирования 
программы управления КА. Управляющие углы λ1 и λ2, обеспечива-
ющие наискорейшее изменение одного из оскулирующих элементов, 
могут быть вычислены из следующего отношения: 

( )
1,2

1,21,2 
π πλ ;
2 2

λ arg max λK
opt

dK
dt ∈ −  

= , 

где K — общее обозначение оскулирующего элемента. 
В рамках работы для формирования алгоритма управления дви-

жением КА с СП для совершения гелиоцентрического перелета Зем-
ля — Марс используются ЗЛОУ: 

• для наискорейшего увеличения наклонения i 

[ ]22
1 2 2λ arcsin cos sin λ
2 3

i Sign u= ; 

• наискорейшего уменьшения долготы восходящего узла Ω 

[ ]22
1 2 2λ arcsin sin sin λ
2 3

Sign uΩ = − ; 



Р.М. Хабибуллин, О.Л. Старинова 

8                                            Инженерный журнал: наука и инновации   # 8·2020 

• наискорейшего увеличения аргумента перигелия w 

( ) [ ] ( )

( ) [ ] ( )

2
2

1 2
2

sin 2 cos
sin 2 cos cos 9 cos 8

1 cos
1λ arcsin ;
2 sin 2 cos

3 1 cos cos
1 cos

w

e
e

e

e
e

e

 ϑ + ϑ  ϑ + ϑ − ϑ − ϑ +   + ϑ   = −
 ϑ + ϑ  + ϑ ϑ +  + ϑ   

 
• наискорейшего увеличения эксцентриситета e 

( ) [ ]

( ) [ ]

2222

1 222

cos 2coscos 2cos sin 9 sin 8
1 cos

1λ arcsin ;
2 cos 2cos3 1 cos sin

1 cos

e

e ee e
e

e ee
e

  ϑ + ϑ + ϑ + ϑ + ϑ − ϑ +   + ϑ   = −
  ϑ + ϑ + + ϑ ϑ +   + ϑ  

 

• наискорейшего увеличения большой полуоси A 

( ) [ ] [ ]

[ ] [ ]( )
2 2

1 2 2

1 cos cos 9 cos 8 1 cos
1λ arcsin
2 3 cos 1 cos

A
e e e e

e e

 − + ϑ ϑ − ϑ + − + ϑ  =
ϑ + − + ϑ

. 

Здесь ϑ — угол истинной аномалии. 
Данные зависимости получены с помощью дифференцирования 

уравнения Лагранжа второго рода. Далее полученный алгоритм приме-
нения ЗЛОУ реализуется в процессе моделирования движения КА с СП. 

Результаты моделирования. Для определения параметров орби-
ты и положения Марса используется база данных Лаборатории реак-
тивного движения НАСА (Jet Propulsion Laboratory NASA) [10]. Дата 
старта миссии — 21.01.2031 г., дата завершения — 25.07.2034 г. 

Начальное положение КА с СП на дату старта и конечное поло-
жение Венеры опишем размерными фазовыми координатами в виде 

( ; ; ; ; ; ) ::Ω  Ω
r ur u V V iX  

8
КА 0( ) (1,472 10  км;  120,231 град;  0,147 км/с;  

30,265 км/с;  174,798 град;  0,004 град) ;
= ⋅

T

tX
 

8
Марс ( ) (2,468 10  км;130,824 град;0,970 км/с;

22,192 км/с;49,456 град;1,847 град) .
k

T

t = ⋅X
 

Данные о перелете представлены в табл. 1, алгоритм и длитель-
ность использования ЗЛОУ — в табл. 2. Одна итерация моделирова-
ния соответствует 1 ч движения КА. 
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Таблица 1 
Данные о перелете космического аппарата к Марсу 

Наименование Размерность Значение 
Радиус сферы Хилла Марса, RХилла км 1 083 000 
Дата старта, D0 дд.мм.гггг 21.01.2031 
Дата завершения перелета, Dk дд.мм.гггг 25.07.2034 
Масса КА с СП, m кг 39,8 
Площадь СП, S м2 500 
Площадь ТЭУ, hТЭУ м2 213,2 
Длительность перелета сут 1281 
Расстояние до цели, Dist км 1 047 203 

 
Таблица 2  

Алгоритм использования ЗЛОУ 

Закон 
управ-
ления 

Дата этапа Значение Длитель-
ность 

перелета, сут Начало Заверше-
ние Начальное  Конечное 

↑ i 21.01.2031 05.05.2031 0,004 град 1,838 град 105  
↓ Ω 05.05.2031 11.03.2032 166,368 град 49,511 град 311  
↑ w 11.03.2032 03.11.2032 202,192 град 336,029 град 236  
↑ e 03.11.2032 26.11.2032 0,078 а.е. 0,093 а.е. 24  
↑ A 26.11.2032 25.07.2034 1,174 а.е. 1,524 а.е. 605  
 
Траектория гелиоцентрического движения КА с СП в плоскости 

XOY и изменение координат от длительности перелета представлены 
на рис. 2 и 3. 

 

  
Рис. 2. Гелиоцентрическая траектория перелета 

космического аппарата к Марсу: 
 — космический аппарат;  — Марс;  — Солнце; 

 — орбита Земли;   — орбита Марса; 
 — траектория  космического  аппарата 
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Рис. 3. Зависимость координат положения космического  
аппарата от длительности перелета:  

а — координата X; б  — координата Y;   — Земля; 
 — Марс;  — космический аппарат 
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На рис. 4 представлены графики изменения фазовых координат 
от длительности перелета. 

 

 
 

 
 

 
 
 

Рис. 4. Изменение фазовых координат космического аппарата  
от длительности  перелета: 

а — радиус-вектор r; б — аргумент широты u;  – –  — Марс;  
––  — космический аппарат 
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Программа управления включает в себя изменение управляющих 
углов и функции управления. Использование ЗЛОУ подразумевает 
изменение положения КА и ориентации СП в пространстве. На рис. 5 
приведен график зависимости управляющих углов λ1 и λ2 от длитель-
ности перелета. Графики функций управления δp и δs представлены 
на рис. 6. 

 

  

   
Рис. 5. Зависимости управляющих углов по времени: 

а — угол λ1; б — угол λ2 
 

 

  
Рис. 6 (начало). Зависимости функции управления  

от длительности перелета: 
а — функция управления δp 
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Рис. 6 (окончание). Зависимости функции управления 

от длительности перелета: 
б — функция управления δs 

 
По условию (2) ключевыми параметрами, подтверждающими 

успешность перелета, являются расстояние между КА с СП и Марсом 
и евклидова норма. На дату завершения гелиоцентрического перелета 
были получены следующие размерные фазовые координаты КА с СП 
в виде ( ; ; ; ; ; ) ::Ω  Ω

r ur u V V iX  

8
КА ( ) (2,473 10  км;131,068 град;0,939 км/с;

22,050 км/с;49,511 град;1,683 град) .
k

T

t = ⋅X
 

Переведем векторы фазовых координат КА и Марса на дату завер-
шения миссии в безразмерные величины и вычислим евклидову норму: 

КА ( ) (1,653;  2, 288;  0,032;  0,740;  0,864;  0,029) ;= T
ktX  

Марс ( ) (1,650;  2, 286;  0,032;  0,745;  0,863;  0,032) ;= T
ktX  

0,007 .∆ = < ξX  
Выполнение (2) подтверждает успешное выполнение граничных 

условий перелета и применимость найденной программы управления 
для КА с неидеально отражающим СП с заданными проектными па-
раметрами. По окончании гелиоцентрического участка КА остается в 
окрестности Марса. 

Заключение. В результате исследования был сформирован алго-
ритм управления пространственным движением КА с неидеально от-
ражающим СП, который включал в себя следующие ЗЛОУ:  

• наискорейшее увеличение наклонения i;  
• наискорейшее уменьшение долготы восходящего узла Ω;  
• наискорейшее увеличение аргумента перигелия w;  
• наискорейшее увеличение эксцентриситета e;  
• наискорейшее увеличение большой полуоси A.  
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Для реализации гелиоцентрического перелета Земля — Марс КА 
массой 39,8 кг с неидеально отражающим СП площадью 500 м2 по-
требовалось 1281 сут. Найденные евклидова норма и расстояние 
между КА и Марсом удовлетворяют условию, заданному в постанов-
ке задачи (достигнуто расстояние между КА и Марсом 1 047 203 км). 
Результаты моделирования подтверждают адекватность применения 
методики формирования алгоритмов управления КА с неидеально 
отражающим СП с использованием тонкопленочных элементов для 
совершения гелиоцентрических перелетов.  
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An algorithm for controlling the spatial motion  
of a spacecraft with an imperfectly reflecting solar sail 

based on the laws of locally optimal control  
for Earth  Mars heliocentric flight 

© R.M. Khabibullin, O.L. Starinova 

Samara National Research University, Samara, 443086, Russia 
 

The article considers a spatial controlled heliocentric Earth-Mars flight of a spacecraft 
with an imperfectly reflecting solar sail. A new mathematical model of motion is de-
scribed taking into account the dynamics of motion relative to the center of mass under 
the forces and moments from light pressure. A spacecraft control algorithm for imple-
menting the flight is formed on the basis of the laws of locally optimal control for  
the fastest change of osculating elements. The orientation of the solar sail is controlled 
using thin-film control elements located around the perimeter of the solar sail surface. As 
a result of motion simulation, the duration and trajectory of the flight, the control pro-
gram and the necessary design parameters of a spacecraft with a solar sail are deter-
mined. 
 
Keywords: spacecraft, solar sail, motion mathematical model, control software, local-
optimal control laws 
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