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функции. Предлагаемый метод позволяет искать решения для эво-
люционного уравнения Фоккера – Планка в виде ряда теории воз-
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Квантовые технологии являются передовым направлением науч-
ных исследований. Особое внимание уделяется изучению высокопро-
изводительных вычислительных устройств (квантовые компьютеры,
квантовые вычисления) и защищенных каналов связи (квантовая крип-
тография) [1]. Это обусловливает повышенный практический интерес
к проблеме измеримости состояний квантовых систем. В квантовой
оптике была предложена квантовая томография — метод реконструк-
ции состояния, основанный на многократных (ансамблевых) измере-
ниях [2, 3].

В основе квантовой томографии [4–7] лежит идея использования
неотрицательных функций распределения вероятности — томограмм.
Томографическая формулировка квантовой механики полностью экви-
валентна другим известным сегодня формулировкам квантовой меха-
ники, а сама томограмма напрямую связана с различными функция-
ми квазираспределений, например, функцией Вигнера [8], Глаубера –
Сударшана [9, 10], функцией Хусими [11].

Томографическое представление квантовой механики связано с ис-
пользованием линейных канонических преобразований фазового про-
странства, которые можно представить как действие матрицыM сим-
плектической группы Sp2(R):
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где q, p и ε, σ — обобщенные координаты и импульсы; μ, μ́, η, ή —
произвольные действительные постоянные, detM = 1.

Преобразование (1) является каноническим, а потому сохраняет
скобку Пуассона в классическом случае и коммутатор — в кванто-
вом. Тогда в классическом случае уравнения Гамильтона выполнены
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как для новых ε, σ, так и для старых переменных q и p. Уравнения
Гамильтона следуют из принципа наименьшего действия:

δ

∫
(pdq −H(q, p)dt) = δ

∫
(σdε− H̄(ε, σ)dt) = 0, (2)

где H̄(ε, σ) — гамильтониан системы после преобразования (1).
Поскольку M — матрица группы Sp2(R), которая является по-

лупростой группой Ли, допускается разложение Ивасавы, и можно
рассмотреть другие типы томограмм. Например, оптическую томо-
грамму, которая получается в случае, если матрицаM имеет вид

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)

,

где θ ∈ R/2πZ — угол поворота.
В таком случае преобразование (1) является поворотом фазового

пространства на угол θ, а в общем случае преобразование (1) — это по-
ворот фазового пространства с взаимным масштабированием по осям
p и q фазового пространства.

Симплектическую томограмму T (ε, μ, η) наблюдаемой ε, которая
является линейной комбинацией квадратурных компонент

ε̂ = μq̂ + ηp̂,

определяют через волновую функцию следующим образом:

T (ε, μ, η) = |F̂μ,η[ψ(q)](ε)|
2,

где F̂μ,η — линейный унитарный оператор. Таким оператором является
интегральный оператор дробного преобразования Фурье

T (ε, μ, η) =
1

2π|η|
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2η
q2 −

iε

η
q
]
dq

∣
∣
∣
∣

2

. (3)

Здесь и далее используются осцилляторные единицы

m = ~ = ω = 1.

Исходя из определения (3), томограмма T (ε, μ, η) представляет со-
бой положительную, нормированную и однородную c порядком −1
функцию:

T (ε, μ, η) ≥ 0;
∫
T (ε, μ, η)dε = 1; T (ε, μ, η) = |λ|T (λε, ελμ, λη),

где λ — произвольная постоянная.
Свойство однородности позволяет записать для томограммы урав-

нение Эйлера:
∂T
∂ε

ε+
∂T
∂μ

μ+
∂T
∂η

η = −T . (4)
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Общий вид решения уравнения (4):

Tf (ε, μ, η) =
1

|μ|
f

(
ε

μ
,
η

μ

)

,

где f — произвольная функция.
Решение уравнения Эйлера для томограмм позволяет уменьшить ее

размерность. Несмотря на то что томограмма является функцией трех
переменных, благодаря нормировке ее можно представить через функ-
цию двух переменных. Подобные функции называются томограммами
Френеля.

Для симплектических томограмм, оптических и томограмм Фре-
неля было предложено представление с помощью интеграла по траек-
ториям в фазовом пространстве [5]:

T (ε, μ, η) =
1

2π|η|

∣
∣
∣
∣
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∣
∣

2

, (5)

где S — функционал действия. Формулу (5) можно еще записать в виде

T (ε, μ, η) =
1

2π|η|

∣
∣
∣
∣

∫
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2η
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η
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ψ(q1)dq1dq2

∣
∣
∣
∣

2

,

где G(q2, q1, t2 − t1) — функция Грина уравнения Шредингера

−
1

2
Δψ(q, t) + V (q)ψ(q, t) = i

∂

∂t
ψ(q, t)

с начальным условием ψ(q1); используется интегральная мера Лебега

D[x(t)] = lim
N→∞

N∏

j=1

(
−
2πi

Δtj

)3/2
d3xj.

Ввиду сложности эволюционные уравнения для вектора состоя-
ния системы невозможно решить аналитически. Поэтому особенную
актуальность приобретает задача разработки приближенных методов
(теории возмущений) поиска томограмм. Такой аппарат может быть
развит на основе формулы (5).

Ряд теории возмущений. Пусть волновая функция подчиняется
уравнению Шредингера. Рассмотрим томографический “пропагатор”
(далее для краткости — томогратор) вида

P =
∫
G(q2, q1, t2 − t1) exp

[
iμ

2η
q22 −

iε

η
q2

]

dq2. (6)

Предположим, что потенциал, содержащийся в функции Грина, до-
статочно мал. Более строго, пусть интеграл по времени от потенциала
вдоль траектории мал по сравнению с единицей (используем осцилля-
торные единицы; обычно его считают малым по сравнению с ~). Тогда
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часть экспоненциального члена, содержащая потенциал, может быть
разложена в ряд, определенный для некоторой траектории. Справед-
ливо разложение для функции Грина [13]

G(q2, q1) = G
(0)(q2, q1) +G

(1)(q2, q1) +G
(2)(q2, q1) . . . ,

cлагаемые в котором определяют следующим образом:

G(0)(q2, q1) =

q2∫

q1

exp



i

t2∫

t1

p2

2
dt



D[q(t)];

G(1)(q2, q1) = −i

q2∫

q1

exp



i

t2∫

t1

p2

2
dt




t2∫

t1

V [x(s), s]D[q(t)];

G(2)(q2, q1) = −i

q2∫

q1

exp



i

t2∫

t1

p2

2
dt




t2∫

t1

V [q(s), s]ds×

×

t2∫

t1

V [q(s′), s′]ds′D[q(t)].

Аналогичные соотношения, в силу свойства аддитивности инте-
грала (6), можно записать и для томогратора:

P = P(0) + P(1) + P (2)..., (7)

где элементы разложения определяются с помощью соотношения

P=
∫ (

G(0)(q2, q1) +G
(1)(q2, q1) +G

(2)(q2, q1)
)
exp

[
iμ

2η
q22 −

iε

η
q2

]

dq2.

Используя соотношение (7), можно получить разложение для то-
мограммы, аналогичное классическому борновскому разложению вол-
новой функции,

T (ε, μ, η) =
1

2π |η|

∣
∣
∣
∣

∫ (
P (0) + P(1) + P(2)...

)
ψ(q1)dq1

∣
∣
∣
∣

2

.

Отметим, что существует другой метод разложения для томограм-
мы T (ε, μ, η), основанный на ее однородности. Можно записать урав-
нение (4) для томограммы T (ε, μ, η), заданной в виде интеграла по
траекториям:

1

2π|η|

∣
∣
∣
∣

∫
D[q(t)] exp

[
iS +

iμ

2η
q22 −

iε

η
q2

]
ψ(q1)dq1dq2

∣
∣
∣
∣

2

=
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= −

(

ε
∂

∂ε
+ μ

∂

∂μ
+ η

∂

∂η

)
1

2π|η|
×

×

∣
∣
∣
∣

∫
D[q(t)] exp

[
iS +

iμ

2η
q22 −

iε

η
q2

]
ψ(q1)dq1dq2

∣
∣
∣
∣

2

. (8)

Представление решения уравнения Фоккера – Планка. Рассмот-
рим классификацию эволюционных уравнений для томограмм. Эво-
люционное уравнение для симплектической томограммы T (ε, μ, η) c
гамильтонианом

Ĥ =
p̂2

2
+ V (q̂)

имеет вид обобщенного уравнения Фоккера – Планка [4]:

∂T
∂t
= μ

∂T
∂η
+ i
[
− V

(
Iε
∂

∂μ
+
iη

2

∂

∂μ

)
−V
(
− Iε

∂

∂μ
+
iη

2

∂

∂μ

)]
T , (9)

где Iε — оператор интегрирования по переменной ε.

Из уравнения (9) для свободной частицы получим дифференциаль-
ное уравнение первого порядка

∂T
∂t
− μ

∂T
∂η
= 0; (10)

для гармонического осциллятора

V (q̂) =
q̂2

2
;
∂T
∂t
− μ

∂T
∂η
+ η

∂T
∂μ
= 0; (11)

для параметрического осциллятора с переменной частотой ω(t)

∂T
∂t
− μ

∂T
∂η
+ ω2(t)η

∂T
∂μ
= 0. (12)

Как уже было отмечено выше, томограмма представляет собой ре-
шение уравнения Фоккера – Планка. Поэтому с помощью формулы (5)
можно искать решение уравнения Фоккера – Планка с учетом связи
между томограммой и волновой функцией. Задачи о представлении
решения для данного уравнения рассматривали ранее, поскольку су-
ществует его тесная связь с формулировкой Фейнмана интегралов по
траекториям и представлением решения уравнения Шредингера [14].

Вычислив томогратор уравнения (11), можно получить волновые
функции осциллятора. В общем случае решение имеет вид

Tn(ε, μ, η) =
2−n

n!
√
π(μ2 + η2)

exp
[
−

ε2

μ2 + η2

]
H2n

[ ε
√
μ2 + η2

]
, (13)

где Hn(x) — полиномы Эрмита.
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Томограмма основного (n = 0n = 0n = 0) и первого возбужденного состояний (n = 1n = 1n = 1) гар-
монического осциллятора

Например, томограмма T0 основного состояния осциллятора

T0(ε, μ, η) =
1

√
π(μ2 + η2)

exp
[
−

ε2

μ2 + η2

]
. (14)

Томограмма T1 первого возбужденного состояния может быть легко
вычислена:

T1(ε, μ, η) =
2ε2

(μ2 + η2)
√
π(μ2 + η2)

exp
[
−

ε2

μ2 + η2

]
. (15)

Отметим, что в случае соотношения параметров системы отсче-
та μ = 1 и η = 0 томограммы состояния вырождаются в обычные
плотности вероятности в координатном представлении (рисунок).

В работе представлен ряд теории возмущений для томограмм,
основанный на представлении симплектической томограммы с помо-
щью интеграла Фейнмана по траекториям в фазовом пространстве.
Поскольку квантовая динамика в томографическом представлении
подчиняется уравнению Фоккера – Планка, становится возможным ис-
пользовать для его решения ряд теории возмущений. Рассмотренное
разложение для томограммы аналогично борновскому разложению
для волновой функции.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты № 11-02-
00858, 12-08-31104 мол_а, 12-08-33112 мол_а_вед).
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