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В статье представлено схлопывание упругопластической оболочки (кумулятивной 
облицовки) под действием внешних поверхностных сил, имитирующих взрывное 
нагружение, изучаемое с помощью математического моделирования с использова-
нием численных методов расчета. Данная оболочка рассматривалась в рамках дву-
мерной плоской нестационарной задачи механики сплошных сред. В качестве  
численного метода использовался лагранжев метод Уилкинса. Неустойчивость де-
формирования оболочки инициировалась гармоническими поверхностными возмуще-
ниями, изначально задаваемыми на наружной или внутренней поверхности. Пара-
метры взрывного нагружения (максимальное давление, постоянная времени спада 
давления, время приложения взрывной нагрузки) также изменялись в ходе численно-
го эксперимента. Степень проявления неустойчивости определялась по отклонению 
возмущенной поверхности (границы так называемого струеобразующего слоя) от 
цилиндрической поверхности. Показано влияние на развитие неустойчивости пара-
метров оболочки, импульсного нагружения на оболочку. Установлены параметры, 
наиболее сильно влияющие из них на неустойчивость при схлопывании.  
 
Ключевые слова: оболочка, поверхность, нагружение, взрыв, возмущение, разви-
тие, неустойчивость 

 
Введение. При функционировании кумулятивных зарядов [1], 

других взрывных устройств сверхвысоких мощностей и энергий [2] 
одним из факторов, оказывающих влияние на формирование кумуля-
тивной струи, является устойчивость деформирования кумулятивной 
облицовки [3, 4].  

Это явление было изучено с помощью методов численного моде-
лирования [5, 6]. Используя математическую модель, алгоритм чис-
ленного конечно-разностного расчета и расчетную программу, пред-
ставленную авторами в работе [7], проведено исследование режимов 
схлопывания упругопластической оболочки под действием импульс-
ной нагрузки. Оболочка рассматривалась как двумерная плоская,  
а соответствующая решаемая задача механики сплошных сред — как 
нестационарная.  

Цель настоящей статьи — проанализировать влияния характери-
стик материала и параметров оболочки на развитие неустойчивости 
и выявить параметры, наиболее сильно влияющие на развитие воз-
мущений. В рассматриваемом примере авторы настоящей статьи  
использовали технологический аспект решаемой задачи — процесс 
развития неустойчивости инициировался геометрическими несовер-
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шенствами формы оболочки, нагружаемой взрывом, или асимметри-
ей, прилагаемой к оболочке взрывной нагрузки.  

Влияние изначальных параметров поверхностных возмуще-
ний и их локализации. Анализ развития неустойчивости был пред-
ставлен в виде сопоставления соответствующих рисунков, получен-
ных в результате расчета, и коротких комментариев к ним. Для 
изучения разнообразия вариантов развития неустойчивости схлопы-
вающейся оболочки проведем сопоставление оболочек с гармониче-
скими поверхностными возмущениями, различающимися параметра-
ми этих возмущений и их изначальной локализацией (на наружной 
или внутренней поверхности) [8].  

Все сравниваемые варианты построены по следующей схеме. На 
всех рисунках в настоящей статье показаны фрагменты оболочки 
(1/4), полученные тангенциальным кратным повторением расчетного 
элемента [5]. Каждый фрагмент ограничен возмущаемыми наруж- 
ной 1 или внутренней 3 поверхностями (рис. 1), между ними нахо-
дится так называемый струеобразующий слой 2 — зона, из которой 
образуется кумулятивная струя (КС). Данный слой задан как 20 % [2] 
массы оболочки со стороны внутренней поверхности.  

Начальные гармонические возмущения были заданы достаточно 
малой амплитуды, которая соответствовала технологической по-
грешности по разностенности кумулятивной облицовки (КО), равной 
2A = 30 мкм, что составляет примерно 2 % толщины оболочки (см. 
рис. 1).  

Влияние на процесс схлопывания оболочки пространственной 
локализации изначально задаваемых гармонических поверхностных 

возмущений показано на рис. 2. 
Пространственная частота возму-
щений в обоих случаях одинакова: 
изображения на рис. 2, б и в соот-
ветствуют заданию возмущений на 
наружной поверхности, на рис. 2, г 
и д — на внутренней. Для различ-
ных моментов времени t показаны 
конфигурации наружной и внутрен-
ней поверхностей оболочки, а также 
граница струеобразующего слоя. 
Начальные малые возмущения фор-
мы наружной поверхности в процес-
се динамического деформирования 
оболочки вырастают в десятки и 
сотни раз и значительно изменяют ее 
форму. Однако (в отличие от [9]) 

 

Рис. 1. Фрагмент оболочки  
в начальный момент времени (t = 0): 

1 — наружная граница оболочки; 2 — 
струеобразующий  слой;  3 — внутренняя  

граница оболочки 
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искажение формы оболочки существенно проявляется лишь на 
наружной поверхности, тогда как внутренняя поверхность и струе- 
образующий слой в целом деформируются устойчиво. 

 

Рис. 2. Развитие возмущений, заданных на внутренней или внешней поверхности: 
а, б  — изначально возмущена наружная поверхность оболочки;  
в, г — изначально возмущена внутренняя поверхность оболочки;  

t = 3,7 мкс (а, в),  t = 4,5 мкс (б, г) 
 
Для сопоставления на рис. 3 приведены разночастотные возму-

щения при неизменных других параметрах (амплитуда, область зада-
ния возмущений и т. д.): изображения на рис. 3, а и б соответствуют 
относительно коротковолновым возмущениям; на рис. 3, в и г — от-
носительно длинноволновым. В этом случае, несмотря на явную по-
терю формы длинноволновым возмущением, струеобразующий слой 
сохраняет форму. Кроме того, коротковолновые возмущения, изна-
чально существующие на внутренней поверхности, перемещаются 
на наружную поверхность. Неустойчивость при динамическом 
схлопывании оболочки при рассмотренных соотношениях амплитуд и 
длин волн развивается в соответствии с закономерностями неустойчи-
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вости Рэлея — Тейлора [10–12]. Движущим фактором ее развития в 
рассматриваемом случае являются массовые силы инерции, направлен-
ные в системе отсчета оболочки от оси и стремящиеся «разгладить» 
внутреннюю и «возмутить» внешнюю поверхности оболочки. Как сле-
дует из результатов расчетов (см. рис. 3), при схлопывании рассмотрен-
ных оболочек эффекты ударноволновой неустойчивости Рихтмайера — 
Мешкова [13, 14] не проявляются.  

 

Рис. 3.  Развитие возмущений разной частоты, изначально задаваемых  
на внутренней поверхности оболочки: 

а, б  — высокочастотные возмущения; в, г  —  низкочастотные возмущения; 
t = 3,7 мкс (а, в), t = 4,5 мкс (б, г) 

 
Согласно рис. 3, можно сделать вывод о том, что с увеличением 

длины волны начального гармонического возмущения формы обо-
лочки степень проявления неустойчивости деформирования оболоч-
ки уменьшается на наружной и увеличивается на внутренней поверх-
ности. Следовательно, с увеличением длины волны геометрических 
возмущений в большей степени проявляется эффект разнотолщинно-
сти оболочки (разнотолщинность оболочки ведет к различию в ради-
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альных скоростях движения на участках фрагмента оболочки), что  
и приводит к большему искажению внутренней поверхности. Более 
коротковолновые возмущения взаимодействуют между собой по 
внутренней поверхности, мешая развиваться друг другу. Однако на 
наружной поверхности, более подверженной развитию неустойчиво-
сти, те же более коротковолновые (более интенсивные) начальные 
возмущения проявляются в большей степени.  

Влияние начальной амплитуды гармонических возмущений на 
схлопывание фрагмента оболочки (при прочих равных условиях) по-
казано на рис. 4.  

 

Рис. 4. Развитие возмущений меньшей и большей амплитуд, изначально задаваемых 
на внутренней поверхности оболочки: 2А = 30 мкм  (а, б),   2А = 60 мкм  (в, г);  

t = 3,7 мкс (а, в),  t = 4,5 мкс (б, г) 
 

Оболочка деформируется абсолютно устойчиво (внутренняя и 
внешняя поверхности остаются цилиндрическими, см. рис. 1) только 
в одном случае отсутствия начальных несовершенств формы (разно-
стенность 2A = 0). Даже при разностенности 2A = 15 мкм (в 2 раза 
меньше разностенности, реализуемой технологически, амплитуда со-
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ставляет 0,5 % толщины оболочки) внешняя поверхность деформиру-
ется c развитием начальных возмущений. При амплитудах, соответ-
ствующих разностенностям 2A = 60 мкм (амплитуда составляет 2 % 
толщины оболочки) и 2A = 90 мкм (амплитуда составляет 3 %), раз-
витие неустойчивости проявляется таким образом, что затрагивает 
внутреннюю поверхность и 20 % струеобразующего слоя облицовки. 

Влияние на развитие неустойчивости схлопывающейся обо-
лочки физико-механических свойств ее материала. Из основных 
свойств материала рассмотрены плотность 0 и динамическая проч-
ность, характеризуемая динамическим пределом текучести Y0. Влия-
ние данных величин на развитие возмущений показано на рис. 5. 

 

Рис. 5. Развитие возмущений в непрочной и прочных средах,  
изначально задаваемых на внутренней поверхности оболочки: 
а, б — Y0 = 0; в, г  — Y0 = 0,2 ГПа; t = 3,7 мкс (а, в), t = 4,5 мкс (б, г) 

 
При заданных прочих параметрах возмущений (изначальная ло-

кализация на внутренней, см. рис. 5, а, б, или наружной поверхности, 
см. рис. 5, в, г; одинаковые относительная амплитуда и простран-
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ственная частота и т. д.) влияние прочности Y0 на процесс развития 
возмущений зависит от начальной локализации гармонических воз-
мущений. Если изначально возмущена внутренняя поверхность, то в 
динамике струеобразующий слой остается близким к геометрически 
идеальному, а возмущения с внутренней поверхности тем не менее 
остаются малыми (см. рис. 5, б, г) вплоть до окончания схлопывания 
оболочки. Если возмущения изначально задаются на внешней по-
верхности, по мере схлопывания развивается ее неустойчивое де-
формирование, затрагивающее струеобразующий слой. 

 

Рис. 6. Развитие возмущений на поверхностях относительно плотной и менее  
плотной оболочек при разном среднем радиусе внутренней поверхности r: 

а, б — 0 = 8900 кг/м3; в, г  — 0 = 2700 кг/м3; r = 15 мм (а, в), r = 9 мм (б, г) 

 
Подобное «неопасное» влияние на схлопывание оболочки и раз-

витие неустойчивости имеет и плотность: более легкий и более «ско-
ростной» материал способствует более быстрому и устойчивому 
схлопыванию при практически идеальном струеобразующем слое 
(рис. 6). 
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Влияние асимметрии взрывного нагружения геометрически 
совершенных оболочек на развитие неустойчивости. Ниже приве-
дены результаты, показывающие влияние параметров асимметрии 
взрывного нагружения изначально геометрически совершенных обо-
лочек (без начальных поверхностных возмущений, изначально ци-
линдрических) на их схлопывание.  

При моделировании взрывного нагружения использовалось сле-
дующее уравнение для поверхностного давления: 

  гр мexp τ ,p p H t t t t                                (1) 

где pм — максимальное граничное давление, Па;  H t t  — функ-

ция Хевисайда (H = 0 при t < t*; H = 1 при t > t*); t* — время задерж-

ки появления давления нагружения на данном участке наружной по-
верхности, мкс;  — характерное время спада давления, мкс. 

С помощью граничного условия (1) нагрузку на оболочку моде-
лировали как при равномерном ее приложении по наружной поверх-
ности фрагмента (t* = 0, pм и  не зависят от тангенциальной коорди-

наты), так и при наличии тангенциальной асимметрии нагрузки 
(величины pм,  и t* изменяются по гармоническому закону в зависи-

мости от угловой координаты в пределах полного угла 0  выделен-

ного фрагмента оболочки). Расчет проводился при максимальном 
давлении pм = 35 ГПа и  = 0 = 1,5 мкс [15]. 

На рис. 7 показаны результаты влияния на схлопывание изна-
чально геометрически совершенной оболочки действия максималь-
ного давления pм, заданного в виде гармонической функции в зави-
симости от угловой координаты. 

При одинаковом моменте времени t = 3,3 мкс возмущения по-
верхностного давления оказывают существенное влияние на схлопы-
вание оболочки. При его отклонении в 1 % от номинального давле-
ния неустойчивость активно развивается на наружной поверхности, 
не затрагивая внутреннюю поверхность и струеобразующий слой. 
При флуктуациях максимального давления, составляющих 2 %, не-
устойчивость на наружной поверхности значительно превышает 
наблюдающуюся при схлопывании оболочки с гармоническими по-
верхностными возмущениями такой же относительной начальной 
амплитуды и длины волны (см. рис. 4, а, б). При гармонических воз-
мущениях максимального давления в 3 и 5 % развитие неустойчиво-
сти на схлопывающейся оболочке затрагивает внутреннюю границу 
поверхности со струеобразующим слоем. 
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Рис. 7. Развитие возмущений в оболочке с заданным на наружной поверхности 
гармоническим законом изменения максимального давления: 

а — 1 %; б —3 %; в — 2 %; г — 5 % 
 
При таком же моменте времени t = 3,3 мкс меньшее влияние на 

развитие неустойчивости динамического деформирования изначаль-
но геометрически совершенной оболочки оказывает асимметрия 
взрывной нагрузки, задаваемая в виде гармонической зависимости 
характерного времени спада давления  (см. граничное условие (1) от 
угловой координаты). На рис. 8 приведены результаты расчетов раз-
вития неустойчивости при варьировании значения характерного вре-
мени спада давления  = 0,95…1,050 мкс.  

Меньшее влияние по сравнению с колебаниями максимального 
давления оказывает асимметрия характерного времени спада давле- 
ния  несмотря на то, что их вклад в величину удельного импульса 
равноправен. Отсюда можно предположить, что на развитие неустой-
чивости наибольшее влияние оказывает начальная ударноволновая  
фаза взрывного нагружения, а влияние асимметрии последующей 
взрывной нагрузки вторично. 
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Рис. 8. Развитие возмущений в оболочке на внешней поверхности при характерном 
времени спада   = 0,950 (а),  = 1,050 (б) 

 

 

Рис. 9.  Развитие возмущений в оболочке при разновременности t
*

 = 10 (а)  

и t
*

 = 25 нс (б) 

 
Вместе с тем, проведенные расчеты (рис. 9) показывают сильное 

влияние разновременности приложения взрывной нагрузки на раз-
личных по угловой координате участках оболочки (величина t* в гра-

ничном условии (1) изменяется по гармоническому закону). 
Даже при разновременности t* = 10 нс неустойчивость видна на 

наружной поверхности. При разновременности t* = 25 нс развитие 

неустойчивости носит катастрофический характер: возмущения про-
никают в струеобразующий слой, происходит значительное движе-
ние материала в тангенциальном направлении и перераспределение 
массы оболочки по угловой координате.  
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Заключение. В настоящей статье были выделены параметры, 
оказывающие наибольшее влияние на развитие неустойчивости при 
схлопывании оболочки, соответствующие в реальности неидеально-
сти нагружения кумулятивной облицовки детонационной волной или 
несовершенству формы облицовки: 

– геометрические параметры поверхностных возмущений на 
оболочке;  

– время приложения импульсной нагрузки к оболочке; 
– отклонения максимального давления.  
В рассмотренных вариантах поверхностных возмущений механиз-

мом неустойчивости является инерционная неустойчивость Релея — 
Тейлора, согласно которой неустойчивости практически во всех рас-
четных вариантах внутренняя поверхность оболочки деформировалась 
устойчиво, наружная поверхность оболочки чаще всего искажалась  
с проявлением мощных тангенциальных движений. С такими движе-
ниями можно сравнить результирующее разрушение оболочки на 
фрагменты. 

Продолжение изучения этой темы приведет к большему понима-
нию происходящих в кумуляции процессов, выявлению рациональ-
ных конструктивных параметров, режимов функционирования куму-
лятивных зарядов и созданию кумулятивных взрывных устройств 
повышенной эффективности.  
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The paper presents research of the collapse of the elastic-plastic shell under external sur-
face forces simulating explosive loading by mathematical simulation using numerical 
methods. The problem was solved in two-dimensional curved geometries as a non-
stationary problem of continuum mechanics. We applied the Wilkins Lagrangian method. 
The instability of the shell was initiated by harmonic surface perturbations on the outer 
or inner surfaces. The characteristics of the explosive loading were also changed: the 
maximum pressure, pressure fall time constant, and the time of application of the explo-
sive load. The size of instability was determined by the deviation of the disturbed surface 
or the boundary of the jet-forming layer from the cylindrical one. We have established 
the parameters of the shell and the impulse loading on the shell, which affect most 
strongly the growth of instability during collapse. 
 
Key words: shell, surface, load, explosion, perturbation, instability 
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