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Рассмотрен метод физического моделирования в наземных условиях движения 
космического аппарата вокруг неподвижной оси. Исследуемые динамические ре-
жимы в естественном масштабе параметров и переменных могут быть реализо-
ваны только при чрезвычайно малой величине диссипации кинетической энергии. 
Реально достижимый минимум трения для стенда простой конструкции суще-
ственно превышает требуемые значения. В актуальных режимах экономичных 
предельных циклов характеристики моделируемого процесса сильно искажаются, 
что приводит к непригодности стенда физического моделирования для практиче-
ского применения. Эту проблему обычно решают путем усложнения конструкции 
стенда за счет применения воздушного или магнитного подвеса. Предложен инно-
вационный метод инвариантного масштабирования, основанный на принципе ди-
намического подобия автоколебательных процессов. Его применение позволяет 
радикально снизить влияние трения на характеристики физически моделируемых 
режимов при наземной стендовой отработке алгоритмов управления. Проведено 
компьютерное моделирование с применением этого метода, подтвердившее его 
высокую эффективность. Аналитически и численными экспериментами показано, 
что точность моделирования можно повысить радикально. Приведен пример 
снижения ошибки моделирования в 200 раз. 
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Введение. Проектирование систем управления ориентацией и 
стабилизации космического аппарата (КА) проводят с использовани-
ем упрощенных математических моделей и программ компьютерного 
моделирования. На завершающих этапах выполняют натурные испы-
тания и физическое моделирование (ФМ) — эксперименты на физи-
ческих моделях для подтверждения и коррекции данных, ранее полу-
ченных  в  результате теоретических исследований.  

Предлагаем метод, который можно эффективно применять при 
оптимизации алгоритмов управления [1] и изучении новых фактов и 
явлений, трудно исследуемых теоретически, например квантово-меха-
нические свойства релейно-импульсного управления [2] или задачи ис-
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следования режимов релейной стабилизации при неполной информа-
ции о состоянии управляемого объекта [3]. 

Актуальность этих задач обусловлена возрастающими требова-
ниями минимизации затрат энергии и повышения качества переход-
ных и установившихся режимов. Проблемы исследования этих ре-
жимов связаны с существенной нелинейностью системы. Весь пери-
од функционирования КА релейная система стабилизации работает в 
режиме малых автоколебаний. Их образ в фазовом пространстве — 
предельные циклы как простой, так и чрезвычайно сложной формы [4]. 
Переходы из одного состояния автоколебаний в другое под действи-
ем неконтролируемых возмущений происходят через бифуркации, в 
которых скачкообразно изменяются все характеристики управляемо-
го процесса [5].  

Поскольку теоретические исследования этих явлений затрудне-
ны, актуальность приобретают методы ФМ. Для получения досто-
верных результатов ФМ необходим лабораторный стенд, позволяю-
щий с высокой точностью моделировать периодические движения 
КА со сложными формами предельных циклов, которые устанавли-
ваются в системе под действием чрезвычайно малых моментов от 
внешних силовых полей и одновременно коротких мощных импуль-
сов управления.   

Проблемы моделирования таких режимов стабилизации со слож-
ной формой предельных циклов объясняются тем, что в пространстве 
параметров системы им отвечают узкие области существования. Чем 
сложнее форма цикла, тем óже область его существования, а чувстви-
тельность к вариациям параметров выше. Такие режимы автоколеба-
ний возникают в реальных условиях свободного полета КА на орби-
те, но реализация их в условиях лабораторных экспериментов на 
Земле вследствие действия инструментальных возмущений стенда 
ФМ чрезвычайно затруднена [6]. Возникающие при этом сложности 
традиционно преодолеваются с помощью конструктивного совершен-
ствования стенда в целях обеспечения минимального трения и компен-
сации дисбаланса в узле подвески поворотной платформы [6–15]. Нами 
выбран иной — инновационный подход, использующий масштабно ин-
вариантные свойства моделируемой системы, в основе которого лежат 
методы теории подобия и размерности Л.И. Седова [15].   

Стенд ФМ динамики стабилизации КА. Стенд должен иметь 
простую удобную в работе конструкцию с малыми возмущениями в 
узлах подвески поворотной платформы. Обычно для удовлетворения 
этому требованию применяют системы на основе воздушной (аэро-
динамической) или магнитной подвески. Например, в одном из пер-
вых стендов, созданных в США (Langley Research Center) [7], пово-
рот платформы обеспечивается аэродинамическим подвесом. И в 



Подавление влияния инструментальных возмущений локально… 

Инженерный журнал: наука и инновации   # 2·2020                                               3 

аналогичном стенде университета штата Вирджиния [8] (США) пово-
ротная платформа монтируется на аэродинамическом подвесе, но, кро-
ме того, она имеет систему балансировки центра масс. Аналогичные 
стенды созданы во многих университетах и на предприятиях [6–11].  

Стенд на магнитном подвесе имеет еще и проблему возмущаю-
щего момента из-за асимметрии магнитного поля [12]. Один из путей 
совершенствования такого стенда связывают с применением явления 
сверхпроводимости [13]. Однако ни один из известных по литератур-
ным источникам современных стендов не обеспечивает точность, до-
статочную для физического моделирования автоколебаний в преци-
зионных режимах сложных предельных циклов, характерных для 
движения на свободных участках полета КА.  

Поскольку для исследований автоколебательных режимов стаби-
лизации возможность моделирования сферических движений не 
принципиальна, ограничимся простой одноосной конструкцией стен-
да (рис. 1). Его основное звено — поворотная платформа, установ-
ленная в подшипниковых опорах на неподвижную раму (на рис. 1 не 
показана). Источники энергии — аккумулятор и шар-баллон высоко-
го давления. В состав оборудования также входят: измерительные 
приборы, вычислительные, командные, коммутационные, сервисные 
и исполнительные устройства. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1. Схема конструкции поворотной платформы: 
1, 7 — шаговый двигатель; 2, 6 — штанга; 3 — микроконтрол-
лер; 4 — корневой электропривод; 5, 12 — подшипниковый 
узел; 8 — газоструйное сопло; 9 — шар-баллон; 10 — двига-
тель-маховик; 11 — аккумулятор; 13 — оптический энкодер; 
14 — гироскоп; 15 — линейный актуатор; 16 — балансир;  
                                       17 — платформа  

 
Понятия подобия. Стенд должен удовлетворять требованиям, 

которые определяются понятиями «физическое подобие», «модели-
рование», «масштабная инвариантность». Этим понятиям в работе 
[15] академик Л.И. Седов дал определения: два явления подобны, ес-
ли по заданным характеристикам одного можно получить характери-
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стики другого простым пересчетом, аналогичным переходу от одной 
системы единиц измерения к другой. Моделирование — это замена 
изучения рассматриваемого явления в натуре изучением аналогич-
ного явления на модели, обычно в специальных лабораторных усло-
виях. «Масштабная инвариантность» определяется как свойство 
уравнений, описывающих физические явления и процессы, сохранять 
свой вид при изменении всех расстояний и промежутков времени в 
одинаковое число раз. Такие изменения называют преобразованиями 
подобия.  

Физическое подобие Л.И. Седов рассматривал как обобщение 
геометрического подобия. Коэффициент подобия — это масштаб, 
умножением на который размеров геометрической фигуры получают 
размеры подобной ей фигуры. Характеристики двух подобных явле-
ний рассматриваются как характеристики одного и того же явления, 
но выраженные в двух различных системах единиц измерения. Для 
подобных явлений все безразмерные характеристики соответствую-
щих величин имеют одинаковое численное значение. Совокупность 
подобных движений определяет собой режим движения. 

Алгоритм управления порождает в движении объекта и в движе-
нии его модели аналогичные процессы. Для установления подобия и 
масштабов можно использовать свойства инвариантности. Основная 
роль при этом отводится преобразованию, которое определяется как 
«локально инвариантное масштабирование». Следуя подходу Л.И. Се-
дова [15, с. 58], подобие двух процессов будем трактовать, применив 
преобразование не ко всей системе, а локально лишь к той ее части, 
которая соответствует этим процессам. 

Динамическая система и ее инвариантные свойства. Требова-
ния к параметрам ФМ определяются условиями динамического по-
добия установившихся движений модели и моделируемой релейной 
системы стабилизации КА. В математике это требование к системам 
определяется понятием «изоморфизм». Если описания ФМ и объекта 
изоморфны, то изучение свойств объекта в значительной мере можно 
свести к исследованию свойств ФМ. 

Опишем динамику моделируемой системы стабилизации в упро-
щенном виде [2]: 

 

 
[ ]0 0

,    ( ),     ,
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2

dx dyy g aF x ky
dt dt

F hF hF

 = = − σ σ = (
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 σ = σ − α ( ( σ ( α (

  (1) 
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где x, y  — измеряемые величины угла и угловой скорости; t — время; 
bMg

J
= — эффективность возмущения; uMa

J
=  — эффективность 

управления; J  — момент инерции КА; ,b uM M  — возмущающий и 
управляющий моменты; σ  — управляющий сигнал; ( )F σ — релей-
ная функция с зоной нечувствительности ±α  и петлей гистерезиса h;  
k  — коэффициент усиления по скорости; 0F  — значение ( )F σ  в 
предшествующий момент времени 0

0
( ) lim ( ).

ε→
= − εF t F t  

Рассмотрим свойства и особенности системы (1), которые позво-
лят оценить изоморфизм ФМ. Основные свойства (1) в установив-
шихся режимах обусловлены влиянием двух факторов: гистерезиса h  
и коэффициента k  в управляющем сигнале σ . Гистерезис приводит 
к раскачке движения при малых значениях переменных { ,  },x y  а вве-
дение коэффициента k  — к сжатию фазовых траекторий при боль-
ших значениях переменных. Эти тенденции, противоборствуя, при-
водят к самоорганизации аттрактора: самопроизвольно формируется 
динамически равновесное состояние — движение по предельному 
циклу n

∗Γ  с n  импульсами за период ( 1,  2,  3,  5,  7,  ...,  n = ∞  при 
0g ≠  и 2n =  при 0).g ≅  В пространстве Ρ  параметров ,ip  ,∈i  

этой системы каждой форме предельного цикла с n  импульсами  n
∗Γ  

за период соответствует определенная область .nΡ При условии 
maxa g  (жесткое управление) и g g∞→  в  системе существует 

странный аттрактор ,  n n∗Γ → ∞ . 
Пусть, например, совокупность параметров системы {a, g, α, h, k}  

принадлежит области 1.Ρ Тогда из любого начального состояния 

0 0( ,  )x y  на фазовой поверхности по траектории переходного процес-
са изображающая точка стянется к замкнутой траектории одноим-
пульсного предельного цикла 1

∗Γ . Условие замыкания фазовой траек-
тории дает инвариантное соотношение, отражающее баланс импуль-
сов управления и возмущения:  

1b u uM T M t∗ ∗= →  1
1

∗
∗

∗λ = = =u b

u

t M g
T M a

,                   (2) 

где  1T ∗  — период; ut∗  — длительность импульса управления; 1
∗λ  — 

скважность автоколебаний (безразмерная характеристика расхода 
энергии, рабочего тела). 
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В общем случае, если {a, g, α, h, k} ,n∈ Ρ  то в системе устанавли-
вается предельный цикл n

∗Γ , для которого справедливо инвариантное 
соотношение импульсов: 

    
1 1

.
+ −

∗ + −

= =

 
= −   

∑ ∑ ji

N N

n uu
i j

T g t t a       (3) 

Безразмерный расход ∗λn  при этом определяется выражением 

1 1

1 ,    .
+ −

∗ + − + −
∗

= =

 
λ = + = +   

∑ ∑ jλ

N N

n uu
n λ j

t t n N N
T

    (4) 

В выражениях (3) и (4) ,  + −
ji uut t  и  ,  N N+ −  — длительности и об-

щее число положительных и отрицательных импульсов соответ-
ственно.  Из выражений (3) и (4) получаем соотношение: 

1

1 1 1 1
,    .

+ − + − −

∗ + − + −

= = = =

  
λ = η η = + −      

∑ ∑ ∑ ∑j jλλ

N N N N

n n n u uu u
λ j λ j

g t t t t
a

           (5) 

В случае жесткого управления ( maxa g ), как показано в рабо-
те [2], в пределах области nΡ , т. е. для каждой из форм предельного 
цикла n

∗Γ , коэффициент n nη ≥  остается практически постоянным: 
1 1η = , 3 3η ≈ , 5 5η < ,… ( 2n ≠ ). Величина nη  характеризует сте-

пень избыточности расхода энергии в предельном цикле n
∗Γ  по срав-

нению с минимально возможным для данных a  и g  расходом 

1
∗λ = g

a
 в 1

∗Γ . 

Таким образом, безразмерный параметр ∗λn , полученный на осно-
ве инвариантного соотношения (3), может служить критерием дина-
мического подобия режимов стабилизации в предельном цикле n

∗Γ  
КА и в аналогичном предельном цикле модели. Если при моделиро-
вании возник предельный цикл автоколебаний с тем же числом им-
пульсов за период, что и в моделируемом режиме работы КА, а 
скважности автоколебаний при этом одинаковы, то можно утвер-
ждать, что эти два процесса динамически подобны. Однако практи-
чески реализовать контроль параметра ∗λn  сложно, поскольку требу-
ется проводить измерения текущих значений отрезков времени 

,  + −
ji uut t , n

∗Τ , которые на фазовой поверхности непосредственно не 

отображаются, и одновременно вычислять на их основе ∗λn . 
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«Обойти» указанную трудность позволяют «эталонные» инвари-
антные кривые — фазовые траектории предельных циклов, которые 
будем рассматривать как номинальные. На фазовой поверхности от-
носительно координатных осей и линий переключения номинальные 
циклы необходимо строго позиционировать, чтобы иметь базу для 
установления масштабов единиц моделирующей системы. Можно, 
например, за номинальный режим принять оптимальные по эконо-
мичности автоколебания. С учетом ограниченности ресурса по коли-
честву включений такой режим можно представить одноимпульсным 
предельным циклом с максимальной длительностью импульса. Это 
состояние — критическое и характеризует бифуркационный переход 
от одноимпульсного предельного цикла к трехимпульсному 1 1 3( )∗

−Γ : 

1 3
g↓∗ ∗Γ →Γ  (рис. 2).  

 

  
Рис. 2. Одноимпульсный предельный цикл, предшествующий  

бифуркации (1, 2 — точки излома) 
 

Условие бифуркации трактуем геометрически: контакт (касание) 
1
∗Γ  и линии включения 3L . Оно позволяет аналитически найти би-

фуркационные параметры системы по координатам точки касания 
3 1 1 3( )∗

−∈ ΓΚ . Линии iL  интерпретируем как геометрическое место 
точек переключения системы (1): 

    
1 2 3 4

:   ,     1, 4;
,  ,  ,  .

i iL x ky i
h h

 +:  ε :


ε : α ε : α − ε : −α ε : −α +
          (6) 
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Геометрия фазовых траекторий и линий переключения (6) позво-
ляет однозначно определить параметры аттрактора, позволяющие 
провести масштабирование фазовой поверхности: 

1
∗Γ :  1 1 1 1

1

 ,   ,   ,   ,   
2 ( )

∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗
 

Α = = = λ = − 
u u

u
h h at ty t T
k a g k g T

,       (7) 

где 1
∗Α , 1 1 1,   ,   ,  uy t T∗ ∗ ∗ ∗λ  — соответственно размах колебаний, ампли-

туда скорости, длительность импульса, период автоколебаний и 
скважность (безразмерный расход).  

Размах колебаний 1
∗Α  определяется экстремальными отклонени-

ями 1( , )∗ ∗x t T  в 1
∗Γ : 

2 2
1 1( ) ( )min( ) ,     max( ) .

2 2 2 2( )

∗ ∗
∗ ∗   = α − − = α − (    −   

h y h yx x
g a g

 

Однако, учитывая жесткость управления max ,а g  величиной 

«заброса» в импульсе можно пренебречь, т. е. принять 
2

1( ) 0.
2( )

∗
≈

−
y
a g

 

Тогда размах колебаний 1
∗Α  в режиме одноимпульсных предельных 

циклов определяется в системе (7) простым выражением  

   
2

1
1

( ) .
2
y

g

∗
∗Α =                   (8) 

Отметим характерную особенность рассматриваемой динамиче-
ской системы — для значений (0,  )g g∞∈  существует один и только 
один предельный цикл 2

∗Γ  (рис. 3). Предельное состояние системы 
при значении варьируемого параметра 0g =  легко определить из 
геометрии 2 0( ) .∗Γ  Симметрия этой инвариантной траектории позволя-
ет найти основные параметры автоколебаний аналитически как базо-
вые величины масштабирования: 

2 0( )∗Γ :   

2

2

2

1 1

2

2 2
2

,     ,     ,  
2 2 2

2 4 2 1 ,       

2 1 ,     
1 2 2 1

∗
∗ ∗ ∗

∗

∗
∗

∗



 = α − = = =
 α  = + −   

λ = =

α α  + −   

u
u

u

ath h hx y t
k ak

hT k
ak h
t

kT
h h

           (9) 

где 
2ut∗  — длительность управляющих импульсов в предельном цикле 

2 0( ) .∗Γ
 



Подавление влияния инструментальных возмущений локально… 

Инженерный журнал: наука и инновации   # 2·2020                                               9 

  
Рис. 3. Двухимпульсный предельный цикл (1–4 — точки излома) 

 

Нормализация переменных. Параметрами предельных циклов 
характеризуется реализуемая системой точность и экономичность 
управления в установившихся режимах. Количественную оценку 
точности дают амплитудные значения угла и угловой скорости, а 
экономичность определяется скважностью автоколебаний nλ . Подо-
бие динамических процессов оценим по степени близости этих ха-
рактеристик в безразмерной форме. 

Для того чтобы нормализовать переменные системы (1), приводя 
их к безразмерной форме, выбираем базовые (основные) размерные 
величины. За базу позиционной координаты x  принимаем величину 
порога срабатывания релейного регулятора .α  Тогда безразмерные 
величины отклонения объекта в предельных циклах будут принимать 
значения порядка 1.  

По аналогии выбираем базовую величину скорости 1y hk −∼ . Как 
видно из систем (7) и (9), этой величиной определяется размах коле-
баний скорости в предельных циклах 1

∗Γ  и 2 0( ) .∗Γ  За базовую величи-
ну времени принимаем некоторую (пока неизвестную) константу T . 
С учетом принятых базовых величин введем безразмерные перемен-
ные ,  x y   и t : 

    1 1,   ,    kx x y y t t
h T

 = = = α 
   .                 (10) 



Р.П. Симоньянц, С.В. Пилипчук, В.В. Шевченко, А.А. Болотских, В.Н. Булавкин          

10                                              Инженерный журнал: наука и инновации   # 2·2020 

Полагая в системе (10) ,dxy
dt

=





 находим 1T kh−= α . В итоге ко-

эффициенты масштабирования переменных ,   ,   x y t  имеют вид  

   { }1 1 1,  ,  ( )− − −α αkh h k .                        (11) 

Принимая за базовые величины { ,  } ,hα α,  ,k T,  нормируем 
параметры регулятора 

   { }1 1 1,  1,  ,  .h h k h− − −= α α = = α σ = σα              (12) 

Тогда, с учетом (10), (11) и (12), система (1) принимает вид 

( )

( ) ( )0 0

2

2

,    ,     ,

1( ) sgn sgn ,1 1
2

,

dx dyy g аF x ky
dt dt

F hF hF

k
h

 = = β − σ σ = (  

  σ = (σ − ( σ ( (  

 αβ =

        
  

              (13) 

где β  — коэффициент масштабирования ускорений: ,a a= β  .g g= β  
Для привязки параметров алгоритма управления к базе масшта-

бирования дадим функции ( )F σ  геометрическую интерпретацию. 
Задав переменные и параметры системы так, как указано в (10) и (12), 
алгоритм управления представим тремя листами фазовой поверхно-
сти ( , ),F x y( =    0 ( , ),F x y   ( , )F x y−    такими, что если ( , ) ,x y F (∈   то 

1,F = +  если ( , ) ,x y F −∈   то 1,F = −  если 0( , ) ,x y F∈   то 0.F =  Гра-
ницами листов при этом будут линии переключения (4), которые в 
новых переменных принимают вид 

1 2 3 4

:   ,     1, 4,

1,    1 ,    1,    1 .
i iL x ky i

h h

 +:  ε :


ε : ε : − ε : − ε : − +

    
      

                    (14) 

Отметим важное свойство нормализованных переменных. Как 
подчеркивал Л.И. Седов  [15, с. 13–14], понятия «размерные» и «без-
размерные» величины относительны.  

Локально инвариантное масштабирование динамики стенда. 
В исходных переменных движение поворотной платформы стенда 
ФМ относительно оси подвеса описывается системой уравнения 

( ) ( ) ( )0 0

,   ( ) ,   ,

1 sgn sgn .
2

dx dyy g aF x ky
dt dt

F hF hF

 = = − σ ( a σ = (

 σ = ( σ − α ( σ ( α ( 

   (15) 
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В систему (15) введен параметр δ  — инструментальное возму-

щение. Ускорение a  обеспечивает привод стенда: п

п

,uМ Мa
J J

= =  где 

пМ  и пJ  — управляющий момент привода и момент инерции пово-
ротной платформы. Эффективность возмущения bМ  КА создает 

имитирующее устройство стенда: п

п

( ) ,b bМ Мg
J J

= =  где п( )bМ  — 

момент стенда, имитирующий bМ . 
Параметр неконтролируемого возмущения δ  является следстви-

ем несовершенства конструкции стенда. Его можно представить в 

виде сухого трения c sgn( ),δ = −δ y  где с
c

п
;δ = M

J
 сM  — модуль мо-

мента трения. Если cδ  мало настолько, что система способна вос-
произвести с достаточной точностью все динамические режимы и их 
инвариантные свойства, которые наблюдаются в системе (1), то си-
стемы (15) и (1) динамически подобны. Для обеспечения динамиче-

ского подобия необходимо, чтобы c 0.δ →
g

 В случае c 1δ →
g

 дуга 

свободного участка траектории 0Γ ( 0)F =  утрачивает симметрию, а 

при c 1δ ≥
g

 в области −α < < +αx  возникает состояние покоя, чего 

никогда не наблюдается в движении КА, т. е. система (15) совершен-
но не подобна системе (1). 

В общем случае параметр δ  можно представить суммой, слагае-
мые которой учитывают сухое и вязкое трение, стабилизирующее и 
дестабилизирующее влияние смещения центра тяжести поворотной 
платформы относительно оси подвеса, постоянные и переменные 
возмущения от взаимодействия с окружающими объектами и средой. 
Однако такое усложнение математической модели будет неоправ-
данно, поскольку все эти слагаемые в эксперименте не контролиру-
ются. Поэтому рассмотрим инструментальное возмущение стенда ФМ 
упрощенно — в виде постоянной величины δ , соизмеримой с номи-
нальным значением g . Это условие соизмеримости делает невозмож-
ным проведение на стенде корректных исследований автоколебатель-
ных режимов, если не предпринять меры парирования инструменталь-
ных возмущений. В качестве одной из таких мер может служить 
предлагаемый метод локально инвариантного масштабирования.  

Концепция метода заключается в следующем. Рассмотрим два 
управляемых процесса: первый — стабилизация КА (см. (1)); второй — 
стабилизация поворотной платформы стенда (см. (15)). Признаки их 
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подобия отнесем к локальной системе характеристик, определяющих 
рассмотренные выше динамические свойства системы (1) в режимах 
стабилизации КА. Именно эти параметры подвергнем масштабно ин-
вариантным преобразованиям, оставив неизменным параметр δ  си-
стемы (15).  

Локально инвариантное масштабирование системы (15) приводит 
к уравнениям  

 
( )

( ) ( )0 0

,     ,     ,

1( ) sgn sgn ,
2

dx dyy g aF x ky
dt dt

F hF hF

 = = β − σ ( a σ = (  

  σ = (σ − α ( σ ( α ( 

        
  

       
      (16) 

В системе (16) все переменные и параметры, помеченные волни-
стой линией, нормализованы относительно базовых величин систем 
(10), (11). Однако параметры движения физической модели, учитывая 
относительность понятия «безразмерная величина», рассмотрим как 
размерные переменные характеристики в единой системе единиц изме-
рения. 

Оценивание влияния .δ  Поскольку бифуркации предельных 
циклов 2

g
n n

↑∗ ∗
−Γ →Γ  и 2

g
n n

↓∗ ∗
−Γ →Γ   определяются касанием дуги 

0
n
∗Γ ∈ Γ  и линии 3L , то в качестве меры влияния инструментальных 

возмущений δ  целесообразно принять x∗∆  — величину смещения 
экстремальной точки отрезка траектории 0

n
∗Γ ∈ Γ .  

Для определения x∗∆  в режиме одноимпульсного предельного 
цикла 1

∗Γ  используем аналитические выражения его параметров (7). 
Амплитуда скорости 1

1 (2 )y k h∗ −=  однозначно определяет координа-
ту точки экстремума 0( ,   0)m mx y F∗ ∗ = ∈ : 

     
21

2 8m
h hx

g k
∗  = α − −   

, 0.g∀ >                (17) 

Точность стабилизации в режиме 1
∗Γ  можно оценивать величиной 

размаха 1
∗Α  (8). Конкретизируем этот параметр заданием условий 

функционирования системы, определив режим 1 н( )∗Γ
 
как «номиналь-

ный», в котором траектория предельного цикла проходит через кон-
кретно заданную точку н н( , )x y . Назовем три варианта из множества 
возможных. 

Вариант 1.  Геометрия номинального предельного цикла 1 3
∗
−Γ  

(см. рис. 1) задана в окрестности точки бифуркации 3 3K L∗ ∈ ( 0).g↓ >  
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При этом 3 1 н( ) ,∗ ∗∉ ΓK  поскольку номинальная траектория отображает 
состояние системы до момента бифуркации.   

Вариант 2. «Номинальный» предельный цикл задан размахом 
1 н( ) 2 ,∗Α ≈ α − h  равным размаху колебаний в режиме предельного 

цикла 2 0( )∗Γ  при 0g =  (см. рис. 2).  
Вариант 3. Можно рассматривать и иные «номинальные» режи-

мы, например, методически удобно рассматривать режим одноим-
пульсного предельного цикла, в котором фазовая траектория содер-
жит точку начала координат  1 н( ) (0,0).∗Γ ∋   

Задача подавления влияния δ . Под словом «подавление» по-
нимаем обеспечение условий динамического подобия при моделиро-
вании на стенде ФМ, имеющем значительные инструментальные 
возмущения δ . Рассматривая задачу подавления влияния δ  на пара-
метры предельного цикла 1

∗Γ , принимаем в качестве номинального 
режима предельный цикл *

1 н( ) ,Γ  у которого задан размах *
1 н( ) .Α  За-

дав допустимую величину д( )∗∆x , находим 

* 2
1

н
1 н

( )
2( )

yg ∗=
Α

,    
* 2
1

н д
1 д н

( )
2( )∗*δ  =

Α ( ∆
yg

х
.                   (18) 

Из уравнений (17) приходим к выражению 

 н д 1

н 1 д

∗

∗
− δ Α=

Α + ∆
g

g х
  или   д

н
,

1
δ ε=

+ εg
           (19) 

где ε  — допустимая величина относительной точности по координа-

те х  углового положения поворотной платформы д

1 н

( )
( )

∗

∗
∆

ε =
Α
x

.  

Из уравнений (19) следует, что для обеспечения необходимой 
точности физического моделирования ε  при заданной величине до-
пустимого инструментального возмущения дδ  с помощью метода 
локально инвариантного масштабирования модели достаточно вы-
брать коэффициент масштабирования ,β  удовлетворяющий условию  

   1
н д(1 )( )−β ≥ ( ε ε δg .      (20) 

Например, 0,001ε ≈ , 1
g
δ ≈  1000→ β ≈ . Такие значения β  мож-

но обеспечить подбором коэффициентов масштабирования перемен-
ных x, y, t  (11).  
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При воспроизведении сложных предельных циклов чувствитель-
ность системы к инструментальным возмущениям возрастает. Чем 
больше число импульсов в предельном цикле, тем óже область его 
существования, тем чувствительнее система по отношению к ин-
струментальным возмущениям. Поэтому для различных областей 
пространства параметров в общем случае требуется свой масштаб-
ный коэффициент β . 

Численные эксперименты. Для численного моделирования ста-
билизации КА и физической модели используем компьютерную про-
грамму «Model» [2]. Рассмотрим пример, для которого приняты ис-
ходные данные: 

2 2 2
н max0,1 град/с ,  0,0007838 град/с ,   0,0003919 град/с ;

0,5 град,   0, 2 град,    4 с.
 = = a = ±


α = = =

а g
h k

      

  
Для идеальных условий (при 0)δ =  предельный цикл ( )1 н

∗Γ  харак-

теризуют параметры { }1 1 1 1,  ,  p Т∗ ∗ ∗= λ Α . Их разброс из-за действия 

max±a  оценим экстремальными значениями { }1 1 1 1,  ,  ,∗ ∗ ∗∆ = ∆λ ∆ Αp Т

1 1 1max minp p p∗ ∗ ∗∆ = − . Ошибки ФМ от инструментальных возмуще-
ний оцениваем по относительной величине разброса параметров 

1

1 н
.

( )
p

p

∗

∗
∆  Значения этих величин, полученные в ходе численных экспе-

риментов, представлены в таблице. 
 

Результаты численных экспериментов 

Тип масштаби-
рования 

Параметр 

1 1 1 1{ ,  ,  }∗ ∗ ∗ ∗∈ λ Αp Τ  1
∗λ  1 ,  с∗Τ  1 ,  град∗Α  

Исходный мас-
штаб 

1 н( )p∗  0,007839 64,2953 0,4018 

1min ∗p  0,003919 43,0300 0,2689 

1max p∗  0,011750 128,080 0,8005 

1p∗∆  0,007831 85,0500 0,5316 

1

1 н( )

p

p

∗

∗

∆
 1,005600 1,00560 1,3230 

Локально инва-
риантное мас-
штабирование 

1 н( )p∗  0,007839 64,2950 0,4018 

1min p∗  0,007819 64,1360 0,4008 
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Окончание табл. 

Тип масштаби-
рования 

Параметр    

1 1 1 1{ ,  ,  }∗ ∗ ∗ ∗∈ λ Αp Τ  1
∗λ  1 ,  с∗Τ  1 ,  град∗Α  

Локально инва-
риантное мас-
штабирование 

1max p∗  0,007859 64,4550 0,4028 

1p∗∆  0,000040 0,3190 0,0020 

1

1 н( )

p

p

∗

∗

∆
 0,005100 0,004961 0,0005 

  
На рис. 4 представлено семейство 15 траекторий 1

∗Γ  для условий 
н 3 1g g −> , которое иллюстрирует разброс параметров предельного 

цикла: номинальную траекторию 1 н( )∗Γ с вершиной в начале коорди-
нат и 14 траекторий для значений [ ]min max,g g g∈ , max н0,5ga =  с 

шагом  max .
7

a   
 

 
Рис. 4. Разброс фазовых траекторий 1

∗Γ  под влиянием инструментального  
возмущения при исходном масштабировании 

 
Применив локально инвариантное масштабирование, получаем  

2,  20,  0,1x y t
x y t

 
= = = 

 

   
;  { } 0, 4;  1,  0, 4h k= α = =   ;  200β = ; 

 { }н20;  0,15676 ,a a g g= β = = β =    20,0003919 град/сδ ≈ ± . 
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а                                                 

 

 
б 

Рис. 5. Одноимпульсный (а) и трехимпульсный (б) предельные циклы в случае  
локально инвариантного масштабирования параметров системы, подверженной 

воздействию инструментальных возмущений 
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Нормированные переменные рассматриваем в той же системе 
единиц измерения, что и для исходной системы: град,x ,  

град/с,у ,  2, град/с .a g  ,   
Как следует из представленных в таблице и на рис. 5 результатов 

численных экспериментов, реализованное на конкретном примере 
локально инвариантное масштабирование  подавляет инструменталь-
ные возмущения радикально (β = 200). 

Так, если в исходном масштабе переменных ошибки воспроизве-
дения номинального режима составляют ≈ 100 %, то при локально 
инвариантном масштабировании ≈ 0,5 %.  Реализованное нами мас-
штабирование обеспечивает достаточную точность и при моделиро-
вании сложных многоимпульсных предельных циклов. На рис. 5, б 
представлены результаты численных экспериментов с применением 
локально инвариантного масштабирования переменных. Для значе-
ния 2

н 0,0003317 град/сg −=  и тех же прочих исходных данных, ин-
струментальные возмущения н 0,5gδ = ±  приводят к изменениям па-
раметров предельного цикла с ошибкой не хуже 0,6 %. 

Заключение. Проблему точности физического моделирования 
динамики стабилизации КА, обусловленную инструментальными 
возмущениями, присутствующими вследствие конструктивного не-
совершенства лабораторного стенда, можно радикально решить с 
помощью метода локально инвариантного масштабирования. Чис-
ленные эксперименты на конкретном примере показывают, что влия-
ние возмущающих моментов на оси поворотной платформы стенда 
практически полностью подавлено: ошибка позиционного отклонения 
снижена в 200 раз.    
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Suppression of the instrumental disturbance effect  
by locally invariant scaling of the physical model  

of spacecraft angular stabilization  
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The study introduces a method of ground conditions physical modeling of the spacecraft 
motion around a fixed axis. On a natural scale of parameters and variables, the dynamic 
modes under consideration can be implemented only with an extremely small amount of 
kinetic energy dissipation. The feasible minimum friction for a test bed of simple design 
significantly exceeds the required values. In current modes of economical limit cycles, the 
characteristics of the simulated process are distorted so much that the physical modeling 
test bed is unsuitable for practical use. The solution to this problem is usually sought by 
complicating the design of the test bed through the use of air or magnetic suspension. 
The paper proposes an innovative method of “invariant scaling”, based on the principle 
of dynamic similarity of self-oscillating processes. Its application makes it possible to 
drastically reduce the effect of friction on the characteristics of physically modeled 
modes during ground developmental testing of control algorithms. Computer modeling 
with the use of this method has confirmed its high efficiency. It has been shown analyti-
cally and numerically that the modeling accuracy can be radically improved. An example 
of reducing the modeling error by 200 times is given. 
 
Keywords:  physical modeling, dynamic similarity, locally invariant scaling, spacecraft 
orientation and stabilization, limit cycle, bifurcation, modeling accuracy 
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