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Разработана модель, основанная на соотношениях наследственно упругой среды, 
анизотропной теории упругости и принципа соответствия Вольтерра, позволяю-
щая выполнять расчет и прогнозирование анизотропии реологических свойств 
однонаправленного углепластика в линейной области. На основе предложенной 
модели получены выражения для кривых деформирования однонаправленных ма-
териалов, которые были апробированы на образцах из углепластика IM7/8552 и 
углепластика AS4/3501-6, при растяжении под разными углами к направлению ар-
мирования со скоростями, соответствующими квазистатическому и динамиче-
скому нагружению. Предполагалось, что временны́е свойства однонаправленного 
углепластика проявляются в направлении, перпендикулярном армированию, и при 
сдвиге в плоскости слоя. Реализация расчетного алгоритма оказалась возможной 
благодаря использованию соотношений алгебры операторов резольвентного типа. 
Для получения числовых значений параметров модели были обработаны экспери-
ментальные кривые деформирования образцов из углепластиков. 
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Введение. Большинство работ по композитам с полимерной мат-

рицей в области прочности посвящено разработке моделей деформи-
рования и разрушения при квазистатическом нагружении [1–5]. Од-
нако элементы из композиционных материалов, в частности из уг-
лепластиков, армированных хрупкими волокнами и полимерной 
матрицей, в процессе эксплуатации подвергаются переменным во 
времени нагрузкам, в связи с чем способны накапливать необрати-
мые повреждения. Это ограничивает использование композиционных 
материалов в силовых элементах конструкций и приводит к необхо-
димости более детального изучения закономерностей их механиче-
ского поведения, включая прямые или косвенные методы изучения 
временны́х свойств, рассеяния энергии, реакции на динамические и 
ударные воздействия и т. п. 

Полимерная матрица в значительной степени обусловливает 
наличие временнûх свойств однонаправленного углепластика. Из по-
следнего следует, что наряду с применением соотношений теории упру-
гости анизотропного тела возникает необходимость использования со-
отношений, позволяющих учитывать влияние реологических свойств.  
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К таким могут быть отнесены соотношения теории вязкоупругости либо 
наследственной механики твердых тел [6, 7]. В данной работе показана 
корректность использования модели, основанной на соотношениях 
наследственной упругости, принципе соответствия Вольтерра [7] и ани-
зотропной теории упругости [8]. Для оценки физической нелинейности 
кривых деформирования углепластиков обобщение модели может быть 
проведено с помощью введения дополнительных гипотез [7]. 

В работе были использованы экспериментальные данные, полу-
ченные из кривых деформирования двух вышеназванных типов уг-
лепластиков при нагружении образцов под разными углами к 
направлению армирования при разных значениях скорости деформа-
ции. Углепластик AS4/3501-6 армирован среднемодульным волокном 
и хрупкой эпоксидной матрицей, а углепластик IM7/8552 — высоко-
модульным волокном и вязкой матрицей, допускающей высокие пре-
дельные значения деформации образцов, нагружаемых под разными 
углами к направлению армирования [9]. Предварительный анализ не 
позволяет отдать предпочтение тому или иному материалу в случае 
его использования в ответственных элементах конструкций. 

Анализ опытных данных. Результаты испытаний образцов из 
однонаправленного углепластика показывают устойчивую зависи-
мость механических свойств от скорости деформирования [10–12]. 
Поэтому механические свойства, такие как модуль упругости и проч-
ность, являются условными величинами, и квазистатическое нагру-
жение — их частный случай. 

Для сравнения в табл. 1 приведены основные механические свой-
ства однонаправленных образцов из углепластиков IM7/8552 и 
AS4/3501-6 [9]. 

Таблица 1  

Основные значения механических свойств углепластиков  
IM7/8552 и AS4/3501-6 

Углепластик E1 E2 G12 v12 
1
∗ε  2

∗ε  12
∗γ  

ГПа % 
IM7/8552 165 9 5,6 0,34 1,551 0,81 5 
AS4/3501-6 126 11 6,6 0,28 1,38 0,436 2 

 
Эпоксидная матрица 8552 обладает заметно большей деформа-

тивностью, чем матрица 3501-6, а именно — 1,7 % против 1,1 %. По 
данным табл. 1 также видно, что деформативность углепластика 
IM7/8552 в поперечном направлении и при сдвиге заметно выше  
деформативности углепластика AS4/3501-6. В частности, при сдвиге 
в плоскости слоя значение предельной деформации в 2,5 раза больше — 
2 и 5 % соответственно. 
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Описание модели. В соответствии с предложенной концепцией 
совместного использования элементов теории наследственно упругой 
среды, анизотропной теории упругости и принципа соответствия 
Вольтерра предполагалось, что механические свойства однонаправ-
ленного слоя подчиняются следующим закономерностям. В направ-
лении армирования однонаправленного углепластика имеет место 
упругое поведение, не зависящее от истории изменения напряжений 
во времени, в направлении, перпендикулярном армированию, —
наследственно упругое поведение, а при сдвиге в плоскости слоя про-
являются реологические и физически нелинейные свойства. В данной 
работе сделана попытка описать анизотропию механических свойств 
образцов из углепластика IM7/8552 и углепластика AS4/3501-6. Схема 
расположения образца по отношению к главным осям ортотропии и 
направлению действия нагрузки представлена на рис. 1. 

 

  
Рис. 1. Схема нагружения образца: 

1, 2 — главные оси ортотропии; θ — угол между направлением  
действия нагрузки и направлением армирования 

 
Операторная форма определяющего соотношения наследствен-

ной упругости в направлении, перпендикулярном армированию, мо-
жет быть записана следующим образом [7]: 

 2 2 20
2

1 (1 )∗ε = ( σF
E

,                                     (1) 

где 2ε  — деформация; 0
2E  — мгновенный модуль упругости, опреде-

ляемый на основании экспериментальных данных; 2
∗F  — наследствен-

ный оператор разностного типа, 2 2
0

( ) ( )
t

F f F t f d∗ = − τ τ τ∫  ( ( )F t  — яд-

ро оператора); 2σ  — напряжение.  
Таким образом, вид определяющего соотношения зависит от типа 

ядра, которое выбирается в соответствии с закономерностями меха-
нического поведения материала при переменных во времени нагруз-
ках. В соответствии с принципом Вольтерра и соотношением (1) опе-
раторные выражения для модуля упругости можно записать так: 
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0
1 1 (1 )∗

∗ = ( kF
E E

 [7]. Аналогично, при сдвиге в плоскости слоя мо-

дуль сдвига будет иметь вид ( )12 120
12 12

1 1 1 ∗
∗ = ( k F

G G
. 

Из теории упругости анизотропного тела [8] известно выражение 
для модуля упругости ортотропного тела, нагружаемого под углом к 

одной из осей ортотропии: 
4 4

12 2 2

1 2 1 2

1 1 2
θ

 ν= ( − ( 
 

c sc s
E E G E E

 

(с = cos θ, s = sin θ, 1E  — модуль упругости в направлении армирования). 
Используя принцип соответствия Вольтерра, заключающийся в 

замене упругого модуля соответствующим операторным выражени-
ем, можно описать деформирование при переменном во времени 
нагружении. Применив оператор модуля сдвига в линейной области, 
представленный в виде 12

∗G , получим операторное выражение модуля 
упругости под углом θ к направлению армирования 

4 4
12 2 2

1 12 1 2

1 1 2
∗ ∗ ∗
θ

 ν= ( − ( 
 

c sc s
E E G E E

.                           (2) 

Подставив операторные выражения для модулей упругости в (2), 
выполнив разделение числовых и операторных слагаемых, получим 
выражение для модуля упругости материала под углом к направле-
нию армирования: 

4 4
12 2 2 2 2 4

12 20 0 0 0
1 112 2 12 2

1 1 2 1 1 .∗ ∗
∗
θ

 ν= ( − ( ( ( 
 

c sc s c s F s F
E E G E E G E

     (3) 

Далее задача заключается в выборе типа наследственных опера-
торов и вычислении значений их параметров. Задача существенно 
упростится, если в качестве операторов выбрать подобные операторы 
резольвентного типа [7]. К числу резольвентных операторов относят-
ся оператор Абеля, дробно-экспоненциальная функция Работнова, 
ряд Прони, представляющий собой сумму экспоненциальных функ-
ций, и др. В данном случае выберем наследственный оператор с яд-

ром Абеля: 
0

( ) ( )
(1 )

t
ikI f t f d∗ α

α = − τ τ τ
Γ ( α ∫  (параметр сингулярности 

ядра удовлетворяет условию 1 0).− < α <  
Обозначив в выражении (3) модуль по мгновенной кривой де-

формирования 
4 4

2 212
0 0 0
θ 1 12 1 2

2ν1 1c sc s
E E G E E

 
= ( − (  

 запишем с учетом сде-
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ланных ранее предположений выражение для модуля упругости (3):

0
1 1 ∗

θ α∗
θ θ

= ( λ I
E E

, где 
2 2 4

12 2
0 0
12 2

θλ = (k c s k s
G E

. Обозначив 0
θ θ θ= λk E , опре-

деляющее соотношение можно представить следующим образом: 

( )0
1 1 ∗

θ θ α θ
θ

ε = ( σk I
E

.                                  (4) 

Следует отметить, что выражение (4) подобно выражению для 
модуля в частных случаях, с той лишь разницей, что его параметры 
представляют собой функции от мгновенных характеристик однона-
правленного материала и угла θ. Числовые значения параметров (4) 
могут быть определены, например, по результатам испытаний на 
ползучесть или по результатам испытаний при нагружении с посто-
янными значениями скорости напряжения. Возможно использование 
определяющих соотношений, полученных по результатам для других 
режимов нагружения, однако при этом возникнут трудности с вычис-
лением параметров. 

В данной работе для определения параметров использовались 
кривые деформирования образцов из углепластика IM7/8552 и уг-
лепластика AS4/3501-6, нагружаемых с разными значениями скоро-
сти деформирования. 

Тогда для получения определяющего соотношения, позволяюще-
го описывать деформирование при скоростном нагружении с помо-
щью известного выражения для резольвенты оператора Абеля [7], 
было обращено соотношение (4) 

( )0 1 ( ) ,∗
θ θ α θ θθσ = − − εE k Э k                                  (5) 

где ( ) ( )
( )( )

1
1

0
1

1 1 1

(α∞ θ∗ (α
α θ

=

−
− ⋅ =

Γ ( ( α (  
∑

n

n

k t
Э k t

n
 — дробно-экспонен-

циальная функция Работнова [7] ( ( )Γ  — гамма-функция соответ-
ствующего аргумента).  

Из анализа обработанных ранее экспериментальных данных в 
рамках допустимой погрешности описания результатов опыта пара-
метр сингулярности ядра α  может быть принят равным –0,9. 

Параметры определяющего соотношения (5) устанавливали по-
следовательно по результатам испытаний образцов из однонаправ-
ленного углепластика IM7-8552 и AS4/3501-6 под углами 90º и 45º. 
Из работы [9] были взяты не зависящие от времени значения модулей 
упругости 1E  в направлении армирования и коэффициент Пуассона 

12ν . С помощью оцифровки рисунков из работ [10, 11] были получе-
ны числовые данные определяющего соотношения (табл. 2). 
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Таблица 2 

Параметры модели для углепластиков IM7/8552 и AS4/3501-6 

Углепластик 
0
2E   0

45E   0
12G   2k   12k   

ГПа с–(1 + α) 
IM7/8552 10,4 17,22 5,8 0,1280 0,1327 
AS4/3501-6 15,5 23,33 10,1 0,2018 0,3051 

 
Приведенное в табл. 2 значение  0

45E  является мгновенным моду-
лем упругости образцов, нагружаемых под углом 45°. Из экспери-
мента было также определено значение сдвиговой деформации *γ  
углепластика AS4/3501-6, равное 0,75 %, при превышении которого 
наблюдается участок нелинейного деформирования. 

При деформировании с постоянной скоростью ε  изменение де-
формации следует закону .tε = ε  Тогда определяющее соотношение 
(5) примет вид 

( )( )

1
2

1
20

0
1

2 1 1

(α

θ(α ∞

θ θ θθ
=

  ε  −    ε ε    σ = − ε ε ε Γ ( ( α (    
 
  

∑





n

n

k

E k
n

.              (6) 

С использованием соотношения (6) были построены расчетные 
кривые деформирования, приведенные на рис. 2 и 3 для образцов из 
однонаправленных углепластиков IM7/8552 и AS4/3501-6, нагружае-
мых под углами 45° и 90°. 

 

 
 

Рис. 2. Кривые деформирования образцов из углепластика IM7/8552  
при нагружении под углами 45° (а) и 90° (б) к направлению армирования: 

   —  динамическое нагружение;        —  квазистатическое нагружение 
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Рис. 3. Кривые деформирования образцов из углепластика AS4/3501-6  

при нагружении под углами 45° (а) и 90° (б) к направлению армирования: 
   —  динамическое нагружение;        —  квазистатическое нагружение 
 
Экспериментальные денные и расчетные кривые деформирова-

ния хорошо согласуются. Расчет показывает, что значения мгновен-
ных модулей упругости однонаправленного углепластика AS4/3501-6 
больше, чем соответствующие значения мгновенных модулей упру-
гости углепластика IM7/8552. Вероятно, это связано со свойствами 
более жесткой матрицы 3501-6. 

Заключение. Представлена феноменологическая модель, осно-
ванная на совместном использовании соотношений анизотропной 
теории упругости и наследственной теории упругости с использова-
нием принципа соответствия Вольтерра. Получены определяющие 
соотношения, позволяющие описать анизотропию механических 
свойств однонаправленных образцов из углепластиков IM7/8552 и 
AS4/3501-6 при скоростном деформировании. Построены расчетные 
кривые деформирования и получено удовлетворительное совпадение 
расчетных и экспериментальных результатов. Проведено сравнение 
механических свойств и значений параметрической мгновенной кри-
вой деформирования углепластика. Поскольку анизотропия физиче-
ски нелинейных свойств углепластиков в значительной степени 
определяется соответствующими свойствами при сдвиге в плоскости 
слоя, для описания кривых деформирования в области, приближен-
ной к разрушению, необходимо обобщение определяющего соотно-
шения для учета нелинейного деформирования. 
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Prediction and calculation of mechanical properties  
anisotropy of unidirectional carbon-fiber-reinforced  

plastic under strain rate loading  
© H. Liu1,  A.M. Dumansky1,2   

1Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia  
2Mechanical Engineering Research Institute of the Russian Academy of Sciences,  

Moscow, 101990,  Russia 

A model based on the relations of a hereditarily elastic medium, an anisotropic theory of 
elasticity, and the Volterra correspondence principle has been developed, which allows 
one to calculate and predict the anisotropy of the rheological properties of unidirectional 
carbon fiber in a linear area. Based on the proposed model, expressions are obtained for 
the stress strain curves of unidirectional samples, which were tested on samples made of 
carbon fiber reinforced plastic IM7/8552 and carbon fiber plastic AS4/3501-6, loaded at 
different angles to the direction of reinforcement and strain rates corresponding to qua-
sistatic and dynamic loading. It was assumed that the time dependent properties of unidi-
rectional carbon fiber reinforced plastics are manifested in the direction perpendicular 
to the reinforcement and in-plane shear of the layer. The implementation of the calcula-
tion algorithm turned out to be possible due to the use of relations of the algebra of the 
resolvent operators. To obtain numerical values of the model parameters, the experi-
mental curves of the deformation of carbon fiber samples were processed. 
     
Keywords: Volterra principle, hereditary elastic body, resolvent operator 
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