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Рассмотрена идея уменьшения замусоренности околоземного пространства за счет 
сброса отработавших ступеней в атмосферу Земли. Решена задача оптимизации им-
пульсного перелета  между опорной круговой орбитой искусственного спутника Зем-
ли и целевой эллиптической орбитой с фазовым ограничением на максимальное удале-
ние космического аппарата от Земли. Производные в условиях трансверсальности 
принципа Лагранжа в процессе решения вычислены с помощью специально разрабо-
танной технологии численно-аналитического дифференцирования. В первой части 
статьи была представлена формализация задачи и приведено описание полученных 
траекторий. Во второй части статьи исследованы условия  оптимальности принци-
па Лагранжа, проведен их анализ и сравнение полученных следствий с ранее извест-
ными результатами.  
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Введение.  Импульсная постановка задачи перелета космического 
аппарата (КА) с опорной орбиты на целевую эллиптическую с фазо-
вым ограничением на максимальное удаление КА от Земли, форма-
лизация задачи и общее описание результатов приведены в первой 
части статьи [1]. Вторая часть статьи посвящена анализу необходи-
мых условий оптимальности принципа Лагранжа и сравнению с уже 
известными результатами. 

Принцип Лагранжа. Введем следующие обозначения:  
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Применение принципа Лагранжа к решаемой задаче рассмотрим 
для случая импульса довыведения 1,5 км/c (определяет последова-
тельность моментов 1 1 2 20 τ τ< < < < < <Rt t t T ) [1]: 
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Функция Лагранжа имеет вид 
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терминант 
*
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где ( )⋅xp , ( )⋅yp , ( )⋅zp , ( )⋅vxp , ( )⋅vyp , ( )⋅vzp  — сопряженные 
переменные (функциональные множители Лагранжа) на каждом из 
шести участков [1]; 0l , τ1l , τ2l , 1tl , 2tl , Rl , Tl  — части терминанта, 
соответствующие моментам времени 0 , 1τ , 2τ , 1t , 2t , Rt , T  из [1]. 
Величины импульсных воздействий 0∆v , ∆ kv , ∆ Rv , сб∆ iv , ∆ Tv  из 
[1] входят в терминант в виде компонент дов∆v  и пm : 
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( )2 2 2λ ( ) ( ) λ ( ).− − −= + − +T T T zTl x T y T R z T  

Здесь 0λ , довλ ; 0λR , 0λC ; τλx i , τλ y i , τλ z i , τλvx i , τλvy i , τλvz i , λrvi , τλ i  
( 1, 2)=i ; λxtk , λ ,ytk  λ ,ztk  λtk  ( 1, 2)=k ; λxR , λ yR , λ zR , λR , 1λR , 2λR , 

3λR ; λT , λ zT  — числовые множители Лагранжа. (Дополнительная 
нумерация функций, связанная с номером участка и формально необ-
ходимая, согласно теореме [2], в настоящей работе не используется 
для упрощения системы обозначений). 

Согласно принципу Лагранжа, необходимые условия (первого 
порядка) минимума имеют следующий вид. 

1. Условия стационарности по фазовым переменным (уравнения 
Эйлера — Лагранжа): 
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2. Условия трансверсальности и стационарности 
2.1. В начальный момент времени: 
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 Из (1) можно получить: 
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Условие стационарности в начальный момент времени отсут-
ствует. 

Интеграл Белецкого — Егорова — Пайнса в центральном ньюто-
новском гравитационном поле задается формулой 
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С учетом 
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Складывая (2) и (3), получаем, что ( ), 0,=
� �
C K  т. е. компонента 

векторного интеграла Белецкого — Егорова — Пайнса, сонаправленная 
с компонентой вектора ,�ce  равна нулю. Что и требовалось доказать. 

2.2. В моменты времени τi  ( 1, 2)=i  сброса отработавших 
ступеней 
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Введем обозначения: 
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С учетом (4) вид условий трансверсальности упрощается: 
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Из условий стационарности τ τ(τ ) λ , (τ ) λ− += − = −i i i iH H  следует 
непрерывность гамильтониана в моменты времени τi: 

 (τ ) (τ ).− +=i iH H                                          (6) 

Из условий трансверсальности (5) следует, что в моменты сброса 
ступеней векторный интеграл Белецкого — Егорова — Пайнса 
непрерывен: 
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Тогда, используя свойства векторного произведения:  

[ ] [ ]

[ ]

[ ] [ ] [ ]

τ

τ

(τ ), (τ ) (τ ), (τ )

(τ ), (τ ) (τ ) (τ ), λ (τ ) (τ )

λ (τ ), (τ ) (τ ), (τ ) λ (τ ), (τ ) ;

γ

γ

+ + − −

+ −

− =

 
= − = − = 

 

= − =

� � � �

� � � � � �

� � � � � �

i r i i r i

i
i r i r i i rvi i i

ai

i
rvi i i i i rvi i i

ai

r p r p

r p p r v r
r

r v r r r v
r

 

[ ] [ ]

[ ]

[ ] [ ] [ ]
τ

τ

(τ ), (τ ) (τ ), (τ )

(τ ), (τ ) (τ ) (τ ), λ (τ ) (τ )

λ (τ

γ

γ), (τ ) (τ ), (τ ) λ (τ ), (τ ) .

+ + − −

τ
+ −

τ

′

− =

 
= − = − = 

 

= − =′

� � � �

� � � � � �

� � � � � �

i v i i v i

i
i v i v i i rvi i i

i

rvi i i i i
i

rvi i i
i

v p v p

v p p v r v
v

v r v v v r
v

 

Отсюда следует непрерывность интеграла Белецкого — Егоро- 
ва — Пайнса: 

[ ] [ ]
[ ] [ ]( )

τ τ| | λ (τ ), (τ ) λ (τ ), (τ )

λ (τ ), (τ ) (τ ), (τ ) 0.
+ −− = + =

= − =

� � � � � �
�� � � �

i i rvi i i rvi i i

rvi i i i i

K K r v v r

r v r v
 

Что и требовалось доказать.  
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2.3. В момент времени 1t  
Обозначим через 1ρ  следующее выражение: 

0
1 1

б2

2
п

с

λ αρ exp 1 .
(1 α)exp α

 
  = − +    ∆  + − −    

u m
vc c
c

 

Тогда 
1 1 1 1 1 1( ) , ( ) , ( ) ,− − −= λ = λ = λx xt y yt z ztp t p t p t  

11 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1
( ) ρ , ( ) ρ , ( ) ρ ,− − −

∆∆ ∆= = =
∆ ∆ ∆

yx z
vx vy vz

vv vp t p t p t
v v v

 

1 1 1 1 1 1( ) λ , ( ) λ , ( ) λ ,+ + += = =x xt y yt z ztp t p t p t  

11 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1
( ) ρ , ( ) ρ , ( ) ρ ,+ + +

∆∆ ∆= = =
∆ ∆ ∆

yx z
vx vy vz

vv vp t p t p t
v v v

 

1 1 1 1( ) λ , ( ) λ ,− += − = −t tH t H t  

где 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1ρ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).− − − + + += + + = + +vx vy vz vx vy vzp t p t p t p t p t p t  

Следствиями условий трансверсальности и стационарности в мо-
мент 1t  являются cонаправленность вектора импульса 

( )1 1 1, ,∆ ∆ ∆x y zv v v  и базис-вектора Лоудена ( )1 1 1( ), ( ), ( )vx vy vzp t p t p t  и 
условия непрерывности сопряженных переменных и гамильтониана в 
данный момент времени: 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0,
( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0,
( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0,

+ − + −

+ − + −

+ − + −

− = − =
− = − =
− = − =

x x vx vx

y y vy vy

z z vz vz

p t p t p t p t
p t p t p t p t
p t p t p t p t

                (7) 

 1 1( ) ( ) 0.+ −− =H t H t                                     (8) 

Учет непрерывности радиус-вектора ( )1 1 1( ), ( ), ( )x t y t z t  и сопря-
женных переменных (7) позволяет упростить выражение (8) до усло-
вия ортогональности вектора 1 1 1( ( ), ( ), ( ))x y zp t p t p t  и вектора им-
пульса, известное ранее как необходимое условие максимума функ-
ции ρ( )t  в момент промежуточного импульсного воздействия без 
дополнительных ограничений [3].  

Из условий трансверсальности следует, что в момент времени 1t  

1 1 .| |t tK K− +=
� �
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Доказательство: из непрерывности координат КА и сопряженных 
переменных получаем, что 

[ ] [ ] [ ] [ ]1 1 1 1 1 1 1 1( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) 0.+ + − −− = − =
�� � � � � � � �

r r r rr t p t r t p t r t p t r t p t  

Используя свойства векторного произведения и непрерывность 
сопряженных переменных, вычислим: 

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

[ ]

1 1 1 1

1 1 1 1

1
1 1 1 1

1 1 1

1

( ), ( ) ( ), ( )

( ), ( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( )
ρ ( ) ( ), ( ) ( ) 0.

+ + − −

+ − + −

+ − + −

− =

= − = − =

= − − =
∆

� � � �

� � � � � � �

�� � � �

v v

v v v

v t p t v t p t

v t p t v t p t v t v t p t

v t v t v t v t
v

 

Что и требовалось доказать. 
2.4. В момент времени 2t  

2 2 2 2 2 2

22 2
2 2 2

2 2 2
дов дов дов

дов до

2 2 2 2 2 2

22 2
2 2 2

2 2
в дов

( ) λ , ( ) λ , ( ) λ ,

( ) λ , ( ) λ , ( ) λ ,

( ) λ , ( ) λ , ( ) λ ,

( ) λ , ( ) λ , ( ) λ

− − −

− − −

+ + +

+ + +

= = =
∆∆ ∆= = =

∆ ∆ ∆
= = =

∆∆ ∆= = =
∆ ∆

x xt y yt z zt

yx z
vx vy vz

x xt y yt z zt

yx z
vx vy vz

p t p t p t
vv vp t p t p t

v v v
p t p t p t

vv vp t p t p t
v v 2

;
∆v

  (9) 

 2 2 2 2( ) λ , ( ) λ ,− += − = −t tH t H t                           (10)  

где 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2д в 2оλ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).− − − + + += + + = + +vx vy vz vx vy vzp t p t p t p t p t p t  

Следствиями условий (9), (10) являются cонаправленность вектора 
импульса и базис-вектора Лоудена  

( )2 2 2, ,x y zv v v∆ ∆ ∆  ( )2 2 2( ), ( ), ( )vx vy vzp t p t p t↑↑  

и условия непрерывности сопряженных переменных и гамильтониана в 
данный момент времени: 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0,
( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0,

+ − + − + −

+ − + − + −

− = − = − =
− = − = − =

x x y y z z

vx vx vy vy vz vz

p t p t p t p t p t p t
p t p t p t p t p t p t

 

 2 2( ) ( ) 0.+ −− =H t H t                                      (11) 

Учет непрерывности радиус-вектора ( )2 2 2( ), ( ), ( )x t y t z t  и сопря-
женных переменных (9) позволяет упростить (11) до условия ортого-
нальности вектора 2 2 2( ( ), ( ), ( ))x y zp t p t p t  и вектора импульса, из-



И.С. Григорьев, А.И. Проскуряков       

  10                                           Инженерный журнал: наука и инновации   # 10·2019 

вестное ранее как необходимое условие максимума функции ρ( )t  в 
момент промежуточного импульсного воздействия без дополнитель-
ных ограничений [3].  

Ступенчатость КА внесла коррективы: максимумы функции ρ( )t  
в моменты 1t  и 2t  по величине могут различаться. Из условий транс-
версальности следует, что в момент времени 2t  

 2 2| | .t tK K− +=
� �

                                       (12)  

Доказательство (12) аналогично доказательству, приведенному 
для момента времени 1.t  

2.5. В момент времени Rt  импульса на фазовом ограничении 

2

2

2

1 3

1 3

1 3

( ) λ λ ( ),

( ) λ λ ( ),

( ) λ λ ( ),

( ) λ 2λ ( ) λ ( ),

( ) λ 2λ ( ) λ ( ),

( ) λ 2λ ( ) λ ( );

− −

− −

− −

+ + +

+ + +

+ + +

= −

= −

= −

= + +

= + +

= + +

x R xR R x R

y R yR R y R

z R zR R z R

x R xR R R R x R

y R yR R R R y R

z R zR R R R z R

p t v t

p t v t

p t v t

p t x t v t

p t y t v t

p t z t v t

                       (13) 

 

2

2

2

3

3

3

дов

дов

дов

дов

дов

дов

( ) λ ( ) λ ,

( ) λ ( ) λ ,

( ) λ ( ) λ ,

( ) λ ( ) λ ,

( ) λ ( ) λ ,

( ) λ ( ) λ ;

− −

− −

− −

+ +

+ +

+ +

∆= − +
∆
∆

= − +
∆
∆= − +
∆

∆= +
∆
∆

= +
∆
∆= +
∆

xR
vx R R R

R

yR
vy R R R

R

zR
vz R R R

R

xR
vx R R R

R

yR
vy R R R

R

zR
vz R R R

R

vp t x t
v
v

p t y t
v
vp t z t
v

vp t x t
v
v

p t y t
v
vp t z t
v

                       (14) 

 ( ) λ , ( ) λ .− += − = −R R R RH t H t                          (15) 

Следствием (15) является условие непрерывности гамильтониана: 

 ( ) ( ) 0.+ −− =R RH t H t                                   (16) 
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Исходя из условий трансверсальности (13), (14) можно сделать 
вывод, что в этот момент времени | | .− +=

� �
R Rt tK K  Докажем это: 

1 3 2( ) ( ) 2λ ( ) λ ( ) λ ( ).+ − + −− = + +� � � � �
r R r R R R R R R Rp t p t r t v t v t  

Используя непрерывность координат КА и свойства векторного 
произведения, получаем: 

[ ] [ ] [ ]
[ ]

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

1 3 2

1 3 2

3 2

( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )

( ), 2λ ( ) λ ( ) λ ( )

2λ ( ), ( ) λ ( ), ( ) λ ( ), ( )

λ ( ), ( ) λ ( ), ( ) ;

+ + − − + −

+ −

+ −

+ −

− = − =

= + + =

= + + =

= +

� � � � � � �

� � � �

� � � � � �

� � � �

R r R R r R R r R r R

R R R R R R R

R R R R R R R R R

R R R R R R

r t p t r t p t r t p t p t

r t r t v t v t

r t r t r t v t r t v t

r t v t r t v t

 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

дов

дов

дов

3

3

3

λ
( ), ( ) ( ), λ ( ) ( ),

λ
λ ( ), ( ) ( ), ( ) ( )

λ
λ ( ), ( ) ( ), ( ) ;

+ + + +

+ + + −

+ + −

 ∆  
  = + ∆ =  ∆ ∆  

= + − =
∆

= −
∆

� � � � �

� � � � �

� � � �

xR

R v R R R R R yR
R

zR

R R R R R R
R

R R R R R
R

v
v t p t v t r t v t v

v
v

v t r t v t v t v t
v

v t r t v t v t
v

 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

2

2

2

дов

дов

дов

λ
( ), ( ) ( ), λ ( ) ( ),

λ
λ ( ), ( ) ( ), ( ) ( )

λ
λ ( ), ( ) ( ), ( ) ;

− − − −

− − + −

− − +

 ∆  
  = − + ∆ =  ∆ ∆  

= − + − =
∆

= − +
∆

� � � � �

� � � � �

� � � �

xR

R v R R R R R yR
R

zR

R R R R R R
R

R R R R R
R

v
v t p t v t r t v t v

v
v

v t r t v t v t v t
v

v t r t v t v t
v

 

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]( )

3
дов

дов

до

2 3

2

3

в

( ), ( ) ( ), ( )

λ ( ), ( ) ( ), ( )

λ
λ ( ), ( ) ( ), ( ) λ ( ), ( )

λ
λ ( ), ( ) ( ) ( ) ( ), ( )

λ (

R v R R v R

R R R R R
R

R R R R R R R R
R

R R R R R R R
R

R

v t p t v t p t

v t r t v t v t
v

v t r t v t v t v t r t
v

v t r t v t v t v t v t
v

v

+ + − −

+ + −

− − + +

− + − + −

− =
λ

= − +
∆

+ − = +
∆

+ − − =
∆

=

� � � �

� � � �

� � � � � �

� � � � � �

�[ ] [ ]2), ( ) λ ( ), ( ) ;R R R R Rt r t v t r t+ −+� � �
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[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ]( )
[ ] [ ]( )

3 2

3 2

3

2

| | λ ( ), ( ) λ ( ), ( )

λ ( ) ( ) λ ( ), ( )

λ ( ), ( ) ( ), ( )

λ ( ), ( ) ( ), ( ) 0.

R Rt t R R R R R R

R R R R R R

R R R R R

R R R R R

K K r t v t r t v t

v t r t v t r t

r t v t r t v t

r t v t r t v t

+ − + −

+ −

+ +

− −

− = + +

+ + =

= − +

+ − =

� � � � � �

� � � �

� � � �

�� � � �

 

Что и требовалось доказать. 
2.6. В момент времени −T  

дов

дов

( ) 2λ ( ) λ ,

( ) 2λ ( ) λ ,

( ) λ ;

− −

− −

−

∆
= − −

∆
∆= − +
∆

= −

TyT
x T

T T

T Tx
y T

T T

z zT

vvp T x T
R v
v vp T y T
R v

p T

 

дов дов дов( ) λ , ( ) λ , ( ) λ .− − −
∆∆ ∆= = =

∆ ∆ ∆
TyTx Tz

vx vy vz
T T T

vv vp T p T p T
v v v

 (17) 

Условие стационарности в конечный момент времени имеет вид 

( ) 0.=H T  

Аналогично начальному моменту времени компонента интеграла 
Белецкого — Егорова — Пайнса (сонаправленная с вектором �ze ) 
равна нулю. 

Таким образом, данный интеграл сохраняет свое значение на всех 
участках траектории и ортогонален векторам 

�
C  и .�ze  Следовательно, 

он коллинеарен вектору �xe  (только первая его компонента отлична от 
нуля). 

3. Условия дополняющей нежесткости: 

( )
( )
( )

дов дов
*

2

3

λ 0,

λ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,

λ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.

R R x R R y R R z R

R R x R R y R R z R

v v

x t v t y t v t z t v t

x t v t y t v t z t v t

− − − − − −

+ + + + + +

∆ − ∆ =

+ + =

+ + =

 

4. Условия неотрицательности (неположительности): 

0 3 д2 овλ 0, λ 0, λ 0, λ 0.R R     

5. Множители Лагранжа не равны одновременно нулю (условие 
НЕРОН). 
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6. Множители Лагранжа могут быть выбраны с точностью до 
положительного сомножителя (условие нормировки). В качестве 
такого условия используется 0λ 1.=  

Теперь можно провести сравнение полученных условий опти-
мальности и их следствий с известными результатами задачи им-
пульсной постановки без учета ступенчатости [3]. 

Согласно (6), (8), (11), (16), гамильтониан непрерывен в точках 
приложения импульсных воздействий [3, с. 34] (результат расширен 
на случай импульсов сброса ступеней в атмосферу). Согласно (13), 
функции ( ),⋅xp  ( ),⋅yp  ( )⋅zp  разрывны в момент приложения импуль-
са на фазовом ограничении: «Если в момент сообщения импульса 
точка находится на границе, то функция ( )Ψr t  разрывна в этой точ-
ке» [3, с. 34]. 

В моменты приложения всех импульсных воздействий (кроме 
импульсов сброса ступени) импульс скорости направлен вдоль со-
пряженного вектора. Этот результат соответствует формуле (1.42) 
в работе [3]. 

Гамильтониан в конечный момент времени равен нулю, что соот-
ветствует результату, представленному в [3, с. 35]. 

В моменты приложения промежуточных импульсных воздей-
ствий (кроме импульсов сброса ступеней и импульса на фазовом 
ограничении) векторы ( )( ), ( ), ( )⋅ ⋅ ⋅x y zp p p  и ( )( ), ( ), ( )⋅ ⋅ ⋅vx vy vzp p p  ор-
тогональны [3, с. 36].  

Условия трансверсальности вычислялись с использованием тех-
нологии численно-аналитического дифференцирования. Всего имеет-
ся 72 фазовые переменные и, следовательно, столько же условий 
трансверсальности. В классе ext_value выделяется память под  
72 переменные. Для каждой сопряженной переменной в каждый мо-
мент времени ( 0 ,+  τ ,±i  ,±kt  ,Rt ±  ,−T  1, 2,=i 1, 2=k ) создается от-
дельная переменная в программе. 

Результаты расчетов. Траектории рассматриваемых перелетов КА 
между опорной круговой и целевой эллиптической орбитами рассчита-
ны при уд 350=Р  с, 9,80665=g  км/c2, 0 0,9=i  рад, З0 200= +RR  км, 
μ 398601,19=  км3/c2, α 0,08= , 280 000R =  км, Зaтм 100= +Rr  км, 

З 6378,25=R  км, 42164TR =  км. 
Результаты расчетов приводятся для рассмотренной траектории с 

импульсом довыведения * 1,5∆ =v  км/c. 
На рис. 1 представлен общий вид зависимости функции ρ  от вре-

мени на траектории перелета. Детально вид этой зависимости в окрест-
ности характерных точек 1τ ,  1,t  2τ ,  2t  и Rt  представлен на рис. 2. 
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Рис. 1. График зависимости функции ρ от времени: 

1 — разрыв рассматриваемой функции в момент сброса второй ступени 
 

  
Рис. 2. График зависимости функции ρ от времени в окрестности точек τ1, t1, τ2, t2, tR 
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Как следует из (9) и (17), дов2ρ( ) ρ( ) .λ= =t T  Кроме того, в (14) 

2 3λ λ 0,= =R R  и потому довρ( ) λ 0,1228696733.= =Rt  Значения 
ρ(0) 0,1230001207=  и 1ρ( ) 0,1229511111=t  близки к значению 

2ρ( ) ρ( ) ρ( ) 0,1228696733,= = =Rt t T  но не равны ему, и это не по-
грешность расчетов. Как отмечалось выше, различие максимумов 
функции ρ  связано со ступенчатостью КА. 

В начальный момент времени КА переводится на переходную 
орбиту:  

(0 ) 6578,25+ =x  км, (0 ) 0+ =y  , (0 ) 0+ =z , (0 ) 0+ =xv , 
(0 ) 5,826811+ =yv  км/c, (0 ) 7,265244+ =zv  км/c, 

4(0 ) 1,0344951 10 ,xp −
+ = ⋅  (0 ) 0,+ =yp  (0 ) 0,+ =zp  (0 ) 0,+ =vxp  

(0 ) 0,0794531,+ =vyp  (0 ) 0,0938949.+ =vzp  
Отделение первой ступени происходит в апогее первой переходной 

орбиты в момент времени 1τ 6192,47=  с: 
1 1(τ ) (τ ) 16561,18066− += = −x x  км, 1 1(τ ) (τ ) 0− += =y y , 

1 1(τ ) (τ ) 0− += =z z , 1 1(τ ) (τ ) 0− += =x xv v ,

1 1(τ ) (τ ) 2,314462− += = −y yv v  км/c, 1 1(τ ) (τ ) 2,88582− += = −z zv v  км/c,
6

1(τ ) 1,893545 ,3 10xp −
− = − ⋅  1(τ ) 0,− =yp  1(τ ) 0,− =zp  1(τ ) 0,− =vxp

1(τ ) 0,0195526,− =vyp  1(τ ) 0,0374016,− =vzp  6
1(τ ) 2,955145 ,5 10xp −
+ = − ⋅  

1(τ ) 0,+ =yp  1(τ ) 0,+ =zp  1(τ ) 0,+ =vxp  1(τ ) 0,0160736,+ =vyp  

1(τ ) 0,0330637.+ =vzp  
В момент времени 1 12384,96=t  с прохождения перигея КА пере-

водится на целевую эллиптическую орбиту:  
1 1( ) ( ) 6578,25− += =x t x t  км, 1 1( ) ( ) 0− += =y t y t , 1 1( ) ( ) 0− += =z t z t , 

1( ) 0− =xv t , 1( ) 5,826811− =yv t  км/c, 1( ) 7, 265244− =zv t  км/c, 1( ) 0+ =xv t ,

1( ) 6,819735+ =yv t  км/c, 1( ) 8,43862+ =zv t  км/c, 4
1 1( ) ( ) 1,0452395 10 ,x xp t p t −
− += = ⋅  

1 1( ) ( ) 0,− += =y yp t p t  1 1( ) ( ) 0,− += =z zp t p t  1 1( ) ( ) 0,− += =vx vxp t p t  

1 1( ) ( ) 0,0794224,− += =vy vyp t p t  1 1( ) ( ) 0,0938565.− += =vz vzp t p t   
Отделение второй ступени происходит на целевой эллиптической 

орбите. 
В апогее целевой эллиптической орбиты в момент времени 

2τ 206 237,84=  с происходит перевод второй ступени на орбиту, каса-
ющуюся условной границы атмосферы: 

2 2(τ ) (τ )− += =x x  223 261,13382= −  км, 2 2(τ ) (τ ) 0− += =y y , 
2 2(τ ) (τ ) 0− += =z z , 2 2(τ ) (τ ) 0− += =x xv v , 



И.С. Григорьев, А.И. Проскуряков       

  16                                           Инженерный журнал: наука и инновации   # 10·2019 

2 2(τ ) (τ ) 0,200939− += = −y yv v  км/c, 2(τ )− =zv  

2(τ ) 0,248637+= = −zv  км/c, 7
2(τ ) 1,006600 ,9 10xp −

− = − ⋅  2(τ ) 0,− =yp  

2(τ ) 0,− =zp  2(τ ) 0,− =vxp 2(τ ) 0,0800844,− = −vyp  2(τ ) 0,0508963,− =vzp  
7

2(τ ) 1,084519 ,4 10xp −
+ = − ⋅ 2(τ ) 0,+ =yp  2(τ ) 0,+ =zp  2(τ ) 0,+ =vxp  

2(τ ) 0,0835796,+ = −vyp  2(τ ) 0,0465714.+ =vzp  

В момент времени 2 400090,72=t  с прохождения перигея целе-
вой орбиты начинается довыведение КА на геостационарную ор-
биту — КА переводится на первую орбиту довыведения: 

2 2( ) ( ) 6578,25− += =x t x t  км, 2 2( ) ( ) 0− += =y t y t , 2 2( ) ( ) 0− += =z t z t , 

2( ) 0,− =xv t  2( ) 6,819734− =yv t  км/c, 2( ) 8, 43862− =zv t  км/c, 

2( ) 0,xv t + =  2( ) 6,840153+ =yv t  км/c, 2( ) 8,462749+ =zv t  км/c, 
4

2 2( ) ( ) 1,0458611 10 ,x xp t p t −
− += = ⋅  2 2( ) ( ) 0,− += =y yp t p t  2 2( ) ( ) 0,− += =z zp t p t  

2 2( ) ( ) 0,− += =vx vxp t p t  2 2( ) ( ) 0,0793712,− += =vy vyp t p t   

2 2( ) ( ) 0,0937932.vz vzp t p t− += =  

В момент времени 669989,19=Rt  с прохождения апогея первой 
орбиты довыведения импульсом на фазовом ограничении КА перево-
дится на вторую орбиту довыведения:  

( ) ( ) 280 000R Rx t x t− += = −  км, ( ) ( ) 0− += =R Ry t y t , ( ) ( ) 0− += =R Rz t z t , 
( ) 0− =x Rv t , ( ) 0,160701− = −y Rv t  км/c, ( ) 0,198822− = −z Rv t  км/c, 
( ) 0+ =x Rv t , ( ) 0,610317+ = −y Rv t  км/c, ( ) 0,01179+ = −z Rv t  км/c, 

( ) 0,− =x Rp t  ( ) 0,− =y Rp t  ( ) 0,− =z Rp t  ( ) 0,− =vx Rp t  

( ) 0,1134457,− = −vy Rp t  ( ) 0,0471911,− =vz Rp t  
7( ) 1,13047596 ,10x Rp t −

+ = − ⋅  ( ) 0,+ =y Rp t  ( ) 0,+ =z Rp t  ( ) 0,+ =vx Rp t  
( ) 0,1134457,+ = −vy Rp t  ( ) 0,047191.+ =vz Rp t   

В перигее второй орбиты довыведения импульсным воздейст-
вием в конечный момент времени 991689,22=T  с КА переводится 
на геостационарную орбиту: 

( ) 42164− =x T  км, ( ) 0− =y T , ( ) 0− =z T , ( ) 0− =xv T , 
( ) 4,052965yv T− =  км/c, ( ) 0,078297− =zv T  км/c,

6( ) 5,95937049 ,10xp T −
− = − ⋅  ( ) 0,− =yp T  ( ) 0,− =zp T  ( ) 0,− =vxp T

( ) 0,122478,− = −vyp T  ( ) 0,0098024.− = −vzp T  

Числовые множители Лагранжа для представленной экстремали: 
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довλ 0,1228697,=  8
0λ 1,8920412 1 ,0R

−= ⋅  0λ 0,=C  1λ 0,=rv  τ1λ 0,=  

1λ 0,=t  2λ 0,=rv  τ2λ 0,=  2λ 0,=t  7λ 1,130476 10 ,xR
−= − ⋅  λ 0,=yR  

λ 0,=zR  λ 0,=R  1λ 0,=R  2λ 0,=R  3λ 0,=R  λ 0,=T  λ 0.=zT  

Заключение. Интеграл Белецкого — Егорова — Пайнса и гамиль-
тониан непрерывны в моменты подачи промежуточных импульс- 
ных воздействий, включая моменты сброса ступеней. Решение задачи 
перелета КА с опорной орбиты на целевую эллиптическую в рас-
смотренном случае задачи с фазовым ограничением и при неограни-
ченном заранее времени перелета и довыведения без априорного 
предположения об апсидальности импульсов является апсидальным. 
Максимумы функции ρ  на экстремалях различны (и это не является 
погрешностью расчетов).  
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Spacecraft pulsed flights trajectories with the stages jettison 
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The paper considers the idea of reducing near-Earth space debris by discarding expend-
ed stages into the Earth’s atmosphere. The problem of optimizing the pulsed flight be-
tween the reference circular orbit of an artificial Earth satellite and the target elliptical 
orbit with a phase restriction on the maximum distance of the spacecraft from the Earth 
has been solved. Derivatives under the transversality of Lagrange principle in the pro-
cess of solving are calculated by means of a specially developed technology of numeri-
cal-analytical differentiation. The first part of the paper introduces the statement and 
formalization of the problem. The second part of the paper studies the conditions for the 
optimality of Lagrange principle, analyses them and compares the findings obtained with 
the previously known results. 
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