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Исследованы колебания трехслойной вязкой жидкости, приведена постановка за-
дачи о свободных колебаниях вязкой жидкости, определены собственные частоты 
и коэффициенты затухания колебаний вязкой трехслойной жидкости в сосуде ци-
линдрической формы с использованием метода пограничного слоя и механического 
аналога. Колебания трехслойной вязкой жидкости рассмотрены как совместные 
колебания двух парциальных гидродинамических систем, одна из которых соот-
ветствует колебаниям верхней и средней жидкостей, а другая — колебаниям 
средней и нижней жидкостей. Определены коэффициенты вязкого сопротивления 
в парциальных гидродинамических системах двухслойной вязкой жидкости. 
С использованием механического аналога колебаний трехслойной жидкости выведе-
но характеристическое уравнение для определения собственных частот исследуе-
мой гидродинамической системы. Приведены расчетные зависимости собственных 
частот и коэффициентов затухания колебаний поверхностей раздела жидкостей 
от высоты среднего слоя и плотности верхней жидкости. Выполнен сравнительный 
анализ теоретических расчетов с результатами, полученными другими авторами,  
и с данными экспериментальных исследований. Приведены результаты эксперимен-
тальных исследований колебаний трехслойной жидкости в неподвижном цилиндри-
ческом баке. 
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Введение. В машиностроении широко используют конструкции,  

в которых имеются объемы слоистой жидкости, например топливные 
баки объектов авиационной и ракетно-космической техники, резерву-
ары для транспортировки жидкостей, а также для хранения нефтепро-
дуктов и сжиженных газов, водонапорные башни и т. п. Неоднородная 
жидкость, заполняющая полости, значительно влияет на движение 
всей системы, особенно если масса жидкости гораздо больше массы 
сухой конструкции. В этих случаях движение жидкости может суще-
ственно изменить движение всей конструкции [1–6]. 

К настоящему времени отсутствуют теоретические и эксперимен-
тальные результаты о динамике слоистой жидкости, на поверхностях 
разделов которой имеются волны стационарной амплитуды. Дефицит 
исследований в данном направлении объясняется как сложностью воз-
никающих математических проблем, так и трудностями постановки 
эксперимента, поскольку необходимо обеспечить возбуждение стоячих 
волн стационарной амплитуды в слоистой жидкости. Целью настоящей 
работы являются теоретическое и экспериментальное определение ос-
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новных динамических характери-
стик свободных колебаний трех-
слойной вязкой жидкости, запол-
няющей круглый неподвижный 
цилиндрический бак, и сравнение 
полученных результатов с экспе-
риментальными данными и ре-
зультатами, полученными другими 
исследователями [7–11]. 

Постановка задачи для 
трехслойной вязкой жидкости. 
Рассмотрим малые волновые 
движения вязкой несжимаемой 
жидкости, которая состоит из трех 
слоев несмешивающихся жидко-
стей, имеющих соответственно 
плотность 0 ,ρ  1,ρ  2 ,ρ  кинемати-
ческую вязкость 0 ,ν  1,ν  2ν  и 
полностью заполняющих непо-
движный осесимметричный сосуд 

произвольной формы. Введем неподвижные системы координат 
, 0,1, 2i i i iO x y z i =  (рис. 1), и обозначим через 1,Γ  2Γ  невозмущенные 

поверхности раздела жидкостей, а через ,iS  0,1, 2,i =  смачиваемые 
поверхности жидкостей. 

Постановка рассматриваемой задачи может быть описана следу-
ющими уравнениями: 

• уравнениями движения жидкостей [12, 13] 
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• равенствами нормальных и касательных напряжений на по-
верхностях раздела жидкостей  
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Рис. 1. Общий вид осесимметричного 
сосуда  произвольной  формы  с  вязкой 

трехслойной жидкостью 
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• кинематическими соотношениями  
(0) (1)u u=� �  на 1;Γ  (1) (2)u u=� �  на 2;Γ                       (8) 

• условиями прилипания на смачиваемых поверхностях 
( ) 0iu =
��  на , 0,1, 2,iS i =                                   (9) 

где ( ) ,iu�  ( )ip  — вектор скорости и давление i-й жидкости соответст- 
венно. 

Решение задачи о свободных колебаниях трех вязких жидкостей 
будем искать в виде 

( ) ( ) ( , , );i t i
iu e U x y zλ=

��  ( ) ( ) ( , , ),i t i
ip e P x y zλ=  0,1, 2,i =        (10) 

где λ  — собственное число задачи; ( )iU
�

 и ( )iP  — функции коорди-
нат ( , , ).ix y z  

Метод решения поставленной задачи. Для решения поставлен-
ной задачи воспользуемся следующим приемом. Будем рассматри-
вать колебания трехслойной вязкой жидкости как совместные коле-
бания двух парциальных механических систем, одна из которых 
соответствует колебаниям верхней и средней жидкостей, а другая ко-
лебаниям средней и нижней жидкостей. Для каждой парциальной 
гидродинамической системы определим коэффициенты затухания 
колебаний 1 2,n nγ γ  (n — номер тона), воспользовавшись методом по-
граничного слоя.  

Используя механический аналог колебаний двух жидкостей для 
парциальных гидродинамических подсистем [14], составим диффе-
ренциальные уравнения для обобщенных координат I II,s s  парциаль-

ных механических систем с учетом действия диссипативных сил ,kR
�

 
описываемых законом вязкого сопротивления 

, 1, 2,k k kR V k= −µ =
� �

                                  (11) 
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где kµ  — коэффициенты вязкого 

сопротивления; kV
�

 — векторы 
скоростей точек, в которых при-
ложены силы .kR

�
 

Затем, сравнивая уравнения 
колебаний парциальных гидро-
динамических и механических 
систем, определим коэффициен-
ты kµ  и воспользуемся механи-
ческим аналогом колебаний 
трехслойной жидкости. Составив 
характеристическое уравнение, 
определим собственные частоты 
колебаний трехслойной вязкой 
жидкости. 

Определение коэффициен-
тов вязкого сопротивления в 
парциальных гидродинамиче-

ских системах. Следуя приведенному методу решения задачи, опре-
делим сначала коэффициенты вязкого сопротивления в парциальных 
механических системах, эквивалентных парциальным гидродинами-
ческим системам. С этой целью рассмотрим движение двух вязких 
несжимаемых жидкостей плотностью 1,ρ  2ρ  и кинематической вяз-
костью 1,ν  2ν  в неподвижном произвольном сосуде (рис. 2). 

Решение задачи о колебаниях двух вязких жидкостей найдем ме-
тодом пограничного слоя, ограничившись при этом нулевым и пер-
вым приближениями и положив 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

;

( ) ,

i i i i

i i i i i
i i i

U w

P s

′ ′= ∇ ϕ + ε∇ κ +

= −ρ λ ϕ − ερ λ κ + λ ϕ +
                   (12) 

0 1,λ = λ + ελ  1, 2,i =                                    (13) 

где ( ) ,iϕ  ( )iκ  — потенциалы смещений i-й жидкости соответственно 
при нулевом и первом приближении; (1) ,w  (2) ,w  (1) ,s  (2)s  — функ-
ции типа пограничного слоя; ε  — малый параметр задачи. 

Подставив выражения (12), (13) в задачу о колебаниях двух вяз-
ких жидкостей и воспользовавшись методом пограничного слоя [1],  
в результате получим: 

 

Рис. 2. Схема сосуда с вязкой двух-
слойной жидкостью 
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где 2 jβ  — парциальная частота колебаний поверхности раздела 2.Γ  
Затем, подставив 1λ  в формулу (13), получим окончательное вы-

ражение для собственного значения :jλ  
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или 
(2) *

2 2 ,j j jiλ = −γ + β                                      (17) 
где 
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(В формуле (18) индекс II относится к поверхности 2Γ  раздела сред-
ней и нижней жидкостей.) 

Решив подобную задачу для средней и верхней жидкостей, ана-
логично получим  
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где 1 jβ  — парциальная частота колебаний поверхностей раздела 1.Γ  
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Определив коэффициенты затухания для каждой пары жидкос- 
тей, запишем систему приближенных дифференциальных уравнений 
парциальных гидродинамических систем в виде 

2
1 1 1 1 1

2
2 2 2 2 2

2 0;

2 0,
j j j j j

j j j j j

σ + γ σ + β σ =


σ + γ σ + β σ =

�� �

�� �
 1, 2, 3, ...,j =                 (24) 

где 1 ,jσ  2 jσ  — обобщенные координаты волновых движений по-
верхностей раздела 1Γ  и 2Γ  соответственно. 

Механический аналог колебаний трех вязких жидкостей, цели-
ком заполняющих полость неподвижного твердого тела. Воспользу-
емся теперь упрощенным вариантом механического аналога колебаний 
двух идеальных средней и нижней жидкостей, целиком заполняющих 
неподвижную полость [14]. Уравнение движения в этом случае 

( )2мех
II II II 0,n n ns s+ β =��  

где 
мех мех

мех II I
II мех мех

I I
2

I
2

)
(
(

)
n n n

n
n n n nn

n n

n

bM M lg
M M l b

− + δ
+ +δ δ

β =  ( мех
I ,nM  мех

IInM  — масса  

соответственно верхнего и нижнего маятника; nl  — длина невесомо-
го стержня; nb  — расстояние от центра механического аналога до 
верхнего маятника в невозмущенном состоянии, соответствующее  
n-му тону колебаний слоев жидкости; nδ  — длина нити математичес- 
кого маятника, отвечающая n-му тону свободных колебаний поверх-
ности раздела). 

При действии сил kR
�

 вязкого сопротивления (см. формулу (11)) 
на математический маятник уравнение колебаний маятника, имити-
рующего колебания нижней поверхности раздела двух жидкостей, 
имеет вид 

( )2мех
II II II II II2 0.n n n n ns s s+ η + β =�� �                      (25) 

В формуле (25) 
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где 10 0th( )cth( );n n nk h k hf =  11 2th( )cth( ).n n nk h k hf =  
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Аналогично может быть составлено уравнение колебаний маят-
ника, имитирующего колебания поверхности раздела верхней и сред-
ней жидкостей: 

( )2мех
I I I I I2 0.n n n n ns s s+ η + β =�� �                            (26) 

Здесь 

I
I мех

I
,

2
n

n
nM

µη =  

где ( )мех
I 0 0 1 .n n nV fM ρ + ρ=  

Определим из уравнений механического аналога двух вязких 
жидкостей коэффициенты вязкого сопротивления (демпфирования) 

I II, .n nµ µ  Сравнив уравнения парциальных гидродинамических сис- 
тем (24) и уравнения парциальных систем механического аналога 
(25), (26), получим 

( )

1 I 2 II
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= =

µ = γ µ =

σ σ

 +


γ +
 δ 

 

Далее воспользуемся механическим аналогом колебания трех 
идеальных несжимаемых жидкостей, целиком заполняющих полость 
неподвижного твердого тела [14]. Чтобы получить механический 
аналог колебаний трех вязких жидкостей, составим выражение дис-
сипативной функции Рэлея: 

( )2
II II I II I I II

2
2 2

2
1 1 2 .
2 2

n n
n n n n

n n
n n n

nn

l ls
b bs s s s∑

 + + = + +
δ

Φ µ µ
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−


� �� � �  

Используя уравнения Лагранжа второго рода, получим уравнения 
колебаний механического аналога трех вязких жидкостей, записан-
ные в матричном виде: 

I I I11 12 11 12 11

II II II21 22 21 22 22

0
0.

0
n n n

n n n

s s sa a b b c
s s sa a b b c

          
+ + =          

          

�� �
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      (27) 

Положим в уравнении (27) I 1 ,t
ns A eλ=  II 2

t
ns A eλ=  и запишем ха-

рактеристическое уравнение механической системы: 
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4 3 2
0 1 2 3 4 0,a a a a aλ + λ + λ + λ + =                           (28) 

где  

0 11 22 12 21;a a a a a= −  1 11 22 11 22 12 21 12 21;a a b b a a b b a= + − −  
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Можно доказать, что вещественные части корней характеристи-
ческого уравнения (28) отрицательны либо равны нулю. Таким обра-
зом, корни этого уравнения могут быть трех видов: 

1) 1,2 1 1 3,4 2 2, ;j j j j j ji iλ = −α ± ω λ = −α ± ω  
2) , 1, 2, 3, 4;mj mj mλ = −α =  
3) 1,2 1 1 3,4 3,4, ,j j j j jiλ = −α ± ω λ = −α  

где ,mj mjα ω  — вещественные положительные числа. 
Будем считать, что в рассматриваемом случае силы сопротивле-

ния достаточно малы, функция Рэлея определенно положительна. 
Поэтому корни характеристического уравнения будут комплексно-
сопряженными с отрицательными вещественными частями: 

1,2 1 1 ,j mj mjiλ = −α ± ω  3,4 2 2 .j mj mjiλ = −α ± ω  

Комплексно-сопряженным корням отвечают затухающие главные 
колебания: 

sin ( ),mjt
mj mj mjs Ae t−α= ω + ε  

где mjε  — начальная фаза. 
Свободные колебания вязкой трехслойной жидкости в сосуде 

конкретной формы. Рассмотрим сосуд, имеющий форму прямого 
круглого цилиндра радиусом 0r  и заполненный вязкой трехслойной 
жидкостью с высотой каждого слоя соответственно 0 1 2, ,h h h  (рис. 3). 
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Потенциалы смещений каждой жидкости могут быть представле-
ны в виде [14]: 

( ) ( )(0)
0 0 1χ , , η ;  j j

j
x r t= ϕ σ∑  

( ) ( ) ( ) ( )(11) (12)
1 1 1 1 2χ , , η , , η ;j j j j

j
x r t x r t = ϕ σ + ϕ σ ∑  

( ) ( )(2)
2 2 2χ , , η ,j j

j
x r t= ϕ σ∑  

причем 

( ) ( )1 0 0(0)
1

1 0

)
)

ch (
th( sin ;

( sh() )
j j

j
j j

j

J k r k x h
k h

J k h

−
ϕ = − η

ξ
 

( )1 1(11)
1

1 1

ch(
th(

)
)

) )
sin ;

( sh(
j j

j
j j

j
J k r k x

k h
J k h

ϕ = η
ξ

 

( ) ( )1 1 1(

1 1

12) ch (
sin ;

(

)

) ch )(
j j

j
j j

J k r k x h

J k h
ϕ

−
= − η

ξ
 

( )1 2
1

1

)

2

(2 )
)

ch(
th( sin ,

( s () )h
j j

j j
j j

J k r k x
k h

J k h
=ϕ η

ξ
 

где ,r η  — полярные координаты в 
плоскости Oyz с центром на оси ци-
линдра; 0/ ;j jk r= ξ  jξ  — положи-
тельные корни произвольных функ-
ций Бесселя первого рода и первого 

порядка 
( )1

1
0,

( )
j

j

J k r

J

′ 
  =
 ξ 

 1, 2, ... .j =  

Для определения собственных ча-
стот колебаний вязкой трехслойной 
жидкости находим интегралы, входя-
щие в выражения (15), (23) для коэф-
фициентов 0 11 12 2, , , :j j j jA A A A  

 

Рис. 3. Схема круглого цилиндра  
с вязкой трехслойной жидкостью 
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( ) ( ) ( )
0 бок кр

2 2 2
0 бо

(0) (0)
к к

(0)
р ;j

S
j

S
j

S

dS dS dS= ∇ϕ∇ +ϕ∇ϕ∫ ∫ ∫  

( ) ( )
1 бок

2 2
1 бок

(1) (1) ;j j
S S

dS dS∇ =ϕ ∇ϕ∫ ∫  

( ) ( ) ( )
2 бок дно

2 2 2
2 бок дн

(2) (2) (
о

2) ,j
S S S

j jdS dS dS∇ = ∇ + ∇ϕ ϕ ϕ∫ ∫ ∫  

где бок ,S  кр ,S  дноS  — площади боковой стенки, крышки и донной 
части соответственно. 

Подставив потенциалы (0) ,jϕ  (11) ,jϕ  (12) ,jϕ  (2)
jϕ  в формулы (15)  

и (23), окончательно получим коэффициенты 0 11 12 2, , , :j j j jA A A A  

( ) ( )
2 2 2

0 0 0
0 02 222

00 1 0 0

1 1 /th( ) ;
1 ch( )

j j j
j j

j j jj

f h rk h
k hr f
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2 2

1 0
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10 1 0 0

1 1 /th( ) ;
1 ch( )

j j
j j

j j jj

h rk h
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 ξ ξ −  ρ + ρ   

 

( ) ( )
2 2

1 0
12 12 222

10 1 1 2

1 1 /th( ) ;
1 ch( )

j j
j j

j j jj

h rk h
k hr f

A
 ξ ξ + − = +
 ξ ξ −  ρ + ρ   

 

( ) ( )
2 2 2

1 2 0
2 22 222

20 1 1 2

1 1 /th( ) .
1 ch( )

j j j
j j

j j jj

f h rk h
k hr f

A
 ξ ξ + − = +
 ξ ξ −  ρ + ρ   

 

Определив коэффициенты затухания 1 ,jγ  2 jγ  для каждой пары 
жидкости: 

( )1 0
1 0 0 0 1 13/2

1
11

( ) ;
2 2( )j

j
jj

g A Aρ − ργ = ν ρ + ν ρ
β

                 (29) 

( )2 1
2 2 2 1 13 2 11/2

2

( ) ,
2 2( ) j

j
jj

g A Aρ − ργ = ν ρ + ν ρ
β

                   (30) 
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выразим параметры механической системы через параметры гидро-
динамической системы. Получим 

( )мех
I 0 0 1 ;n n nV fM ρ + ρ=  
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Результаты численных расчетов по формуле (28) при различных 

параметрах задачи приведены на рис. 4 и 5.  

 

Рис. 4. Зависимость собственных частот (а) и коэффициентов затухания (б) трех-
слойной вязкой жидкости от высоты 1h  слоя средней жидкости при 0 2 1, 5 мh h= =  

и 3 3 3 3
0 10,1 10 кг/м , 0, 5 10 кг/мρ = ⋅ ρ = ⋅   для противофазных  ( ) и синфазных  

( ) колебаний 
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Рис. 5. Зависимость собственных частот (а) и коэффициентов затухания (б) трехслой-
ной  вязкой  жидкости  от  плотности  0ρ   верхней  жидкости  при  0 1 2h h h == =  1,5 м 

и 3 3
1 0, 92 10 кг/мρ = ⋅  

 
Сравнительный анализ полученных результатов. Для провер-

ки достоверности результатов исследования приведем несколько зна-
чений коэффициентов затухания, полученных другими авторами. 

В работе [1] Ф.Л. Черноусько формула для коэффициента затуха-
ния колебаний свободной поверхности жидкости, частично заполня-
ющей цилиндрический сосуд, имеет вид 

112
11 3/2

11
Re .

2 2( )
jgAν

λ = −
ω

                                  (31) 

В работе [7] С.Я. Секерж-Зеньковича была получена следующая 
формула для коэффициента затухания поверхности раздела двух 
жидкостей, полностью заполняющих цилиндрический сосуд: 

3 5
2 11

11
2

.
(1 )

I
g

− ν ω
α = −

− ρ
                                   (32) 

В настоящей работе коэффициент затухания для двух жидкостей 
в цилиндрическом сосуде определяется по формуле (29). 

Харрисон в работе [10] для бесконечного канала, заполненного 
двумя жидкостями, нижняя из которых имела бесконечную высоту 
слоя, а другая конечную высоту 1,h  получил следующую формулу 
для коэффициента затухания: 

2 1 1 1 1 2 2 1 1 1 1
11 1

1 1 1 2 1 1 1

ch( ) 2( )sh( )2 .
ch( ) (2 )sh( )

k h k hН k
k h k h

ν ρ + ν ρ − ν ρ= −
ρ + ρ − ρ

             (33) 
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Для двух вязких жидкостей, имеющих значения плотности и ки-
нематической вязкости 3

1 1,185 кг/м ,ρ =  5 2
1 1,51 10 м /с−ν = ⋅  (воздух), 

3
2 1000 кг/м ,ρ =  6 2

2 1,006 10 м /с−ν = ⋅  (вода), на рис. 6, а представ-
лены результаты расчетов коэффициентов затухания, определенных 
по формулам (31)–(33), а также по формуле (29), полученной  
в данной работе для цилиндрического сосуда радиусом 0 1 м.r =  Для 
этого же сосуда на рис. 6, б приведены результаты расчетов коэффи-
циентов затухания, определенных по формулам в зависимости от 
плотности верхней жидкости. 

 

Рис. 6. Зависимости коэффициентов затухания от высоты 1h  слоя верхней жидкости 

при h2 = 1,2 м, ρ1 = 1,185 кг/м3 (а) и  от плотности  1ρ  верхней жидкости при 1,n m= =  

1 2 1, 2 мh h= =  (б) 
 
Экспериментальное исследование слоистой жидкости. Для под-

тверждения приведенных теоретических формул и полученных числен-
ных   результатов   было   проведено   экспериментальное  исследование  

 
Рис. 7. Общий вид экспериментальной установки 
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колебаний трехслойной вязкой жидкости. Подробное описание экс-
периментальной установки содержится в статье [15], общий вид 
представлен на рис. 7. 

Значения частот, определенных по формуле (28) и полученных  
в результате эксперимента, приведены на рис. 8.  

 

Рис. 8. Зависимости первой главной частоты (а) и коэффициента затухания (б) от 
высоты  слоя  средней жидкости, определенные по формуле (28) ( ) и полученные  

в результате эксперимента ( ) 
 
Заключение. Были численно определены собственные частоты  

и коэффициенты затухания (динамические характеристики) колеба-
ний трехслойной жидкости. Их сравнение с данными, полученными  
в проведенном эксперименте, показало удовлетворительное совпаде-
ние с теоретическими результатами, вытекающими из решений ха-
рактеристического уравнения (28). 
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Оscillations of a three-layer viscous fluid 
 in a stationary tank 

Win Ko Ko, A.N. Temnov 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 

Due to the continued research into chemistry, biology, pharmaceutics and rocket space 
technology, interest in the study of the dynamics of layered fluids has increased signifi-
cantly. The paper focuses on oscillations of a three-layer viscous fluid, gives the formula-
tion of the viscous fluid free oscillations problem. Within the research, we determined 
natural frequencies and damping coefficients of oscillations of the three-layer viscous 
fluid in a cylindrical vessel by means of the boundary layer method and a mechanical 
analog. Oscillations of the three-layer viscous fluid were considered as joint oscillations 
of two partial hydrodynamic systems, one of which corresponds to oscillations of the up-
per and middle viscous fluids, and the other one - to oscillations of the middle and lower 
fluids. Then, we determined the coefficients of viscous resistance in partial hydrodynamic 
systems of a two-layer viscous fluid. Using the mechanical analog of oscillations of the 
three-layer liquid, we derived the characteristic equation for determining natural fre-
quencies of the hydrodynamic system under consideration. Next, we calculated the de-
pendency of natural frequencies and liquid-liquid interface damping coefficients on the 
height of the middle layer and the density of the upper fluid. Finally, we analyzed and 
compared theoretical calculations with the results obtained by other researchers and ex-
perimental investigation. The paper gives the results of experimental studies of oscilla-
tions of the three-layer fluid in a stationary cylindrical tank. 
 
Keywords: three-layer viscous fluid, natural frequencies, mechanical analog, damping 
coefficients, solid body 
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