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Проведен анализ эффективности применения алгоритма расширенного фильтра 
Калмана в задаче интеграции бесплатформенной инерциальной и спутниковой нави-
гационных систем (БИНС/СНС) на основе слабосвязанной схемы комплексирования. 
Эффективность расширенного фильтра Калмана проверена с использованием экс-
периментальных данных, которые получены от БИНС, построенной на базе микро-
электромеханических систем, и приемника СНС с двойной антенной. Была использо-
вана стохастическая модель выходных сигналов инерциальных датчиков на базе 
МЭМС-технологии. Приведены уравнения навигации в обобщенном виде без каких-
либо приближений. Получены результаты оценивания дрейфов выходных сигналов 
инерциальных датчиков. Проведена оценка точности определения навигационных 
параметров с использованием расширенного фильтра Калмана как при наличии, так 
и при отсутствии сигнала СНС. Приведены результаты статистического анализа 
погрешностей оценивания навигационных параметров для различных периодов от-
ключения сигнала СНС. 
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Введение. Инерциальная навигационная система (ИНС) [1] и 
спутниковая навигационная система (СНС) [2] объединяются в одной 
интегрированной навигационной системе. Это позволяет соединить в 
ней преимущества и компенсировать недостатки, присущие каждой 
из систем в отдельности [3].  

Для обработки сигналов в объединенной навигационной системе 
часто применяется расширенный фильтр Калмана (РФК), или EKF  
(Extended Kalman Filter) [4], предназначенный для оценки ошибок 
ИНС в текущий момент времени на основе сравнения сигналов ИНС 
и СНС. При использовании точных динамических и стохастических 
моделей погрешностей ИНС и СНС и непрерывном доступе к сигна-
лам СНС фильтр Калмана (ФК) обеспечивает точные оценки по-
грешностей ИНС. Расширенный ФК основан на сведении нелиней-
ных моделей наблюдений и процесса к линейным моделям ошибок 
посредством разложения в ряд Тейлора.  

Проведены исследования применения РФК в системах навигации. 
В работе [5] выполнен анализ эффективности применения РФК при 
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наличии сигнала СНС, но не приведено информации об эффективно-
сти РФК при отключении сигнала СНС. Более того, результаты осно-
ваны на имитационном моделировании, причем выбрана простая мо-
дель выходных сигналов инерциальных датчиков, в которую входят 
только случайное блуждание ускорения, угловой скорости и белый 
шум. В работе [6] рассмотрена интеграция БИНС и GPS с использо-
ванием РФК, однако при этом применялись упрощенные уравнения 
навигации, которые описывают динамику движения транспортного 
средства на горизонтальной плоскости без учета таких параметров, 
как высота, вертикальная скорость, углы дифферента и крена.  

Общим недостатком перечисленных работ является то, что рас-
смотрены частные случаи задач интеграции БИНС и СНС с исполь-
зованием упрощенных навигационных уравнений и простых моделей 
выходных сигналов инерциальных датчиков. 

В данной работе задача интеграции БИНС и СНС на основе сла-
босвязанной схемы комплексирования решается с учетом реальных 
экспериментальных данных, которые получены от БИН, построенной 
на базе технологии микроэлектромеханических систем (МЭМС), и 
приемника СНС. Системы были установлены на крыше транспортно-
го средства со сложной траекторией движения, в процессе которого 
существенно изменяются навигационные параметры (координаты, 
скорость и углы ориентации). Уравнения навигации записаны в 
обобщенном виде, без каких-либо приближений. Используются пол-
ные стохастические модели выходных сигналов инерциальных дат-
чиков на базе МЭМС-технологии. В качестве интегрального фильтра 
применяется РФК. Проводится анализ погрешностей определения 
координат, скорости и угловой ориентации в режимах доступности и 
отсутствия сигнала СНС. Следует отметить, что в настоящей работе 
не рассмотрена задача начальной выставки, поскольку в качестве 
начальных значений всех навигационных параметров приняты экспе-
риментально полученные  данные. 

Слабосвязанная схема комплексирования. При слабосвязан-
ной схеме комплексирования БИНС и СНС продолжают вырабаты-
вать независимые решения, однако появляется связующий блок, в 
котором так называемый интегральный фильтр Калмана (ФК) на ос-
нове данных приемника СНС формирует оценку вектора состояния, в 
результате чего проводится коррекция данных, полученных от БИНС 
(рис. 1). Этот способ основан на использовании разности измерений 
сигналов БИНС и СНС, причем из рассмотрения исключаются нави-
гационные параметры (координаты и скорость). В ФК заложена мо-
дель погрешностей БИНС и СНС, степень подробности которой 
определяется требованиями к точности вырабатываемых навигаци-
онных параметров. В модель погрешностей БИНС включены дрейфы 
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и смещения нуля гироскопов и акселерометров, а также погрешности 
определения координат местоположения, скорости и параметров 
ориентации [3]. 

 
 

 
 

Рис. 1. Интеграция БИНС и СНС на основе слабосвязанной 
схемы комплексирования:  

, ,SINS SINS SINSP V A  — координаты, скорость и углы ориентации, вы-

численные БИНС; ,SNS SNSP V — координаты и скорость, вычислен-

ные СНС; ˆˆ ˆ, ,δ δ δSINS SINS SINSP V A  — оценки погрешностей определе-
ния координат, скорости и углов ориентации БИНС; P, V, A — ко-
ординаты, скорость и углы ориентации интегрированной   
                         навигационной системы БИНС и СНС 

 

Навигационные уравнения. Введем в рассмотрение системы 
координат (рис. 2). Уравнения навигации в системе координат ONED  
[7] имеют вид 

( ) ;= − + + +� n n n n n n
in ieV V f gΩ Ω                               (1) 

 т;    [ ] .= = ϕ λ� n hAP V P                                          (2) 

Здесь [ ]т    = = �n n e
eN E Dv v v CV r — скорость объекта относительно си-

стемы координат e e e eO X Y Z  в системе ONED  ( n
eC  — матрица 

направляющих косинусов из системы координат e e e eO X Y Z  в систему 
ONED ; er  — вектор координат центра масс объекта в системе 

);e e e eO X Y Z  [ ],   [ ]= × = ×n n n n
ie ie in inΩ ω Ω ω  — кососимметрические матри-

цы от угловых скоростей n
ieω  и n

inω  соответственно ( n
ieω  — вектор 

угловой скорости системы координат e e e eO X Y Z  относительно систе-
мы i i i iO X Y Z  в сопровождающей системе координат ONED ; n

inω  — 
вектор угловой скорости системы координат ONED  относительно 
системы i i i iO X Y Z  в системе координат )ONED ; =n n b

bCf f  — вектор 
кажущегося ускорения в системе координат ONED  ( n

bC  — матрица 
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направляющих косинусов для перехода из системы координат OXYZ  
в систему координат ONED ; bf  — вектор кажущегося ускорения в 
системе координат OXYZ  (выходные сигналы триады акселеромет-
ров)); = −n n n e e e

e ie ieCg g rΩ Ω  — ускорение свободного падения 
т( [0 0 ]=n gg  — гравитационное ускорение,  причем g  задается 

согласно мировой геодезической системе (WGS-84): 
2 4 2 2

0 1 2 3 4 5(1 sin sin ) ( sin )= + ϕ + ϕ + + ϕ +g g a a h a a h a , 

где 0 1 2 3 4 5, , , , ,g a a a a a  — константы);  ,  ,  ϕ λ h  — широта, долгота и 
высота центра масс объекта;   diag[1/( ),  1/(( ) cos ), 1],= + + ϕ −M h N hA  
где ,  M N  — радиусы кривизны эллипсоида (форма Земли описывается 
двухосным эллипсоидом).  
 

 

  
Рис. 2. Системы координат: 

i i i iO X Y Z  — геоцентрическая инерциальная; e e e eO X Y Z — геоцентриче-
ская земная; ONED  — сопровождающая; OXYZ — связанная; a  — 

большая полуось эллипсоида, b  — малая полуось эллипсоида; ωe  —  
                 угловая скорость вращения Земли; t —  время 

 

Матрица т( )=b n
n bC C  может быть представлена через кватернионы: 

т т т
1 2 3 4 4[ ] ] ,[= =q q q q qq q  

где т
1 2 3[ ]= q q qq  — векторная часть кватерниона; 4q  —

скалярная его часть.  
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Дифференциальное уравнение, описывающее изменение кватер-
ниона, можно записать следующим образом: 

 1 [ ( ) ( )] ,
2

= = − ⋅� b n
ib in

d
dt
q q qΩ ω Γ ω                                (3) 

где 
т

(4 4)

[ ]
( )

( ) 0
;

×

 − ×
=  

−  

b b
ib ibb

ib b
ib

ω ω
Ω ω

ω
 

т
(4 4)

[ ]
( )

( )
;

0 ×

 ×
=  

−  

n n
in inn

in n
in

ω ω
ω

ω
Γ  b

ibω  — 

вектор угловой скорости связанной системы координат OXYZ  отно-
сительно системы i i i iO X Y Z  (выходные сигналы триады гироскопов). 

Модели выходных сигналов инерциальных датчиков. Неточ-
ность измерений с помощью инерциальных датчиков вызвана рядом 
причин, в частности, неортогональностью измерительных осей бло-
ков акселерометров и гироскопов, а также смещением нуля, которое 
можно выразить в виде суммы систематической и случайной состав-
ляющих. Модель выходных сигналов акселерометров и гироскопов 
на базе  МЭМС-технологии может быть записана в обобщенном виде 
[8–10] (индекс b  обозначает связанную систему координат ):OXYZ  

 3 3 ) ;( ×= + + + + +� b b
a aS accrw ad vrwI Sf f b b b W                     (4) 

 3 3 ,( )×= + + + + +� b
g ib gS rrw gd a w

b
ib rI S b b b Wωω                    (5) 

где ,� bf  � b
ibω  — трехмерные векторы выходных сигналов акселеро-

метров и гироскопов соответственно; ,bf  b
ibω  —  истинные значения 

векторов � bf  и ;� b
ibω  3 3×I  — единичная матрица; ,aS  gS  — матрицы 

масштабных коэффициентов акселерометров и гироскопов соответ-
ственно; ,aSb  gSb  — систематические составляющие дрейфов (посто-
янные дрейфы); ,accrwb rrwb  — случайное блуждание ускорения 
(acceleration random walk) и угловой скорости (rate random walk) соот-
ветственно; ,adb  gdb  — экспоненциально-коррели-рованные (марков-
ские) шумы; ,vrwW  arwW  — белые шумы с нулевыми средними (соот-
ветственно velocity random walk и angle random walk).  

Матрицы ,  a gS S  акселерометров и гироскопов можно предста-
вить в виде суммы двух матриц: 

 ;= +aa aS K G                                                       (6) 

 .= +g g gS K G                                                      (7) 
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Здесь ,aK  gK  — диагональные матрицы масштабных коэффициен-
тов, а ,aG  gG  — матрицы, обусловленные неортогональностями из-
мерительных осей блоков акселерометров и гироскопов [9]: 

0 0

0 ;  0 .

0 0

   
   

= =   
   
      

XY XZ XY XZ
a a g g

YX YZ YX YZ
a a a g g g

ZX ZY ZX ZY
a a g g

G G G G

G G G G

G G G G

G G  

Значения элементов матриц ,  ,  ,  a g a gK K G G  можно вычислить 
путем калибровки [8, 10]. Постоянные дрейфы ,aSb gSb  подчиняются 
дифференциальным уравнениям вида 

 ;=�
aS 0b                                                           (8) 

 .=�
gS 0b                                                           (9) 

Случайные блуждания ,accrwb  rrwb  описываются винеровским слу-
чайным процессом [8, 10] 

 ;=�
ac rw wc accrWb                                                  (10) 

 ,=�
wrrw rrWb                                                     (11) 

где ,accrwW  rrwW  — белые шумы с нулевыми средними.  
Экспоненциально-коррелированные шумы ,adb  gdb  подчиняют-

ся дифференциальным уравнениям вида [8] 

 ;= +�
ca add ada T b Wb                                                (12) 

 ,= +�
cg gdd gdg T b Wb                                                (13) 

где ,caT  cgT  — матрицы корреляции; ,adW  gdW  — белые шумы с 
нулевыми средними.  

Для исследования случайных составляющих выходных сигналов 
инерциальных датчиков на базе МЭМС-технологии широко приме-
няют метод анализа по вариациям Аллана  [11]. В данной работе не 
рассматривается задача определения характеристик (значений коэф-
фициентов) случайных составляющих выходных сигналов инерци-
альных датчиков, т. е. они считаются известными. 

Расширенный фильтр Калмана. Уравнение погрешностей РФК 
в дискретном времени k  имеет следующий вид: 

 1 ,+δ = ⋅δ + ⋅k k kX X WΦ Γ                                        (14) 
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где т тт ттт тт ( )δ δ = δ δ rrw gd acc
n

k krw adq b b b bX P V  — вектор 

ошибок состояния размером  21×1; Φ  — матрица эволюции процесса 
размером 21×21; Γ  — матрица управления размером 21×18; 

тт т т т т т =  k arw rrw gd vrw accrw ad k
W W W W W W W  — вектор гауссовс-

ких белых последовательностей  размером 18×1 с нулевым матема-
тическим ожиданием и ковариационной матрицей .kQ   

Для получения уравнения (14) нужно написать дифференциаль-
ное уравнение каждой составляющей вектора δX  в дискретном вре-
мени. Здесь ,  ,  ,  accrw rrw ad gdb b b b  рассматриваются как ошибки в по-
стоянных дрейфах.  

Ошибка оценки кватерниона вычисляется с использованием по-
нятия мультипликативной ошибки кватерниона [4, 5]:  

1ˆ ,−δ = ⊗q q q  

где ⊗  — символ произведения кватернионов; q̂  — оцениваемое  
(с помощью РФК) значение кватерниона.  

В действительности ошибка δq  представляет преобразование  
истинной системы координат ONED  в вычисленную систему коор-
динат ~.ONED  Предположим, что оценка кватерниона q̂  очень близ-
ка к истинному значению ,q  тогда 1δ <<q  и 4 1δ =q  и, следова-
тельно, только векторная часть ошибки оценки кватерниона входит в 

,δX  так как 4 0.δ =�q   
Уравнение измерения РФК имеет следующий вид: 

 ,δ = ⋅δ +k k kHZ X V                                             (15) 

где 
тт т

/ /( ) δ = δ δ 
n

k SNS INS SNS INS k
Z P V  — вектор разностных измерений 

сигналов БИНС и СНС размером 6×1; H  — матрица измерений раз-

мером 6×21; 
т

т т( ) ( ) =   
nP V

k SNS SNS
k

V V V  — вектор гауссовских белых 

последовательностей размером 6×1 с нулевым математическим ожи-
данием и ковариационной матрицей .kR  

Реализация РФК включает два этапа [4]: прогнозирование и кор-
рекцию. На первом этапе рассчитывается предполагаемое состояние 
БИНС в следующий момент времени (априорные оценки, прогноз), 
которое можно получить из соотношений (1)–(3), (8), (9) путем дис-
кретного интегрирования. На втором этапе априорные оценки кор-
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ректируются с учетом новой информации. Таким образом получают-
ся апостериорные оценки.  

Результаты эксперимента. Для оценки эффективности РФК ис-
пользовались необработанные экспериментальные данные, получен-
ные от БИНС Ekinox INS [12] на базе МЭМС-технологии. Характе-
ристики гироскопов и акселерометров были получены в работе [13]  
с помощью метода анализа по вариациям Аллана. В качестве СНС 
применяется приемник с двойной антенной с точностью определения 
координат и скорости 0,5 м и 0,1 м/с соответственно. Спутниковые 
навигационные системы были установлены  на крыше транспортного 
средства (рис. 3, а). Частота дискретизации данных БИНС и СНС со-
ставляла 200 и 5 Гц соответственно. Эксперименты проводились в 
Турине (Италия) [13]. Сигнал СНС был доступен во время экспери-
мента. Для сравнения использовались эталонные значения коорди-
нат, скоростей, углов ориентации и постоянных дрейфов гироскопов 
и акселерометров. Траектория движения транспортного средства 
представлена на рис. 3, б. 

 

  
Рис. 3. Навигационное оборудование, расположенное на попе-

речной балке транспортного средства (а) и траектория движения 
транспортного средства (б) 

 

Сначала оценивались результаты применения РФК при наличии 
сигнала СНС (рис. 4). Можно отметить асимптотический характер гра-
фиков, т. е. кривые стремятся к постоянным значениям, соответствую-
щим истинным значениям дрейфов. Но поскольку характер графиков 
зависит от маневрирования, невозможно вычислить продолжительность 
переходных процессов (случаи X

gSb , Z
gSb , Y

aSb  и Z
aSb ). В остальных слу-

чаях продолжительность переходных процессов ~200 с.  
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Рис. 4. Результаты оценивания постоянных дрейфов гироскопов (а) и акселерометров (б): 
1 —  эталонное значение; 2 — экспериментально полученные (с использованием РФК) зна-

чения 
 

На рис. 5 показана ошибка оценивания угла курса δψ  с исполь-
зованием РФК вместе с нормализованным измеряемым ускорением 

2 2 2( ) ( ) ( ) .b b b b
X Y Zf f f= + +f  

 

 
 

Рис. 5. Влияние изменения ускорения на точность оценки угла курса  
с использованием РФК 
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При нулевых (или относительно малых) значениях ускорения 

( )b g≈f  ошибка оценки угла курса резко возрастает (см. рис. 5). 

Это вызвано ненаблюдаемостью дрейфа гироскопа Z
gSb  по оси Z (см. 

рис. 4, а). Результаты, представленные на рис. 5, совпадают с резуль-
татами, полученными в работах [14, 15], в которых глубоко рассмот-
рена проблема наблюдаемости ошибки состояния в ИНС/СНС с ис-
пользованием РФК. В этих работах было показано, что все ненаблю-
даемые ошибки можно сделать наблюдаемыми при маневрировании. 
Изменения ускорения улучшают оценки углов ориентации и дрейфов 
гироскопов (см. рис. 5). 

Ошибка XYZE  оценивания координат с использованием РФК при 
наличии сигнала СНС (рис. 6) задается расстоянием между истинны-
ми координатами и координатами, оцененными с применением РФК:  

2 2 2( ) ( ) ( ) .e e e e e e
XYZ REF EKF REF EKF REF EKFE X X Y Y Z Z= − + − + −  

Координаты здесь записаны в системе e e e eO X Y Z . 
 

  
Рис. 6. Ошибка оценивания координат с использо-

ванием РФК при наличии сигнала СНС 
 
Проверим эффективность РФК при семи имитированных отклю-

чениях сигнала СНС, периоды всех отключений — 60 с. На рис. 7 
представлены две траектории: полученная экспериментально и эта-
лонная, а на рис. 8 показана ошибка XYZE  оценивания координат с 
использованием РФК при семи отключениях сигнала СНС. 

Для анализа эффективности РФК приведены средние значения 
средних квадратических ошибок (СЗСКО) оценок всех навигацион-
ных параметров (таблица), полученных с использованием РФК при 
различных периодах отключения сигнала СНС. Средние значения 
СКО любого параметра x  вычисляются по формуле 

1

1( ) ( ( )) ,=
=

= ∑ OFF

n

i t T
i

a x RMSE x
n
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где OFFT — период отключения сигнала СНС; n — число отключений 
(n = 7). 

 

 
 

Рис. 7. Траектории движения транспорт-
ного средства при имитированных отклю- 
                 чениях сигнала СНС: 

1 — экспериментально полученная; 2 — эта-
лонная 

 

 
 

Рис. 8. Ошибка оценивания координат с использова-
нием РФК при семи отключениях сигнала СНС 

 

 Например, с использованием 
7

30c
1

1( ) ( ( ))
7 i t

i
a RMSE =

=
λ = λ∑  вычисляет-

ся СЗСКО широты λ  через 30 с после отключения сигнала СНС.  
Средние значения СКО дают статистическую информацию об 

эффективности фильтров при различных периодах отключения сиг-
нала СНС. 
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Средние значения СКО оценок навигационных параметров при различных 
периодах отключения сигнала СНС 

Навигационный 
параметр 

ТOFF, с 
10 20 30 40 50 60 

,ϕ рад 2,0⋅10–7 3,6⋅10–7 6,0⋅10–7 9,4⋅10–7 1,4⋅10–6 2,0⋅10–6 
,λ рад 4,8⋅10–7 10⋅10–7 18⋅10–7 2,6⋅10–6 3,7⋅10–6 4,9⋅10–6 
,h м 2,00 2,40 2,60 2,68 2,74 2,86 

,XYZE м 3,01 5,67 8,82 12,74 17,71 24,02 

,Nv м/с 0,134 0,196 0,288 0,351 0,453 0,595 

,Ev м/с 0,281 0,420 0,515 0,604 0,723 0,852 

,Dv м/с 0,036 0,037 0,039 0,039 0,040 0,044 
,ϕ град 0,072 0,086 0,098 0,107 0,119 0,132 
,θ град 0,085 0,088 0,099 0,109 0,118 0,127 
,ψ град 1,613 1,670 1,720 1,777 1,840 1,898 
 
Заключение. В работе рассмотрена задача интеграции БИНС и 

СНС на основе слабосвязанной схемы комплексирования с использо-
ванием РФК. Полученные результаты свидетельствуют о способности 
РФК к оцениванию постоянных дрейфов инерциальных датчиков. 
Приведен статистический анализ ошибок оценивания РФК для раз-
личных периодов отключения сигнала СНС. Предложенная интегри-
рованная  система с использованием РФК показала приемлемую точ-
ность оценок навигационных параметров при отключениях менее 30 c, 
и ее можно рекомендовать для приложений, не требующих высокой 
точности определения координат. Перспективным по сравнению с РФК 
является использование сигма-точечного фильтра Калмана [4, 5], кото-
рый менее чувствителен к нелинейностям модели процесса и модели 
наблюдений. 
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The article considers a problem of SINS/SNS integration based on loosely coupled inte-
gration scheme using extended Kalman filter. Full stochastic models of MEMS inertial 
sensor measurements were used. The performance of extended Kalman filter is evaluated 
using real measurements of MEMS-SINS and dual antenna SNS receiver. The results of 
estimating the drifts of gyroscopes and accelerometers are presented. The position accu-
racy of the system for different periods of SNS signal outages is also evaluated. 
   
Keywords: strapdown inertial navigation system, satellite navigation systems, extended 
Kalman filter, MEMS 
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