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Рассмотрена идея уменьшения замусоренности околоземного пространства вслед-
ствие сброса отработавших ступеней в атмосферу. Решена задача оптимизации 
апсидального импульсного перелета между опорной круговой орбитой искус-
ственного спутника Земли и целевой эллиптической орбитой. Проведен парамет-
рический анализ полученных решений. Предложена схема выбора импульсов, близ-
кая по функционалу к оптимальной. Исследован вопрос о рациональном числе и 
расположении импульсов и об оптимальной массе первой ступени. Дана оценка 
дополнительным расходам массы, связанным со сбросом ступеней в атмосферу, 
по сравнению с аналогичной ситуацией при простой отстыковке ступеней. Уста-
новлено, что при значении импульса довыведения 1,5 км/c в случае оптимального 
распределения топлива по бакам такие расходы невелики. 
  
Ключевые слова: космический мусор, апсидальные импульсы, сброс в атмосферу, 
оптимизация траектории космического аппарата  

 

Введение. С начала исследования космоса в околоземном про-
странстве скопился значительный объем космического мусора, со-
стоящего из неисправных объектов искусственного происхождения и 
их фрагментов, которые уже не функционируют и не могут служить 
никаким полезным целям, но являются опасным фактором воздей-
ствия на космические аппараты (КА). Доклад Генерального секретаря 
ООН «Воздействие космической деятельности на окружающую сре-
ду», прозвучавший 10 декабря 1993 г., придал официальный статус 
проблеме космического мусора на международном уровне.    

Разработка мер по очистке и предотвращению или уменьшению 
образования космического мусора признана актуальной [1]. В насто-
ящее время проводятся работы по проектированию очистки около-
земного пространства с помощью сети [2, 3], гарпуна [4, 5] либо по-
средством лазерной установки [6–8]. В работе [9] предложен облет 
крупногабаритного космического мусора с последующим переводом 
на орбиту захоронения. Однако можно утверждать, что экономически 
приемлемых проектов пока не существует.  
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В принятых международных документах в качестве одной из мер 
по предотвращению образования космического мусора указан увод 
космических средств с рабочих орбит по окончании их активного 
функционирования [10]. В работе [11] рассмотрен перевод закон-
чившего работу КА на орбиту захоронения с заданным сроком суще-
ствования, а в работе [12] — выбор орбит захоронения, на которые 
можно перевести крупноразмерные космические объекты по оконча-
нии их активного функционирования. 

В настоящей работе предлагается к рассмотрению сокращение 
замусоренности космоса — идея, по сути, близкая к изложенной  в 
работах [11, 12]. Согласно этой идее, еще на этапе проектирования 
верхних ступеней следует предусматривать средства их удаления — 
в частности, торможение для перевода на орбиту, касающуюся 
условной границы атмосферы, с помощью дополнительного двигате-
ля, которым оснащена ступень, за счет остающегося в баках топлива. 

Цель работы — максимизация полезной массы КА для апсидаль-
ных импульсных траекторий его выведения на целевую орбиту с за-
данным импульсом довыведения и с учетом сброса отработавших 
ступеней в атмосферу.  

Постановка задачи. Рассмотрим задачу оптимизации перелета 
КА искусственного спутника Земли (ИСЗ) с низкой круговой орбиты  
заданного наклона на целевую орбиту. Параметры целевой орбиты — 
радиусы перигея и апогея, угол наклона — заранее неизвестны и 
определяются в результате решения оптимизационной задачи. Пред-
полагается, что характеристическая скорость маневра довыведения 
ограничена заданной величиной. Довыведение спутника на геостаци-
онарную орбиту осуществляется с использованием двигателей и за 
счет топлива самого спутника. Перелет рассматривается в централь-
ном ньютоновском гравитационном поле в апсидальной импульсной 
постановке. Аппарат должен быть оснащен разгонным блоком, состоя-
щим из двух ступеней. Масса ступеней пропорциональна массе содер-
жащегося в них топлива (коэффициент пропорциональности α), масса 
двигателя и структурных конструкций не учитывается. Во всех пред-
ставленных далее расчетах α = 0,08. Торможение ступеней для пере-
вода на орбиту, касающуюся границы атмосферы, происходит в апо-
гее соответствующей орбиты отделения. Полезная масса максимизи-
руется. 

Перелет рассматривается в декартовой прямоугольной системе 
координат, связанной с центром Земли. Ось z  этой системы перпен-
дикулярна плоскости экватора и направлена с юга на север, ось x  
лежит в плоскости экватора и направлена по линии узлов начальной 
круговой орбиты от нисходящего узла к восходящему, ось y  допол-
няет систему координат до правой системы координат. Траектория 



 Оптимизация целевой орбиты и траектории апсидального импульсного выведения… 

Инженерный журнал: наука и инновации   # 4·2019                                               3 

перелета представляет собой серию эллиптических орбит, последова-
тельно пересекающихся в точках на оси .x  Каждая из этих орбит од-
нозначно определяется величинами ,r− r+  и i  — расстояниями от 
центра Земли до точек орбиты на отрицательном и положительном 
направлении оси x  и углом наклона; если орбита эллиптическая, то 
одно из этих расстояний является радиусом перигея, другое — ради-
усом апогея (рис. 1). 

 

  
Рис. 1.  Эллиптическая орбита с наклоном i 

и апсидальными радиусами ,r− r+  
 
Импульсы даются только в точках орбиты на оси ,x  радиальные 

составляющие векторов импульсов равны нулю. При приложении в 
точке отрицательной части оси x  изменяются величины r+  и ,i  а ве-
личина r−  остается неизменной; импульс перехода с орбиты на орби-
ту определяется соотношением [13]  

2 2
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где 1 2
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 — скорости на первой и 

второй орбите соответственно; µ — гравитационный параметр Зем-
ли, 

3 2398601,19 км с ;µ =  1 2,  ,r r− − 1 ,r + 2r + — апсидальные радиусы на 
первой и второй орбите соответственно; 1,i 2i  — наклон первой и 
второй орбиты соответственно. 

Аналогично, при приложении в точке положительной части  
оси x  изменяются величины r−  и ,i  неизменной остается величина ,r+   
а  импульс перехода с орбиты на орбиту определяется соотношением 

2 2
1 2 1 2 2 12 cos( ),v v v v v i i+ + + + +∆ = + − −   
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где   

1 2
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µ µ= =
+ +

                     (1) 

причем 1 2 .+ +=r r  
Таким образом, есть последовательность орбит перехода, и на ней 

определяется оптимизируемый функционал — полезная масса.  
В начальный момент на орбите старта масса КА считается равной еди-
нице 0( 1).m =  После каждого импульса она изменяется согласно фор-
муле Циолковского 

exp( ),m m v c+ −= − ∆  

где с — скорость истечения реактивной струи, уд Зc P g= ; Зg  — ускоре-

ние свободного падения на поверхности Земли, 2
З 9,80665  м/сg = ; при 

расчетах используется величина удельной тяги уд 350  с.P =  
Рассмотрим два варианта сброса отработавших ступеней: 1) про-

стая отстыковка ступени; 2) сброс ступени в атмосферу. В первом 
случае сбрасываемая масса считается пропорциональной массе нахо-
дящегося в ней топлива, во втором — ступень сбрасывается с неко-
торым остатком топлива, расходуемого на торможение ступени. 
Предположим, что разделение произошло на орбите с параметрами 

,r− ,r+ i  и тормозной импульс дан в точке .r+  Он не изменяет наклон 
орбиты, но уменьшает радиус :−r  

 сб б .+ +∆ = −v v v                                          (2) 

Здесь скорости v+  и б+v  выражены аналогично  формуле (1):  

атм
б+

атм

2 2, ,
( ) ( )

r rv v
r r r r r r

−
+

+ − + + +

µ µ= =
+ +

 

где атмr  — радиус перигея, достаточный для постепенного торможе-
ния КА в атмосфере, атм З 100  кмr R= + . 

Данный метод является развитием подходов, изложенных в рабо-
тах [14–16]. 

Решение задачи. Все маневры выполняются с использованием 
двух ступеней. Импульс (или импульсы) с общей суммой характери-
стической скорости 1u  реализуется с использованием первой ступе-
ни, 2u  — второй ступени. 

В случае простой отстыковки ступеней: 
масса КА после выполнения первой серии маневров 
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 1
1 0 exp ,−

 = −  
um m
c                                         (3) 

сухая масса первой ступени  

1
1с 0 1 exp ,um m

c
  = α − −      

масса КА после сброса первой ступени  

1
1 1 1с 0 (1 )exp ,um m m m

c+ −
  = − = + α − α−      

масса КА после выполнения второй серии маневров 

2
2 1 exp ,− +

 = −  
um m
c

  

сухая масса второй ступени 

2
2c 1 1 exp ,um m

c+
  = α − −    

 

полезная масса 

1 2
2 2c 0 (1 )exp (1 )exp ,п

u um m m m
c c−

      = − = + α − α + α − α− −              

где 0m — обезразмеренная масса КА, 0 1m = ; 1,u 2u  — характеристи-
ческие скорости маневра, реализованные за счет топлива из первой и 
второй ступеней соответственно; c  — скорость истечения реактив-
ной струи; α  — коэффициент пропорциональности. 

 Решение задачи с простой отстыковкой ступеней хорошо извест-
но [17] и в настоящей работе приводится для сравнения.  

В случае сброса ступеней в атмосферу разделить траекторную и 
массовую части задачи не удается. 

Как и при простом сбросе, после первой серии маневров масса 
КА определяется по формуле (3). Рассмотрим случай, когда отделе-
ние первой ступени произошло на эллиптической орбите с радиусами 

сб1 ,−r сб1+r  и тормозной импульс дан в положительной части оси .x  
Формула для тормозного импульса задается подстановкой соответ-
ствующих переменных в выражение (2). В отличие от предыдущего 
случая, обозначим 1сm  массу сбрасываемой ступени, состоящую из 
сухой массы и массы топлива, необходимого для реализации маневра 
сброса в атмосферу. Сухая масса 1сухаяm  сброшенной первой ступени 
после тормозного импульса составляет 
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сб1
1сухая 1c exp .∆ = −  

vm m
с

 

Считаем, что топлива в ступени не осталось и это ее сухая масса. 
Масса 1топливаm  топлива в первой ступени определяется по уравнению 

1 сб1
1топлива 0 1с1 exp 1 exp ,   ∆    = − + −− −            

u vm m m
c c

  

сухая масса первой ступени 

1 сб1
1сухая 0 1с1 exp 1 exp ,u vm m m

c c
    ∆    = α − + −− −              

 

где сб1∆v  — дополнительное импульсное воздействие, переводящее 
первую ступень на орбиту, касающуюся условной границы атмосферы. 

В результате решения линейного уравнения 

сб1 1 сб1
1с 0 1сexp 1 exp 1 exp :

 ∆    ∆      = α − + −− − −                  
v u vm m m
c c c  

определяется масса 1сm сбрасываемой ступени: 

 

1
0

1с
сб1

1 exp
.

(1 )exp

  α − −    
=

∆ + α − α−  

um
cm

v
c

                                     
 (4) 

Масса КА после сброса первой ступени составляет 

1 1 1с.+ −= −m m m  

Вторая ступень отделяется на целевой орбите. Импульс сб2∆v
сброса и сбрасываемая масса 2сm  второй ступени определяются ана-
логично первой ступени при положении апогея орбиты отделения на 
положительной части оси :x   

2
1

2с
сб2

1 exp
.

(1 )exp

+
  α − −    

=
∆ + α − α−  

um
cm

v
c

  

Полезная масса определяется соотношением 
 п 2 2 2с.+ −= = −m m m m                                     (5) 

При последующем анализе предполагается, что перелет начина-
ется на начальной орбите старта с круговой высотой 200 км  

0 0 З( 200− += = + =r r R  6578,25  км)  и наклоном 0 0,9 рад.=i  
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При вычислении импульса довыведения КА с целевой орбиты на 
геостационарную (ГСО) рассматриваются четыре возможных маневра.  

Первый маневр — двухимпульсный. При этом первый импульс в 
положительной части оси x  изменяет величину ц−R  до ГСО ,R  а вто-
рой импульс в отрицательной части оси x  является установочным. 
Импульс довыведения считается как сумма этих двух импульсов,  
угол наклона орбиты довыведения определяется из условия миниму-
ма импульса довыведения.  

Второй маневр также двухимпульсный. Он аналогичен первому 
маневру, но первый импульс дается в отрицательной части оси ,x  а 
установочный — в положительной. На рис. 2, а зеленым цветом вы-
делена целевая орбита, красным — геостационарная, синим — орби-
та довыведения, соответствующая двухимпульсному маневру.  

Третий маневр является трехимпульсным. При этом первый им-
пульс дается в положительной части оси x  и он изменяет величину 

ц−R  до maxR  — максимально-возможного удаления КА от притяги-
вающего центра. Второй импульс в удаленной точке max− =r R  изме-
няет r+  до ГСО.R  Третий импульс снова в положительной части  
оси x  является установочным. Импульс довыведения равен сумме 
этих трех импульсов, а углы наклона двух эллиптических орбит рас-
сматриваемого маневра довыведения определяются из условий его 
минимума. Этот маневр изображен на рис. 2, б.  

 

 
 

Рис. 2. Маневры довыведения (Д1 — первая орбита довыведения, Д2 — вторая орбита 
довыведения) космического аппарата с целевой орбиты Ц на геостационарную: 

а — двухимпульсный; б — трехимпульсный 
 
Четвертый маневр аналогичен третьему, но первый и последний 

импульс даются в отрицательной части оси ,x  а импульс в удаленной 
точке — в положительной. Итоговый импульс довыведения определя-
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ется как минимум из импульсов довыведения этих четырех возможных 
маневров. 

Рассматривались различные схемы перелета КА с круговой орби-
ты ИСЗ на целевую. Вначале предполагалось, что в задаче перелета 
на целевую орбиту импульсы последовательно подаются во всех апо-
геях и перигеях переходных орбит. В процессе оптимизации часть 
таких импульсов обнулилась. Итоговое решение, в зависимости от 
импульса довыведения, получается двух-, трех- или четырехимпуль-
сным (рис. 3). Можно сказать, что оно возникает вследствие биэл-
липтического перелета КА на ГСО. Отметим, что первоначальные 
расчеты были проведены с помощью прямых методов оптимизации, а 
итоговое решение получено с применением принципа Лагранжа [18, 
19]. Система нелинейных уравнений, получаемая в результате при-
менения принципа Лагранжа, решается модифицированным методом 
Ньютона.  

 

  
Рис. 3. Схемы перелета с опорной орбиты на целевую орбиту (С1, С2 — орбиты 

сброса соответственно первой и второй ступени в атмосферу) по маневрам: 
а — четырехимпульсному; б — трехимпульсному; в — двухимпульсному 
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Для пояснения полученного результата рассмотрим вспомогатель-
ную задачу апсидального импульсного перехода с низкой круговой ор-
биты ИСЗ на ГСО. Трехимпульсный переход состоит из двух эллипти-
ческих движений. Первый, «разгонный», импульс переводит КА с кру-
говой орбиты ИСЗ радиусом 0 З 200 км= +r R  и наклоном 0 0,9 рад=i  
на первую эллиптическую орбиту с параметрами 1 З 200 км,+ = +r R

1 *r r− =  и наклоном 1.i  Второй импульс «в удаленной точке» 1 *r r− =  пе-
реводит КА с первой эллиптической орбиты на вторую с параметрами 

2 *,r r− =  2 ГСО 42 164 км+ = =r R  и наклоном 2.i  Третий, «установоч-
ный», импульс переводит КА со второй эллиптической орбиты на ГСО. 
Полезная масса вычисляется по формуле Циолковского 

1 2 3
п exp .v v vm

c
∆ + ∆ + ∆ = −    

Зависимость обезразмеренной полезной массы от *r  для такого 
перехода при оптимальном выборе 1i  и 2i  представлена на рис. 4. 
Оптимальные величины 1i  и 2i и соответствующая им величина пm  
определены в результате численного решения задачи максимизации 
функции двух переменных без дополнительных ограничений 

п 1 2( , ) max.→m i i  На первом этапе использовался метод покоординат-
ного спуска, на втором — метод Ньютона.  

 

 
 

Рис. 4. Зависимость полезной массы от величины максимально 
возможного удаления космического аппарата в задаче оптимизации 
траектории биэллиптического перелета c опорной орбиты на гео- 
                                            стационарную 
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Точка А * ГСО( )=r R  на рис. 4 соответствует гомановскому пере-
ходу. Полученная зависимость показывает, что оптимальный (среди 
двухимпульсных) гомановский перелет при расширении класса срав-
нения до трехимпульсных оптимальным не является. Максимум по-
лезной массы соответствует максимально допустимой величине 

* max ,=r R  а при отсутствии такого ограничения — переходу через 
бесконечность. 

В качестве второй вспомогательной задачи рассмотрим простую 
схему построения перехода. Для этого построим оптимальный биэл-
липтический перелет с низкой круговой орбиты ИСЗ с заданным 
наклоном на ГСО при заданном максимальном удалении КА от Зем-
ли * max .=r R  На рис. 4 такой переход соответствует величине 

max 280 000 км=R  (точка В). Обозначим 1,v∆ 2 ,v∆ 3v∆  величины им-
пульсных воздействий в рассмотренной задаче биэллиптического пе-
релета на ГСО, дов∆v — импульс довыведения, 1u  и 2u  — характери-
стические скорости маневров, реализованные за счет топлива из пер-
вой и второй ступени соответственно. 

После отработки первой серии маневров КА оказывается на соот-
ветствующей орбите сброса первой ступени. Случай 1 1u v< ∆  называ-
ется разделением первого импульса, случай 1 1 1 2v u v v∆ < < ∆ + ∆ — 
разделением второго импульса, случай 1 2 1v v u∆ + ∆ <  — разделением 
третьего импульса, случаи 1 1u v= ∆  и 1 1 2u v v= ∆ + ∆  называются схе-
мами без разделения импульсов со сбросом отработавшей первой 
ступени на первом и на втором протяженном пассивном участке со-
ответственно. Величина 2u  определяется соотношением  

 2 1 2 3 дов 1.= ∆ + ∆ + ∆ − ∆ −u v v v v u                           (6) 

 Положение и скорость КА после выполнения второй серии ма-
невров и определяют целевую орбиту (орбиту сброса второй ступени). 

В зависимости от величины импульса довыведения получаются 
различные целевые орбиты. Рассмотрены три характерные значения 
импульса довыведения спутника с целевой орбиты на ГСО: 0,5; 1,0 и  
1,5 м/с. В случае импульса доведения, равного 0,5 м/с, перигей целевой 
орбиты равен радиусу ГСО, апогей выше нее, но ниже максимально 
возможного удаления. В данном случае возможны пять нижеперечис-
ленных схем разделения при выведении КА на целевую орбиту.  

Во-первых, в случае разделения первого импульса (см. рис. 3, а) 
схема перелета состоит из трех переходных орбит: перигей первой 
переходной орбиты равен радиусу опорной орбиты, апогей лежит 
ниже максимально возможного удаления КА; перевод первой ступе-
ни на орбиту, касающуюся условной границы атмосферы, происхо-
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дит с апогея рассматриваемой переходной орбиты; перигей второй 
переходной орбиты равен радиусу опорной, апогей — максимально 
возможному удалению; перигей третьей орбиты равен перигею целе-
вой орбиты, апогей — максимально возможному удалению.  

Во-вторых, в случае разделения второго импульса получается 
схема перелета, состоящая из трех орбит: перигей первой орбиты ра-
вен радиусу опорной, апогей — максимально возможному удалению; 
перигей второй орбиты лежит ниже перигея целевой орбиты, апогей 
равен максимально возможному удалению КА; перигей третьей ор-
биты равен перигею целевой орбиты, апогей — максимально воз-
можному удалению; перевод первой ступени на орбиту, касающуюся 
границы атмосферы, происходит с апогея второй переходной орбиты.  

В-третьих, в случае разделения третьего импульса получается 
следующая схема перелета: первая переходная орбита аналогична 
первой орбите в задаче разделения второго импульса; апогей второй 
орбиты равен максимально возможному удалению КА, перигей — 
радиусу перигея целевой орбиты; апогей третьей орбиты лежит ниже 
максимально возможного удаления КА, но выше апогея целевой ор-
биты; перевод первой ступени на орбиту, касающуюся границы ат-
мосферы, происходит с апогея третьей орбиты.  

В-четвертых и в-пятых, в случае сброса ступени без разделения 
импульсов перелет состоит из двух переходных орбит: перигей пер-
вой переходной орбиты равен радиусу опорной орбиты, апогей — 
максимально возможному удалению; перигей второй переходной ор-
биты равен перигею целевой орбиты, апогей — максимально воз-
можному удалению. При сбросе ступени на первом протяженном 
пассивном участке перевод ступени на орбиту, касающуюся услов-
ной границы атмосферы, происходит в максимально удаленной точке 

max ,R  и величина импульса сброса мала (требуется уменьшить высо-
ту перигея на 100 км).  Наилучшее довыведение КА с целевой орбиты 
на ГСО во всех этих случаях осуществляется за счет одного импульса 
в перигее целевой орбиты.  

В случае импульса довыведения, равного 1,0 км/с апогей целевой 
орбиты равен максимально возможному удалению КА, перигей ле-
жит ниже ГСО. В данном случае получаются три схемы разделения: 
первого импульса (см. рис 3, б), второго импульса и схема без разде-
ления импульсов, в которой первая ступень переводится на орбиту, 
касающуюся условной границы атмосферы, с апогея первой пере-
ходной орбиты. 

 В случае импульса довыведения, равного 1,5 км/с перигей целе-
вой орбиты равен радиусу опорной круговой орбиты, апогей лежит 
ниже максимально возможного удаления. В данном случае реализу-
ется единственно возможная схема с разделением первого импульса 
(см. рис. 3, в).  
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Определены зависимости полезной массы от массы первой ступени 
в результате решения трех задач: 1) простая отстыковка ступени от КА 
(простой сброс); 2) простая схема со сбросом в атмосферу (вторая вспо-
могательная задача); 3) задача оптимизации со сбросом в атмосферу.  

Задача оптимизации со сбросом ступеней в атмосферу и с про-
стой отстыковкой ступеней решалась численно с помощью метода 
покоординатного спуска на первом этапе и метода Ньютона — на 
втором этапе: в обоих случаях рассматривалась оптимизация функ-
ции многих переменных с ограничением типа равенств и неравенств. 
Оптимизация проводилась по неизвестным параметрам орбит выве-
дения и целевой орбиты.  

При решении второй вспомогательной задачи по заданному зна-
чению величины 1u  вычислялось значение 2u  по формуле (6), полез-
ная масса — по формуле (5), а масса первой ступени — по формуле  

1с 1 1 1c1 1 ,+ −= − = − +m m m m  

где 1m −  и 1cm  заданы формулами (3) и (4) соответственно. 
График зависимости полезной массы от массы первой ступени в 

случае импульса довыведения, равного 0,5 км с , представлен на 
рис. 5: кривая а соответствует простому сбросу, кривая b (с) — сбросу 
ступеней в атмосферу (простая схема и задача оптимизации). Отме-
тим, что решения задачи оптимизации и второй вспомогательной за-
дачи на основном графике визуально не различаются. Полезная масса 
в задаче с простой отстыковкой ступеней (0,267), как и следовало ожи-
дать, больше, чем в задаче со сбросом ступеней в атмосферу (0,262).  
 

  
Рис. 5. Зависимость полезной массы от массы первой ступени  
в задачах перелета космического аппарата с опорной орбиты 
  на целевую эллиптическую (импульс довыведения равен 0,5 км/с) 
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Точки А1, B1, C1 соответствует максимуму полезной массы, А2, B2 и 
А3, B3  — решению задачи без разделения импульсов, но А2 (B2) показы-
вает отстыковку первой ступени от КА на первой переходной орбите, а 
А3 (B3) — отстыковку первой ступени от КА на второй орбите. Во 
врезке окрестности точки максимума эта зависимость изображена в 
увеличенном масштабе: линия с — полезная масса во второй вспомога-
тельной задаче, линия в — в задаче оптимизации. Отсюда следует, что 
полезная масса в задаче оптимизации несколько лучше полезной 
массы во второй вспомогательной задаче. Максимум в обеих задачах 
соответствует массе первой ступени, равной 0,5591317, в задаче оп-
тимизации максимальная полезная масса равна 0,2621201, во вто-
рой вспомогательной задаче — 0,2621195 (различие в седьмом зна-
ке после запятой). 

Аналогичная зависимость полезной массы от массы первой сту-
пени в случае импульса довыведения, равного 1,0 км с , представлена 
на рис. 6. Полезная масса в задаче с простой отстыковкой ступеней 
(0,316) больше, чем в задаче со сбросом ступеней в атмосферу 
(0,314). Как в задаче оптимизации, так и во второй вспомогательной 
задаче максимум соответствует массе первой ступени, равной 
0,4686843, максимальная полезная масса в задаче оптимизации равна 
0,31420396, во второй вспомогательной задаче — 0,31420295 (разли-
чие в шестом знаке после запятой).  

 

 
 

Рис. 6. Зависимость полезной массы от массы первой ступени  
в задачах перелета космического аппарата с опорной орбиты  
 на целевую эллиптическую (импульс довыведения равен 1,0 км/с) 
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Зависимость полезной массы от массы первой ступени в случае 
импульса довыведения, равного 1,5 км/с, представлена на рис. 7. По-
лезная масса в задаче с простой отстыковкой ступеней  (0,37318) 
больше, чем в задаче со сбросом ступеней  в атмосферу  (0,37305). По 
сравнению с предыдущими случаями отличие простого сброса сту-
пеней от сброса в атмосферу визуализируется на графике только в 
окрестности точки, соответствующей максимуму полезной массы. 
Это обусловлено малым значением импульса, переводящего вторую 
ступень на орбиту, касающуюся условной границы атмосферы. Как в 
задаче оптимизации, так и во второй вспомогательной задаче макси-
мум соответствует массе первой ступени, равной  0,388544314663,  
максимальная полезная масса в задаче оптимизации равна 
0,373055529801, во второй вспомогательной задаче —
0,373055529689 (различие в десятом знаке после запятой). Отметим, 
что во всех рассмотренных выше случаях различие значений полез-
ной массы в задаче оптимизации и во второй вспомогательной задаче 
не связано с погрешностями расчетов. Вычисления проводились с 
большей точностью: полученная многомерная точка во второй вспо-
могательной задаче отделима от множества остановки метода Нью-
тона, применяемого при решении задачи оптимизации.  

Наличие локального максимума в задаче со сбросом ступеней в 
атмосферу демонстрирует зависимости полезной массы от радиусов 
апогея и перигея целевой эллиптической орбиты (рис. 8), при этом 
импульс довыведения равен 0,5 км с.  Для каждой расчетной точки 
 

 
 

Рис. 7. Зависимость полезной массы от массы первой ступени  
в задачах перелета космического аппарата с опорной орбиты  
  на целевую эллиптическую (импульс довыведения равен 1,5 км/с) 
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(заданных радиусов апогея и перигея) так подобраны наклон целевой 
орбиты, неизвестный радиус апогея первой переходной орбиты, углы 
наклона трех переходных орбит и орбиты довыведения, чтобы удо-
влетворить ограничению импульса довыведения и обеспечить мак-
симальную полезную массу. Значения этих величин определены чис-
ленно в результате решения системы уравнений по принципу Ла-
гранжа. «Излом» на графике соответствует радиусу перигея целевой 
орбиты, равного радиусу ГСО. Следует отметить «овраговость» ли-
ний уровня функционала — абсолютное изменение радиуса апогея 
значительно меньше влияет на функционал, чем отклонение перигея 
от радиуса ГСО. Выделенная точка на графике соответствует 
наилучшим значениям радиуса апогея и перигея целевой орбиты для 
рассматриваемого импульса довыведения. Как видно по данным на 
рис. 8, максимум полезной массы соответствует случаю, когда ради-
ус перигея равен радиусу ГСО. На рис. 5 эта точка соответствует 
точке В1 на врезке.  
 

 
 

Рис. 8. Зависимость полезной массы от радиусов апогея 
и перигея целевой эллиптической орбиты (импульс довы- 

ведения равен 0,5 км/с) 
 
Заключение. В результате выполненных расчетов было установ-

лено следующее. Решение задачи оптимизации перелета КА на целе-
вую эллиптическую орбиту в зависимости от импульса довыведения 
является двух-, трех или четырехимпульсным; максимум полезной 
массы достигается при разделении первого импульса; простая схема 
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сброса ступеней в атмосферу позволяет построить решение задачи, 
близкое к оптимальному; накладные расходы, связанные со сбросом 
ступеней в атмосферу при импульсе довыведения, равном 1,5 км/с и 
максимально возможном удалении ( )max 280 000 км ,R = малы. 
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Optimization of the spacecraft final orbit and the trajectory 
of the apsidal impulse launch, with due regard to spent 

stage jettisons into the atmosphere  
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The article considers the idea of reducing littering the near-Earth space by means of 
spent stage jettisons into the Earth's atmosphere. A solution to the problem of optimiza-
tion of the apsidal impulse transfer between the reference circular orbit of an Earth’s 
artificial satellite and the final elliptical orbit is proposed. A parametric analysis of the 
obtained solutions is performed, a simple pulse choice scheme close in functionality to 
the optimal one is proposed. Questions about the optimal number and location of pulses 
and the optimal mass of the first stage are investigated. An assessment of the additional 
mass consumption associated with the stage jettisons into the atmosphere comparing with 
the simple separation of the stages is performed. It was found that in the case of optimal 
fuel distribution among the tanks such mass consumption is small when a final ascent 
pulse is 1.5 km/s. 
   
Keywords: space debris, apsidal pulses, stage jettison into the atmosphere, spacecraft 
trajectory optimization 
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