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Рассмотрена задача доверительного оценивания (по результатам испытаний эле-
ментов) основных показателей надежности, таких как вероятность безотказной 
работы системы в течение заданного промежутка времени и гарантированное (с 
заданным уровнем гарантии) время безотказной работы для модели системы с произ-
вольными режимами резервирования (нагруженным или ненагруженным) в различных 
подсистемах. Проанализированы задачи подобного типа, довольно часто встречав-
шиеся в инженерной практике при проектировании и опытной отработке современ-
ных сложных технических систем и их различных составных частей. Представлено 
построение нижних доверительных границ для указанных основных показателей 
надежности системы на основе статистической информации, полученной по резуль-
татам испытаний ее элементов, а также приведены приближенные асимптотиче-
ские (для случая высокой надежности) выражения для нижней доверительной грани-
цы функции надежности системы.  
  
Ключевые слова: надежность, система, структура системы, доверительные 
границы, нагруженное резервирование, ненагруженное резервирование  

 
Введение. Расчет показателей надежности для сложных систем 

по результатам испытаний их отдельных компонентов — одна из ак-
туальных проблем в теории надежности. Такие задачи возникают, в 
частности, тогда, когда проведение испытаний системы как единого 
целого в достаточном объеме затруднительно или вообще невозмож-
но, а имеется лишь статистическая информация по результатам ис-
пытаний ее отдельных элементов.   В большинстве случаев основной 
интерес представляет доверительное оценивание тех или иных пока-
зателей надежности системы с заданным уровнем достоверности (ко-
эффициентом доверия). 

Существующие методы решения данной проблемы разработаны в 
основном для частного случая биномиальных испытаний и для слу-
чая нагруженного резервирования элементов. В работах [1–8] рас-
сматривались модели сложных систем с нагруженным резервирова-
нием элементов без восстановления, в [9, 10] — доверительная оцен-
ка надежности для модели системы с нагруженным резервированием 
с восстанавливаемыми элементами. В монографии [11] получены 
нижние доверительные границы для основных показателей остаточ-
ного ресурса системы по результатам испытаний системы в целом.  
В предлагаемой работе рассматривается ситуация, когда доверитель-
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ные границы для показателей надежности системы строятся по ре-
зультатам испытаний ее различных элементов или подсистем. В ра-
ботах [12–16] исследуются структуры типа k  из n  (т. е. структуры, 
исправные, если из n  элементов системы исправны по крайней мере 
k  элементов) также работающие в режиме нагруженного резервиро-
вания. Далее рассматривается модель системы, которая может быть 
составлена из произвольного числа различных подсистем, в каждой 
из которых может использоваться как нагруженное, так и ненагру-
женное резервирование. Целью данной работы является разработка 
для этой более общей ситуации соответствующих методов построе-
ния доверительных оценок (границ) для основных показателей 
надежности системы на основе результатов испытаний ее элементов. 

Постановка задачи. Пусть система состоит из n последовательно 
соединенных подсистем, а каждая i-я подсистема — из in  однотип-
ных (идентичных) элементов, работающих в режиме нагруженного 
или ненагруженного резервирования ( 1, ..., ).i m=  Кроме того, предполо-
жим, что подсистемы с индексами 1, ...,i k=  работают в режиме нагру-
женного резервирования, а подсистемы с индексами 1, ...,i k m= +  —  
в режиме ненагруженного резервирования. Также будем полагать, что 
отказы элементов различных подсистем происходят независимо друг 
от друга и функция надежности одного элемента i-й подсистемы  
(i-ого типа) имеет вид ( ) exp( ),i iP t t= −λ  где 0iλ >  — параметр интен-
сивности отказов элементов i -го типа, 1, . . . ,i m= . Тогда вероят-
ность безотказной работы в течение времени t (функция надежности) 
системы для данной модели имеет вид 

  
1

( , ) ( , ),
k

c i i i
i

P t H t
=

λ = λ∏                                      (1) 

где 1 1( , ..., ,  , ..., )k k m+λ = λ λ λ λ  — вектор параметров надежности 
элементов; ( , )λi iH t  — функция надежности i-й подсистемы, 

1, ..., .i m=  Для подсистем с индексами 1, ...,i k= (с нагруженным ре-
зервированием) 

 [ ]( , ) 1 1 exp( ) , 1, ..., .in
i i iH t t i kλ = − − −λ =                     (2) 

Для подсистем с индексами 1, ...,i k m= +  (с ненагруженным ре-
зервированием) 
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Точные значения вектора параметров 1 1( , ..., ,  , ..., )k k m+λ = λ λ λ λ  
неизвестны, и требуется построить нижнюю доверительную границу 
для функции надежности системы (1) по результатам испытаний эле-
ментов системы на надежность. Далее предположим, что испытания 
элементов i-го типа проводятся по планам испытаний типа [ ]i iN B T  (в 
обозначениях книги [1], где символ B  означает, что испытания прово-
дятся с восстановлением отказавших элементов), т. е. на испытания в 
течение времени iT  было поставлено iN  элементов i-го типа, в резуль-
тате чего наблюдалось id  отказов ( 1, ..., ).i m=   

Пусть { : 0, 1, ..., }iZ i m= λ λ > =  — множество всех возможных 
значений вектора параметров 1( , ..., ).mλ = λ λ   Вектор результатов ис-
пытаний по различным типам элементов обозначим через 

1( , ..., )md d d= , множество всех возможных значений вектора d  — че-
рез { : 0,1, 2, }..., 1, ...,iX d d i m= = =  и вероятностное распределе-
ние d  при данном значении Zλ ∈  — через { }.P dλ  Таким образом, 
если исходить из результатов испытаний при различных типах элемен-
тов 1( , ..., ),md d d=  можно получить нижнюю γ-доверительную границу 
для показателя надежности системы c ( ),P t  т. е. такую функцию векто-
ра результатов испытаний c c 1( , ) ( , ..., , )mP d t P d d t= , при которой 

c c{ ( , ) ( , )}P P d t P tλ ≤ λ ≥ γ  

для всех возможных значений вектора параметров ,Zλ ∈  где γ  — 
коэффициент доверия. 

Построение нижней доверительной границы для функции 
надежности системы. Наблюдаемое на испытаниях по плану 
[ ]i iN B T  число отказов id   имеет пуассоновское распределение с 
параметром i i i iN TΛ = λ  ( 1, ..., )i m=  [1]. Следовательно, статистика 

1 . . . mD d d= + +  (суммарное число отказов) также имеет пуассонов-

ское распределение с параметрами 
1

,
m

i
i=

Λ = Λ∑  откуда следует  

 
1

( ) , ,
m

i i i
i

P N T D Zλ γ
=

  λ ≤ ∆ ≥ γ λ ∈ 
  
∑                       (4) 

где ( )Dγ∆  — стандартная верхняя  γ-доверительная граница для па-
раметра пуассоновского закона распределения [1, 17]. 

Введем далее систему подмножеств в пространстве параметров 
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1

: ( ) , .
m

d i i i
i

H N T D d Xγ
=

  = λ λ ≤ ∆ ∈ 
  

∑                       (5) 

В соответствии с формулой (4) набор подмножеств (5) образует 
систему γ-доверительных множеств для вектора параметров элемен-
тов системы 1( , ..., ).mλ = λ λ  В соответствии с общим методом дове-
рительных множеств [1, 4, 17], нижняя γ-доверительная граница для 
функции надежности системы c ( , )P tλ  может быть построена при 
данном значении вектора результатов испытаний d: 

 c c( , ) min ( , ),
dH

P d t P t
λ∈

= λ                                       (6) 

где минимум вычисляется по доверительной области dH  в простран-
стве параметров, которые в соответствии с выражением (5) задается 
неравенствами 

 
1

( ), 0, 1, ....,
m

i i i i
i

N T D i mγ
=

λ ≤ ∆ λ ≥ =∑                    (7) 

Для вычисления минимума в уравнении (6) удобно представить 
функцию надежности системы в виде 

 c
1

( , ) exp ( , ) ,
m

i i
i

P t g t
=

 
λ = − λ 

 
∑                                     (8) 

где для подсистем с индексами 1, ...,i k=  (с нагруженным резервиро-
ванием) функции ( , )i ig tλ  имеют вид 

 [ ]{ }( , ) ln 1 1 exp( ) , 1, ..., .in
i i ig t t i kλ = − − − −λ =                 (9) 

Для подсистем с индексами 1, ...,i k m= +  (с ненагруженным ре-
зервированием) эти функции можно представить так: 
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В соответствии с выражениями (6)–(8) вычисление минимума в 
уравнении (6) сводится к нахождению величины  
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где максимум берется при тех же ограничениях вида (7).  
После этого определяется нижняя доверительная граница (6) для 

функции надежности системы: 

 [ ]c ( , ) exp ( , ) .P d t g d t= −                                  (12) 

Функция ( , )i ig tλ  является «функцией ресурса» (ведущей функ-
цией в терминологии) для i-й подсистемы, 1, ..., .i m=  Покажем, что 
каждая из этих функций ( , )i ig tλ  выпукла по 0iλ >  при любом фик-
сированном 0t > , т. е. как для систем с нагруженным, так и для си-
стем с ненагруженным резервированием. Зафиксируем 0.t >  Рас-
смотрим сначала подсистемы с индексами 1, ...,i k=  (с нагруженным 
резервированием). В соответствии с формулой (9) производная ве-
дущей функции ( , )i ig tλ  по параметру λ будет 

[ ]
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i

i

n
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t

−− −λ −λ∂ = =
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Используя сокращенные обозначения (при фиксированном 0t > )
( ) exp( ),i i ip tλ = −λ  ( ) 1 p ( ),i i i iq λ = − −λ  получим  
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откуда, учитывая также, что   
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Из выражения (13) находим 
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где функция  
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 ( ) 1( )
( ) exp( ) 1

i i
i i

i i i

p
q t

λθ λ = =
λ λ −

                                (15) 

монотонно убывает по iλ  при каждом фиксированном 0t > ,

1, ..., .i k=  Из выражений (14), (15) следует, что функция ( , )i
i

g t∂ λ
∂λ

 

при каждом фиксированном 0t >  монотонно возрастает по iλ  при 
каждом 1, ..., .i k=  Следовательно, ведущая функция i-й подсистемы 

( , )i ig tλ  при каждом фиксированном 0t >  выпукла по параметру 
0iλ >  при всех 1, ...,i k=  (для всех подсистем с нагруженным резер-

вированием).  
Рассмотрим далее подсистемы с индексами 1, ...,i k m= +  (с нена-

груженным резервированием). Из выражения (10)  при фиксирован-
ном 0t >  находим 

 
1 111

0 0
, ,

( ) 1( , ) ! , 1, ...
( 1)! ! !( )

i iii

i

n rnn j
ii

i i r j
i ij j

m
g t tt t r i k

n j j t

− −−−

−
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   ∂ λ λλ = = = +   
∂λ − λ      

∑ ∑ (16) 

где 1i ir n= −  — число резервных элементов в i-й подсистеме, 

, .1, ... mi k= + . Как видно из выражения (16),  функции ( , )i
i

g t∂ λ
∂λ

 мо-

нотонно возрастают по параметрам iλ , 1, . . . ,i k= , и, следовательно, 
ведущие функции ( , )i ig tλ  при каждом фиксированном 0t >  выпук-
лы по 0iλ >  для всех подсистем с индексами 1, ...,i n m= +  (с нена-

груженным резервированием). Таким образом, функция 
1

( , ),
m

i i
i

g t
=

λ∑  

от которой вычисляется максимум в выражении (11), выпукла по 
вектору параметров 1( , ..., ).mλ = λ λ  В соответствии с известными ре-
зультатами теории выпуклого программирования [18] следует, что 
максимум в выражении (11) достигается в одной из m  «угловых то-
чек» области (7) вида ( ) , 0(0, ..., 0,  ,  0, ... ),i

iλ = λ�  где ( ) ,i i iD N Tγλ = ∆�

1, ..., .i m=  Следовательно,  

 ( )
1, 1,..., ...,

( , ) max , max ( ) , .i i i i i
i im m

g d t g t g D N T tγ
= =

 = λ = ∆ 
�         (17) 

Из выражений (12), (17) находим нижнюю доверительную грани-
цу для функции надежности системы 
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{ }
c

1, ...,

1, ...,

( , ) exp max ( ) ,

min exp ( ) , ,

i i i
i m

i i i
i m

P d t g D N T t

g D N T t

γ
=

γ
=

  = − ∆ =   
 = − ∆ 

 

откуда, учитывая определение функций ( , )i ig tλ  в (9), (10), получим 

 c
1, ...,

( , ) min ( ) , ,i i i
i m

P d t H D N T tγ
=

 = ∆                         (18) 

где функции ( )iH ⋅ , 1, ..., ,  1, ...,i n n m= +  для различных подсистем с 
нагруженным и ненагруженным резервированием определяются в 
соответствии с выражениями (2), (3). 

Пример. Рассмотрим систему, составленную из 10m =   подси-
стем, 5n = , т. е. в подсистемах с индексами 1, ..., 5i =  используется 
режим нагруженного резервирования, а в подсистемах с индексами 

6, ...,10i =  — режим ненагруженного резервирования. Числа in  эле-
ментов в различных подсистемах и результаты испытаний , ,i i iN T d  
приведены в таблице. В этом случае нижняя  γ-доверительная грани-
ца (18) для функции надежности системы при 3t =  равна c 0,975.P =  

 
m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

in  2 3 2 3 2 3 2 3 2 2 

iN  7 9 7 7 10 8 6 9 15 9 

iT  50 30 45 60 20 35 50 30 20 15 

id  0 1 1 2 1 0 0 1 0 0 
 

Приближенные расчетные формулы для случая высокой 
надежности системы. Рассмотрим построение асимптотически при-
ближенных выражений для нижней доверительной границы (18) 
функции надежности системы для случая высокой надежности при 

1i it N T <<  ( 1, ..., )i m= , т. е. тогда, когда объемы испытаний элемен-
тов достаточно велики по сравнению с длиной интервала времени ,t  
относительно которого оценивается надежность системы.  

Из выражений (2), (3) для функций надежности различных под-
систем находим при 0,i it N T →  1, ...,i m=  для подсистем с индекса-
ми 1, ...,i n=  (с нагруженным резервированием) 

( ) 1 ( ) .
in

i
i i i i i i

t t tH D D o
N T N T N Tγ γ

     
∆ = − ∆ +         
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Для подсистем с индексами 1, ...,i n m= +  (с ненагруженным ре-
зервированием) из (3) находим аналогичное выражение: 

( ) ( )11 ,  1, ..., ,
!

in

i
i i i i i i i

D D t tH o i n m
N T n N T N T
γ γ∆ ∆     

= − + = +         
 

где  символ o обозначает слагаемое более высокого порядка малости. 
Откуда далее для случая высокой надежности (при 1i it N T << , 

1, ..., )i m=  следуют соответствующие приближенные формулы для 
нижней границы надежности системы: 

 c c( , ) 1 ( , ),P d t Q d t= −                                    (19) 

где c ( , )Q d t  имеет смысл верхней доверительной границы для функ-
ции надежности системы: 

 c
1, ..., 1, ...,

( ) ( )1( , ) max max ,  max .
!

i in n

i k i k mi i i i i

D t D t
Q d t

N T n N T
γ γ

= = +

 ∆ ∆    =     
     

    (20) 

Доверительное оценивание такого показателя, как гаранти-
рованное время безотказной работы системы. Рассмотрим задачу 
доверительного оценивания еще одного часто используемого в инже-
нерной практике показателя — гарантированного (с заданным уров-
нем гарантии q ) времени безотказной работы системы ( )q qt t= λ , 
определяемого из уравнения  

c ( , )qP t qλ = . 

Используя полученные выражения (17), (18), находим, что ниж-
няя γ-доверительная граница ( )q qt t d=  для показателя qt  может 
быть найдена из уравнения  

c ( , )qP d t q= , 

 
1, . . . ,

( ) min ( , )q q i
i m

t t d u q d
=

= = ,                           (21) 

где величина ( , )i iu u q d=  находится из уравнений 

 
( )

, 1, ..., .i
i

i i

D u
H q i m

N T
γ∆ 

= = 
 

                          (22) 

В соответствии с (21), (22) может быть также найдена величина :qt  

 
1

1, . . . ,

( )( ) min
( )

i i i
q q

i m

N T H qt t d
D

−

= γ
= =

∆
,                          (23) 
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где 1( )iH q−  — функция, обратная к функции надежности i-й подси-
стемы ( ),iH t 1, ...,i m= , а более точно, 1( )i iH q− = σ , где iσ  можно 
определить для подсистем с индексами 1, ...,i k=  (с нагруженным ре-
зервированием) с помощью выражения  

[ ]1 1 exp( ) , 1, ..., ,in
i q i k− − −σ = =  

а для подсистем с индексами 1, ...,i k m= +  (с ненагруженным резер-
вированием) —  из выражения 

1

0
exp( ) , 1, ..., .

!

in j
i

i
j

q i k m
j

−

=

σ−σ = = +∑  

Подтверждение заданных требований к показателям надеж-
ности системы. На основе полученных выше выражений также может 
быть решена задача, часто возникающая в инженерной практике, — 
определение объема испытаний элементов различных типов (подси-
стем), необходимых для подтверждения заданных требований и показа-
телем надежности системы. Пусть требование к вероятности безотказ-
ной работы системы c ( )P t  в течение заданного времени t  имеет вид  

 c тр( ) ,P t P≥                                           (24) 

где трP  — заданный требуемый уровень этого показателя.  
Требование (неравенство) вида (24) считается выполненным (с 

достоверностью γ), если построенная по результатам испытаний эле-
ментов системы нижняя γ-доверительная граница c c ( , )P P d t=  удо-
влетворяет этому неравенству, т. е.  

 c тр( , ) .P d t P≥                                         (25) 

Тогда из полученных выше выражений (17), (18) находим, что 
объем испытаний элементов различных типов (подсистем) i iN T , 

1, ..., ,i m=  необходимых для подтверждения требований (неравенств) 
вида (24), (25), должны удовлетворять неравенствам в случае безот-
казных испытаний с учетом того, что (0) ln(1 ) :γ∆ = − γ   

тр
ln(1 )

, 1, ..., . − γ 
≥ = 

 
i

i i

t
H P i

N T
m  

Отсюда при монотонном убывании функции надежности ( )iH t  
получим 
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1
тр

ln(1 )
, 1, ..., ,

( )i i
i

t
N T i m

H P−
− γ

≥ =  

где 1
тр( )iH P−  — функция, обратная к функциям надежности подси-

стем ( )iH t , 1, ..., .i m=  
Кроме того, рассмотрим случай, когда требование к показателю 

надежности системы имеет вид 

 ,qt L≥                                                 (26) 

где qt  — гарантированное (с уровнем гарантии q ) время безотказной 
работы системы; L  — заданный требуемый уровень этого показателя.  

Требование (неравенство) вида (26) считается выполненным с 
достоверностью γ, если построенная по результатам испытаний эле-
ментов системы нижняя γ-доверительная граница ( )q qt t d=  для 
этого показателя удовлетворяет неравенству 

.qt L≥  

С учетом полученных выше выражений (21) – (23) для довери-
тельной границы qt  находим, что в этом случае объемы испытаний 
элементов i iN T  1, ...,i m= , необходимые для подтверждения с досто-
верностью γ требования вида (26), должны удовлетворять неравен-
ствам (в случае безотказных испытаний) 

1( ) ,
ln(1 )
i i iN T H q L

−
≥

− γ
 

откуда следуют соответствующие неравенства непосредственно для 
объемов испытаний элементов различных подсистем:  

1
ln(1 )

, 1, ..., .
( )i i

i

L
N T i m

H q−
− γ

≥ =  

Эти неравенства показывают зависимость необходимых объемов 
испытаний элементов различных подсистем (как с нагруженным, так 
и с ненагруженным резервированием) от заданного (требуемого) 
уровня показателя, а также от функций надежности и количества ре-
зервных элементов в различных подсистемах.  

Заключение. Таким образом, для общей модели системы с раз-
нородным (нагруженным или ненагруженным) режимом резервиро-
вания в различных подсистемах построены по результатам испыта-
ний элементов системы доверительные границы для основных пока-
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зателей надежности, таких как вероятность безотказной работы си-
стемы в течение заданного времени и гарантированное (с заданным 
уровнем гарантии) время безотказной работы системы. Получены 
приближенные асимптотические выражения для нижней доверитель-
ной границы функции надежности системы в естественной, с точки 
зрения приложений, асимптотике (для случая высокой надежности). 
Получены также неравенства (нижние границы) для объемов испы-
таний элементов различных подсистем, необходимых для подтвер-
ждения заданных требований к основным показателям надежности 
системы, позволяющие на качественном уровне исследовать зависи-
мость этих параметров от количества резервных элементов в подси-
стемах. С точки зрения приложений существенный интерес пред-
ставляет также обобщение приведенных выше результатов на более 
общие модели систем, в том числе на системы с восстановлением и 
системы со сложной структурой. 
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The purpose of the paper was to study the problem of confidence estimation of basic reli-
ability indicators, such as the system failure-free operation probability for a given time 
and guaranteed uptime, with a given guarantee level, for a system model with arbitrary 
redundancy modes, loaded or unloaded, in various subsystems. When studying the prob-
lem, we relied on the elements test results. Problems like that are often found in engineer-
ing practice when designing and experimentally developing modern complex engineering 
systems and their various components. The paper gives the construction of lower confi-
dence limits for the indicated main indicators of the system reliability based on the avail-
able statistical information on the test results of its elements, and also presents  approxi-
mate asymptotic (for the case of high reliability) expressions obtained for the lower con-
fidence limit of the system reliability function. 
   
Keywords: reliability, system, system structure, confidence limits, loaded redundancy, 
unloaded redundancy 
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