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Разработана математическая модель расчета биморфных пластин. Рассмотрены 
многослойные сплошные жестко и шарнирно закрепленные конструкции, в работе 
которых используется принцип обратного пьезоэффекта. Построены замкнутые 
решения нестационарных осесимметричных задач теории электроупругости для 
многослойных конструкций методом конечных интегральных преобразований. На 
основании анализа численных результатов расчета представлены практические ре-
комендации по проектированию пьезокерамических преобразователей резонансного 
и нерезонансного классов. Разработан алгоритм оптимизации работы рассматри-
ваемых конструкций путем подбора их геометрических размеров и используемого 
материала, позволяющий наиболее эффективно преобразовывать приложенную 
электрическую нагрузку в механические перемещения. Кроме того, представленные 
результаты дают возможность уточнить допущения о характере распределения 
электрического поля, необходимые при проектировании биморфных конструкций 
других конфигураций, расчет которых возможен только с помощью прикладных 
теорий для тонких пластин.  
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Введение. В различных технических устройствах широко ис-

пользуются пьезокерамические преобразователи в виде тонких би-
морфных пластин [1–5]. Такие конструкции представляют собой 
симметричные или асимметричные многослойные системы, состоя-
щие из электроупругих и упругих тонких элементов. В случае ис-
пользования явления обратного пьезоэффекта изгибные колебания 
создаются с помощью электрического напряжения, приложенного  
к электродированным поверхностям пьезокерамических пластин. 

Для наиболее эффективного преобразования электрической энер-
гии в механические колебания необходим углубленный анализ свя-
занности физических полей различной природы в многослойных 
конструкциях. Для решения этой проблемы применяется теория 
электроупругости в пространственной постановке [6, 7]. Математи-
ческая ее постановка включает сложные расчетные соотношения  
в частных производных. Для их реализации, как правило, использу-
ются прикладные теории, в которых применяются различные кине-
матические гипотезы и допущения о характере распределения 
напряженности электрического поля в пьезокерамических пластинах 
[8–14].  
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Цель настоящего исследования — разработать практические ре-
комендации по оптимизации функционирования рассматриваемых 
конструкций на основании представленного алгоритма расчета не-
стационарных осесимметричных задач для шарнирно и жестко за-
крепленных сплошных биморфных пластин в трехмерной постановке 
(без использования упрощений), а также анализа численных резуль-
татов. Кроме того, для пластин ступенчато переменной толщины, ра-
боту которых можно исследовать только с помощью прикладных 
теорий, сформулированы гипотезы изменения электрического поля. 

Постановка задачи. В общем случае круглая биморфная кон-
струкция, занимающая в цилиндрической системе координат 

 , ,r z   область :  0 ,r b   0 2 ,     0 ,z h   представляет 

собой многослойную систему в виде жестко соединенных электро-
упругих (пьезокерамических) и упругих тонких пластин. Для опреде-
ленности рассмотрим два конструктивных решения: 1) электроупру-
гая система состоит из двух пьезокерамических пластин высотой  

1h  1( 2 )h h   — рис. 1, а; 2) конструкция включает металличес- 

кую подложку толщиной 2h  и две пьезокерамические пластины  

1 2( 2 )h h h     — рис. 1, б.  

Изгибные осесимметричные колебания конструкций индуциру-
ются в результате подведения к торцевым электродированным по-
верхностям пьезокерамических пластин, выполненных из материала 
гексагональной системы класса 6mm [15] с параллельным направле-
нием вектора аксиальной поляризации электрического напряжения 

 , .V r t
   Рассматриваются случаи жесткого и шарнирного закреп-

ления цилиндрической поверхности электроупругих систем. 
Математическая формулировка рассматриваемых начально крае-

вых задач в безразмерной форме включает [7]: 
– систему линейных осесимметричных дифференциальных урав-

нений движения и электростатики относительно компонент вектора 
перемещений , ,U W  а также потенциала электрического поля :  

 , , 0pmL N r z t    , 1,3 ;p m                              (1) 

– механические и электрические граничные условия:  
0,1r         0, , ,W z t     0, , ,U z t     0, , ,z t               (2) 

 1, , 0,W z t   | 1 0;r rD    

при жестком закреплении 

 1, , 0;U z t                                           (3) 
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Рис. 1. Расчетная схема биморфных пластин: 
а — две пьезокерамические пластины (конструктивное решение 1); 
б — то же и металлическая подложка (конструктивное решение 2) 

 
при шарнирном закреплении  

 1, , 0;rr z t                                         (4) 

0,z h  0;zz rz                                     (5) 

конструктивное решение 1 (см. рис. 1, а):  , / 2;V r t   

конструктивное решение 2 (см. рис. 1, б):  , / 2;V r t    

1 1 2,z h h h      0 0 ,zz zzz z         0 0 ,rz rzz z           
(6)

 

   0 0 ,W z W z       0 0 ;U z U z    

конструктивное решение 1 (см. рис. 1, а):    1, , , / 2;h z t V r t    

конструктивное решение 2 (см. рис. 1, б): 0;   
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– начальные условия: 

0t   ( , , 0) ( , , 0) 0,U r z W r z   
| 0 | 0

( , , ) ( , , )
0.

t t

U r z t W r z t

t t 

 
 

 
  (7) 

Здесь pmL  — дифференциальные операторы в частных производ- 

ных;    , , ( , , ), ( , , ), ( , , ) ;
Т

N r z t U r z t W r z t r z t      1 11
11 ;t t b C

   

 , , , , , , , , / ;U W h r z U W h r z b  
          1

33 11, , / ;V V e C b       

, ,W U    — компоненты вектора перемещений и потенциал элек-

трического поля в размерной форме соответственно; rD  — радиальная 

компонента вектора индукции электрического поля; pk  — компонен-

ты тензора напряжений ( , , );p k r z     1 1
11 ,C   — модуль упругости  

и плотность анизотропного пьезокерамического материала соответ-
ственно. 

Следует отметить, что при исследовании упругой среды  
(см. рис. 1, б) система уравнений (1) состоит только из уравнений 
движения, сформулированных относительно компонент вектора пе-
ремещений, а при формировании соотношений (6) для первого кон-
структивного решения (см. рис. 1, а) условия совместности механи-
ческих напряжении и перемещений при 1 2z h h   отсутствуют. 

Построение общего замкнутого решения. Решение осуществ-
ляется методом конечных интегральных преобразований, с последо-
вательным использованием преобразования Фурье — Бесселя [16]  
по радиальной координате r  и обобщенного преобразования [17] по 
аксиальной переменной .z  При этом каждый раз предварительно вы-
полняется процедура стандартизации (приведение граничных усло-
вий к виду, позволяющему применить соответствующее преобразо-
вание) [18].  

Трансформанты  , , ,R n z t   , ,inG n t  и формулы обращения 

соответствующих преобразований имеют вид 

     
1

0

, , , , , ,R n z t N r z t P n r rdr   1

0

,n
n

N PR
 



           (8) 

     , , , , , ,
h

in in
k

G n t Y z R n z t dz


    
2

1

.in
i

R GK K
 


         (9) 

Здесь mpP a     — диагональная матрица 3-го порядка  11 1( ,na J j r  

 22 33 0 );na a J j r   nj  — положительные нули функций  1 nJ j  при 
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жестком и  0 nJ j  при шарнирном закреплении ( 0,1, 2 ...);n   R   

,kH R


   kH  — трехкомпонентная ( 1, 2, 3)k   стандартизирующая 

вектор-функция;  1 2, , 0 ,Y K K   1 2 3, , ,
Т

K K K K  in  — положи-

тельные параметры, образующие счетное множество ( 1, 2, 3 ...);i   
2

,n inK  — квадрат нормы ядра преобразований. 

В результате получаем расчетные соотношения для функций 
, ,W U   в виде спектральных разложений по найденной системе соб-

ственных функций 1 3,K K  которыми являются линейные комбина-

ции обычных и модифицированных функций Бесселя:  

        21

0 1

, , , , , , .kn in in in
n i

N r z t P n r H G n t K r K
 



 

 
     

 
     (10) 

Круговые частоты осесимметричных колебаний цилиндра in  

связаны с параметром in  зависимостью 
 

 

1
11
1

.in
in

C

b


 


 

Алгоритм решения начально-краевых задач (1)–(7) подробно 
описан в работах авторов [19, 20]. 

Численный анализ результатов. Выводы. На основании пред-
ставленного алгоритма и разработанного программного комплекса 
получены численные результаты расчета, которые позволяют путем 
подбора геометрических размеров и материала исследуемых кон-
струкций оптимизировать их работу, т. е. добиться наиболее эффек-
тивного преобразования приложенной электрической нагрузки в ме-
ханические перемещения.  

Пример 1. Рассмотрим жесткозакрепленную биморфную кон-

струкцию 3( 14 10b    м), состоящую из двух пьезокерамических 
пластин состава ЦТС-19 (см. рис. 1, а), материал которых имеет сле-
дующие физические характеристики: 

   31 33 15, , 4,9; 14,9; 10,6e e e    Кл/м2; 

    9
11 33, 7,73; 7,26 10     Ф/м; 7730   кг/м3; 

          1 1 1 1 1
5511 33 12 13, , , ,С С С С С    1010,9; 9,1; 6,1; 5,4; 2,4 10  H/м2. 

Численные результаты расчета дают возможность сделать следу-
ющие выводы. 

1. Для наиболее эффективного преобразования внешнего элек-
трического воздействия в механические колебания на торцевых 
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электродированных поверхностях пьезокерамических пластин необ-
ходимо использовать систему разрезных кольцевых электродов (ко-
личеством и размерами электродов определяются нулевые значения 
функции  1 )nJ j  при подключении соседних электродов в противо-

фазе. При сплошном электродном покрытии механические колебания 
в жесткозакрепленной конструкции не возбуждаются. 

На основании этого вывода анализ напряженно-деформированного 
состояния и электрического поля биморфной пластины, работающей на 
первой резонансной частоте, проводится при использовании двух элек-

тродов на торцевых поверхностях с радиусом раздела 38,8 10a   м 

1( 0,628).R a b   Для этого электрическая нагрузка  ,V r t  представ-

ляется в виде 

     0 1 1, sin ,V r t V H R r H r R t        

где 0V  — амплитудное значение интенсивности в безразмерной фор-

ме;   — относительная частота вынужденных колебаний,    

   11
11b C    (   — круговая частота вынужденных колебаний). 

2. При проектировании изгибных преобразователей необходимо 
учитывать, что одним из способов повышения чувствительности 
прибора является уменьшение его толщины. Это приводит к сниже-
нию жесткости конструкции и увеличению амплитудных значений 
вертикальных перемещений. Однако в этом случае наблюдается уве-
личение аксиальной компоненты векторов напряженности  , ,zE r z t  

и индукции  , ,zD r z t  электрического поля (рис. 2). Этот факт необ-

ходимо учитывать, поскольку при больших значениях  , ,zE r z t  

происходит деполяризация пьезокерамического материала. В частно-
сти, образование в пьезокерамическом материале состава ЦТС-19 
напряженности электрического поля более 300 кВ/м приводит к сни-
жению численных значений коэффициентов диэлектрической прони-
цаемости и пьезомодулей. В рассматриваемой системе оптимальная 

толщина 3
1 0, 2 10h   м 0( 20V    В). 

3. Сравнение численных значений аксиальной (см. рис. 2) и ра-
диальной (рис. 3) компонент электрического поля позволяет сделать 
вывод, что при расчете пьезокерамических пластин с помощью при-
кладных теорий радиальными составляющими можно пренебречь, 
поскольку их численные значения существенно меньше значений со-
ответствующих аксиальных величин. Кроме того, принимая во вни-
мание, что в пределах электрода аксиальная компонента напряжен-
ности по радиальной координате практически не изменяется, на 
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основании полученных результатов можно для расчета сформулиро-
вать гипотезу о характере изменения напряженности электрического 
поля в виде простой зависимости 

     
1

, , , ( ),z z

f z
E r z t E z t V t

h
    

где  f z  — многочлен, аппроксимирующий соответствующую 

функцию (см. рис. 2, кривая 1). 

 

Рис. 2. Графики изменения амплитудных значений  , , ,r z t   , , ,zE r z t  

 , ,zD r z t  по высоте биморфной пластины при 110,8 :    

а — 1h
  = 0,510–3 м; б — 1h

  = 0,2510–3 м; 1 — ;zE  2 — ;zD  пунктирная линия — ,   

11  — собственное  значение,  соответствующее  первой  частоте  собственных осесимметрич- 

ных колебаний 

 
Пример 2. Рассмотрим шарнирно закрепленную биморфную кон-

струкцию, состоящую из металлической подложки и двух пьезокера-
мических пластин состава ЦТС-19 (см. рис. 1, б). Подложка 

3
2( 10h  м) изготовляется из различных сплавов (дюралюминий 

имеет следующие физические характеристики: коэффициент Пуас-

сона 0,34;v   модуль упругости 107,3 10E   H/м2; плотность 

2800   кг/м3; у латуни 0,35;v   109,8 10E    H/м2; 8600   кг/м3). 
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Рис. 3. Графики изменения амплитудных значений радиальных компонент вектора 
электрического  поля  (напряженности Er  и диэлектрической проницаемости Dr) по  

радиальной координате r: 

1 — ;rE  2 — rD 1(h


=
3

0, 5 10
 м) 

 
Такое конструктивное решение позволяет повысить прочностные 

свойства многослойной электроупругой системы, поскольку пьезоке-
рамика является хрупким материалом. 

В работе принимаются во внимание выражения для модулей 
упругости металлической подложки:  

     
  

2 2
11 33

1
,

1 1 2

E v
C C

v v


 

 
    

  
2 2

12 13 ,
1 1 2

Ev
C C

v v
 

 
 

 
 

2
55 .

2 1

E
C

v



 

Работа электроупругой системы рассматривается на первой резо-
нансной частоте. В этом случае для наиболее эффективного преобра-
зования внешнего электрического воздействия на лицевых поверхно-
стях конструкции выполняется сплошное электродное покрытие.  
В связи с этим электрическая гармоническая нагрузка  ,V r t  пред-

ставляется в виде 

  0, sin .V r t V t   

На рис. 4–7 изображены графики, характеризующие изменение 
по пространственным координатам и времени составляющих меха-
нических и электрических полей напряжений 11( 0,8 ).    
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Рис. 4. Графики изменения перемещений  0, 0,W t  во времени :t  

а — 1h
  = 0,210–3 м; б — 1h

  = 0,510–3 м (сплошная линия — подложка из дюралюминия; 

пунктирная — из латуни) 

 
Рис. 5. Графики изменения амплитудных значений нормальных напряжений 

  0, , /rr r z t V  по радиальной координате: 

1 — 1 0;z h   2 — 1 0;z h   пунктирная линия — 0z   
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Рис. 6. Графики изменения амплитудных значений радиаль- 

ной компоненты вектора перемещений  , ,U r z t  по высоте 

пластины: 
1 — 1;r   2 – 0, 3r   

 

Рис. 7. Изменения амплитудных значений аксиальной ком-

поненты напряженности  , ,zE r z t  по высоте пластины: 

1 — 0;r   2 — 0, 4;r   3 — 0, 8r   
 

На основании анализа результатов расчета можно сделать следу-
ющие выводы. 

1. При заданных геометрических размерах конструкции физиче-
ские характеристики материала подложки оказывают влияние на 
частотный спектр собственных колебаний (см. таблицу) и практиче-
ски не оказывают влияния на амплитудные значения вектора пере-
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мещений. На рис. 4 приведены результаты расчета при использова-
нии в качестве материала подложки латуни и дюралюминия. 

2. Графики изменения амплитудных значений нормальных напря-
жений  , ,rr r z t  по радиальной координате показывают, что при 

шарнирном закреплении пластины максимальные значения наблюда-
ются в центре пластины при 0,z h  (см. рис. 5). При этом в области 
соединения двух элементов с разными физическими характеристиками 
значения напряжений различные. 

3. Анализ представленных на рис. 6 графиков в координатах 
  0, , /U r z t V z  показывает, что гипотезу плоских сечений, приме-

няемую в прикладной теории для тонких систем, можно использо-
вать также при исследовании составных тонких пластин, имеющих 
различные физические характеристики по высоте сечения. 

4. Амплитудные значения вектора напряженности электрическо-
го поля  , ,zE r z t  по толщине пьезокерамической пластины изменя-

ются линейно, и такой характер не зависит от радиальной координа-
ты. На рис. 7 приведены результаты расчета при различных 
значениях : 0; 0,4; 0,8.r  Причем наибольшие значения  , ,zE r z t  

наблюдаются в области соединения металлической и пьезокерамиче-
ской пластин 1 1 2( , ).z h h h   

5. На основании полученных результатов, как и в предыдущем 
примере, можно сформулировать гипотезу о характере изменения 
напряженности электрического поля. При этом функция  f z  явля-

ется линейной (см. рис. 7). 
Таблица 

Частотный спектр собственных колебаний  
в зависимости от материала подложки 

Толщина 1h
 10–3, м 

Дюралюминий Латунь 

11  12  13  11  12  13  

0,2 0,057 0,296 0,716 0,059 0,312 0,756 

0,5 0,072 0,373 0,888 0,082 0,427 1,020 
 

В заключение следует отметить, что при действии гармонической 
электрической нагрузки допущение об установившемся режиме вы-
нужденных колебаний, применяемое при исследовании большинства 
подобных динамических задач, можно использовать, когда частота 
вынужденных колебаний существенно меньше первой моды соб-
ственных колебаний. При высокочастотном внешнем воздействии 
вследствие наложения отраженных волн деформирования наблюда-
ется более сложная зависимость (см. рис. 4), и в этом случае необхо-
дим построенный авторами алгоритм расчета. 
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bimorph plates 
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The article reports on the development of the mathematical model for calculating the bi-
morph plates. It considers multilayered solid stiffened and hinged structures, in which the 
principle of the inverse piezoeffect is used. The authors have constructed closed solutions 
to the nonstationary axially symmetric problems of electroelasticity theory for multi-
layered structures by means of the finite integral transformation method. Based on the 
analysis of the numerical calculation results the article presents practical recommenda-
tions on designing the piezoceramic transducers of resonance and nonresonance classes. 
We have developed an algorithm for optimizing the work of the considered structures by 
selecting their geometrical dimensions and the material used. This algorithm allows 
transforming the applied electric load into mechanical displacement most efficiently. In 
addition, the presented results make it possible to clarify the assumptions regarding the 
pattern of the electric field distribution that must be used when designing the bimorph 
structures of other configurations, the calculation of which is possible only with the help 
of the applied theories for thin plates. 
 
Keywords: bimorph piezoceramic plate, nonstationary axially symmetric problem, finite 
integral transformations 
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