
Инженерный журнал: наука и инновации   # 9·2018                                             1 

УДК 531.383                                 DOI: 10.18698/2308-6033-2018-9-1800 
 

Компенсация погрешностей 
волнового твердотельного гироскопа 

с электростатическими датчиками управления 
© Д.А. Маслов, И.В. Меркурьев 

Национальный исследовательский университет 
«Московский энергетический институт», Москва, 111250, Россия 

 
Рассмотрен волновой твердотельный гироскоп с электростатическими датчика-
ми управления. Предложены три способа компенсации дрейфа гироскопа, вызван-
ного нелинейными колебаниями резонатора. Первый способ, предназначенный для 
гироскопов, работающих в разомкнутом режиме датчика угловой скорости, за-
ключается в использовании предложенной формулы угловой скорости, в которой 
учитываются коэффициент нелинейности и другие параметры математической 
модели гироскопа, предварительно найденные по специально разработанной ме-
тодике. Второй способ, предназначенный для гироскопов, работающих в компен-
сационном режиме датчика угловой скорости, основан на подаче управляющих 
сигналов, которые позволяют учесть коэффициент нелинейности и другие дефек-
ты гироскопа. Третий способ заключается в линеаризации колебаний резонатора 
с помощью специально сформированных сигналов, подаваемых на электростати-
ческие датчики управления. Предложенные способы могут быть использованы для 
устранения нелинейности колебаний и линеаризации силовых характеристик дат-
чиков управления волновых твердотельных гироскопов с полусферическими, цилин-
дрическими и кольцевыми резонаторами.  
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Введение. В настоящее время волновой твердотельный гироскоп 

(ВТГ) является одним из перспективных датчиков инерциальной ин-
формации, так как обладает высокой надежностью, малыми габарита-
ми и сравнительно низкой стоимостью [1–3]. Большое внимание при 
разработке этого гироскопа уделяют вопросам, связанным с уменьше-
нием его дрейфа. В ряде работ [4–11] показано, что на дрейф влияют 
такие механические дефекты изготовления ВТГ, как неоднородность 
материала, переменная толщина резонатора, неравномерность упругих 
характеристик резонатора. Многие погрешности могут быть скомпен-
сированы подачей на управляющие электроды специально сформиро-
ванных сигналов [1]. 

В работах [12–15] показано, что явления срыва колебаний, «бие-
ние», нерегулярные и хаотические движения чувствительных эле-
ментов гироскопов, вызванные нелинейными эффектами различной 
природы, существенно уменьшают точность гироскопов. 

В [16] отмечается, что погрешность, обусловленная нелинейными 
колебаниями, присуща всем без исключения гироскопам, в которых 
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реализуется идея маятника Фуко. Одним из способов устранения 
этой принципиальной погрешности ВТГ является поддержание за-
данной формы колебаний резонатора и равной нулю квадратуры [16]. 
Однако существуют режимы работы гироскопа, при которых квадра-
тура не равна нулю, например, режим датчика угловой скорости 
с разомкнутой обратной связью.  

В [17–19] предложены методики калибровки ВТГ, определяющие 
параметры математической модели гироскопа, в том числе и коэффици-
ент нелинейности. В связи с этим целесообразно рассмотреть возмож-
ность учета параметров математической модели гироскопа и коэффици-
ента нелинейности при алгоритмической и силовой компенсации 
погрешностей прибора. 

Цель настоящей работы — создание методики компенсации по-
грешностей ВТГ, обусловленных нелинейными и анизотропными 
свойствами резонатора и наличием электростатических датчиков 
управления.  

Уравнения нелинейных колебаний резонатора гироскопа 
с электростатическими датчиками управления. Рассмотрим тон-
кий упругий цилиндрический резонатор (рис. 1) радиусом R и дли-
ной L на подвижном основании. Колебания упругой цилиндрической 
оболочки 1, консольно закрепленной на основании 3, возбуждаются 
электродами управления 2, которые с соответствующими участками 
проводящей поверхности резонатора образуют конденсаторы. Обыч-
но в приборах используют 8 или 16 электродов для возбуждения вто-
рой основной формы колебаний резонатора, которая представляет 
собой суперпозицию двух нормальных форм (стоячих волн колеба-
ний), повернутых друг относительно друга на угол 45. В режиме 
мягкого резонансного возбуждения колебаний создается первичная 
нормальная форма колебаний резонатора. При вращении основания 
гироскопа возникает вторичная нормальная форма, пучности которой 
совпадают с узлами первичной нормальной формы. В разомкнутом 
режиме работы отношение малой амплитуды вторичной нормальной 
формы к первичной пропорционально угловой скорости основания 
гироскопа [4, 5], т. е. гироскоп является датчиком угловой скорости.  

С основанием прибора свяжем ортогональную систему координат 
Oxyz, ось z направим по оси симметрии резонатора. В качестве кри-
волинейных координат примем нормализованную (отнесенную к ра-
диусу резонатора) длину образующей 1(0 / )      L R  и угол  

в окружном направлении (0 2 ).      Предположим, что оболочка 
как целое вращается вокруг своей оси симметрии z с угловой скоро-
стью Ω, которую в дальнейшем будем считать малой по сравнению  
с характерной расчетной частотой колебаний резонатора ω.  
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Рис. 1. Расчетная схема волнового твердотельного гироскопа 
 
Для второй основной формы колебаний тонкой упругой цилин-

дрической оболочки резонатора функция нормального прогиба w  
может быть записана следующим образом:  

 * *
,4 ( ) sin 2 cos 2    w d g f                             (1) 

где ( )   — функция формы колебаний [5]; d — зазор между неде-

формированным резонатором и электродами; 
* * * *

,( ) ( ) g g t f f t  — 

функции времени.  
Дифференциальные уравнения, описывающие в одномодовом при-

ближении колебания цилиндрического резонатора, представим в сле-
дующем виде [12]:  
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Здесь 
1

2 2 2

0

( 20 )


     m hR d  — приведенная масса цилиндричес- 

кого резонатора [5], соответствующая второй основной форме коле-
баний;   и v  — параметры, которые характеризуют демпфирование 

и угловое движение основания соответственно; 2 c m  — приве-
денная жесткость (  — частота колебаний по основной моде); iU  — 

напряжение, приложенное к i-му электроду, расположенному под уг-
лом  1 / 8   i i  к отсчетной оси, 1, ..., 16; i n  iC  — мгновенная 

емкость i-го конденсатора, 

0 0 ,
1 /


 

 i i
i

S C
C

d w w d
                                    (3) 

где 0  = 8,85·10–12 Ф/м — электрическая постоянная; S — площадь 

электрода;  * *14 ( ) sin 2 cos 2     i iiw d g f  — функция нормаль-

ного прогиба верхней кромки резонатора вблизи i-го электрода, 
1, ..., .i n  Точкой в (2) и далее обозначено дифференцирование по 

времени t. 
Подставляя (3) в (2) и следуя работе [20], будем рассматривать 

уравнения динамики ВТГ (2) с учетом погрешностей изготовления 
резонатора: 
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Здесь 1 *
4 ( ) ,   f f  

*14 ( )  g g  — измеряемые вблизи от свобод-

ной кромки нормализованные обобщенные координаты основной 
формы колебаний резонатора; с*, n* — параметры позиционных сил; 

* * cos 4 , ch h  * * sin 4 , sh h  cos 4 , cb b  sin 4 sb b  — компонен-

ты, характеризующие упругую и вязкую анизотропию *( ,h  b  — мо-
дули разночастотности и разнодобротности; ,    — углы ориентации 
главных осей жесткости и главных осей диссипации относительно от-
счетных осей); γ — коэффициент демпфирования; v  — параметр, 
характеризующий угловую скорость; точкой обозначено дифференци-
рование по времени t; 1,F  2F  — возмущающие воздействия электро-

статических датчиков, определяемые следующими формулами: 
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Напряжения ,iU  подаваемые на электроды, определяются кон-

кретным законом управления. Распределение разности потенциалов 
между электродами датчиков управления ДУ1–ДУ16 и резонатором 
показано на рис. 2, где нумерация датчиков ведется от ДУ1 против 
хода часовой стрелки. 

 

Рис. 2. Распределение разности потенциалов  
между электродами датчиков управления и резонатором 

 
С помощью электродов управления создается переменное во 

времени силовое поле: на четыре электрода (см. рис. 2) подаются 
сигналы 0 1yU U  и 0 1y ,U U  где 0U  — постоянное опорное напря-

жение; 1y 0 1yU U u  — управляющее напряжение для возбуждения 

основной нормальной формы 1y(u  — нормализованное управляющее 

напряжение). На другие четыре электрода подаются сигналы 

0 2yU U  и 0 2y ,U U  где 2y 0 2yU U u  — напряжение для управления 

второй (квадратурной) нормальной формой колебаний резонатора 

2y(u  — нормализованное управляющее напряжение).  

Для измерения отклонений резонатора используют электроды 
датчиков съема информации ДИ1–ДИ8, позволяющие формировать 
два измерительных канала, которые расположены под углом 45° друг 
относительно друга. 

Пусть на электроды подается напряжение в виде 
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Подставив (6) в (5) и проведя разложение в ряд по f  и ,g  получим 
возмущающие воздействия электростатических датчиков: 

2 2
1 1y

2 2
2 2y

2

2

) ) ][2 3( (1 3

[2 3

,

)( (1 ) ]3 .

     

     

F f f g f u

F ggg f g u

f
                        (7) 

Здесь 2 2 2
01 0( )64 / .   C dU m  

В (7) и далее слагаемые, содержащие степени f и g выше третьей, 

опущены, а также отброшены слагаемые 2
1y ,fu  2

2y ,gu  указывающие на 

незначительное изменение частоты, поскольку 1y 0,1u  и 2y 0,1.u  

Первые слагаемые в (7) в квадратных скобках указывают на умень-
шение частоты колебаний, что согласуется с результатом работы [21]. 

Вторые слагаемые в квадратных скобках 2 23( ) ,f g f  2 23( )f g g  
представляют собой кубическую нелинейность. Влияние нелинейных 
свойств электростатического контура управления изучено в [12]. В этой 
же работе показано, что опорное напряжение вызывает дрейф гироско-
па, пропорциональный произведению амплитуд основной и квадратур-
ной волн колебаний и квадрату опорного напряжения. 

Для мягкого резонансного возбуждения и стабилизации амплиту-
ды колебаний резонатора по заданной основной форме колебаний 
выберем управляющие напряжения в виде 

* * 2

2

1у 1 0 2 0

* *
2у 3 0 4 0

( sin cos ) ),

( sin cos ) ).

(1 3

(1 3

    

   





u u t u t

u u t gu t

f
                        (8) 

Здесь * * * *
1 2 3 4, , ,u u u u  — нормализованные амплитуды сигналов воз-

буждения колебаний резонатора; 0  — частота внешнего гармони-

ческого возбуждения второй формы колебаний резонатора. 
Подставив (8) в (7), а затем в (4), получим систему нелинейных 

дифференциальных уравнений, описывающих динамику резонатора 
в одномодовом приближении:  
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       (9) 

Здесь * 3    — коэффициент нелинейности; * * 2  c c  — параметр 
позиционных сил, позволяющий учесть влияние опорного напряжения. 
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Сигналы управления * * * *
1 2 3 4, , ,u u u u  полагают медленно изменяю-

щимися функциями времени. Решение системы (9) имеет колеба-
тельный характер с резонансной частотой ω, составляющей около 
10 кГц. При отсутствии возмущений в правой части (9) решение сис- 
темы будет чисто гармоническим. Малые возмущения вызваны ин-
струментальными погрешностями изготовления резонатора, нерав-
номерным демпфированием колебаний, гироскопическими силами 
и нелинейностью. Малые позиционные и скоростные силы, имеющие- 
ся в правой части уравнений (9), приводят к малому изменению резо-
нансной частоты — примерно на 1 Гц, что позволяет использовать 
асимптотические методы исследования задачи. 

Применим к системе (9) метод усреднения Крылова — Боголю-
бова [22], для чего приведем ее к стандартному виду посредством пе-

рехода от переменных , , , f f g g  к медленным переменным 1,p  1,q  

2 2, :p q  

1 0 1 0 1 0 0 1 0 0

2 0 2 0 2 0 0 2 0 0

sin cos , cos sin ,

sin cos , cos sin .

         

         




f p t q t f p t q t

g p t q t g p t q t
      (10) 

Подставляя (10) в (9), разрешая полученную систему уравнений от-
носительно медленных переменных 1 1 2 2, , ,   p q p q  и проводя осред-

нение по явно входящему времени [4, 5], приходим к системе урав-
нений движения в первом приближении метода осреднения: 

1 1 1

1 2 2

2 3

1 1 1 1 2 2 2 1 2

1 1 1 1 2 2 2 2 1

2 2 2 2 1 1 1 2 1

2 2 2 2 1

3

2 4 1

2 ,

2

2

,

2 ,

22

2

         

         

   

   

   



         

      






c c s s

c c s s

c c s s

c c s s

q u b q h p cp b q h p np p vq

p b p h q cq b p h q nq vp q

q u b q h p cp b q h p np p vq

p

q k

b p h q cq b p

p u k

q k

p h qu n 1 2 41 2 .    q q kvp

(11) 

Здесь */ ,  i iu u  1, ..., 4;i  * / ; с сh h  */ ; c c  * / ; s sh h  */ ; n n  

0( ) /      — малая частотная расстройка; */ ;     1 k  

1 2 ;  p E q X  2 1 2 ; Ek p Xq  3 2 1 ;  Ek q Xp  4 2 1 ; Ek p Xq  E  
2
1

2 2 2
1 2 23( )/4;   q p q p  2 1 1 2( )/2. X p q p q  

Отметим, что в электронном контуре гироскопа физически реали-
зуется схема осреднения: контуры обработки сигналов выделяют мед-
ленные переменные 1,p  1,q  2 ,p  2q  из высокочастотных функций 

времени f  и ,g  измеренных с помощью датчиков съема информации. 
Динамика резонатора в разомкнутом режиме функциониро-

вания датчика угловой скорости. Рассмотрим первый случай ком-
пенсации дрейфа, используемый в разомкнутом режиме функциони-
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рования. Положим, что 1 0 2 3 4, 0,   u u u u u  где 0u  — заданная 

амплитуда входного воздействия, возбуждающего первичные коле-
бания. Приняв во внимание, что в стационарном режиме колебаний 

1 1 2 2 0,      p q p q  из уравнений (11) получим формулу для вычис-

ления угловой скорости с учетом нелинейности колебаний:  

2 2
1 2
2 2

1 1

,





a a
v

q p
                                         (12) 

где 

21 1 3 1 2( 2) ( ) ( ) )( ,             cs csq ua X b c E h bn h p p q  

1 4 1 2 22 ) ( ) (( )2 )( .              c cs sa X b cp u n q bh Eq ph  

Параметры ,v  ,  ,sb  ,cb  3,u  4 ,u  ,n  ,c  ,sh  ,ch  ,  используемые 

в формуле (12), предварительно определяют по методике идентифи-
кации параметров гироскопа, предложенной в [17–19]. 

В частности, при s ch h 0      s cb b c n  выражение (12) 

для определения скорости основания совпадает с формулой, полу-
ченной в [5]: 

2 24 ,   v
B

A
 

где 2 2
1 1 , A q p  2 2

2 2 B q p  — амплитуды первичных и вто-

ричных колебаний резонатора. 
Таким образом, формула (12) позволяет учесть влияние рассмат-

риваемых параметров и устранить вызванный ими дрейф. 
Управление движением резонатора в компенсационном режиме 

датчика угловой скорости. Рассмотрим второй случай компенсации 
дрейфа, используемый при функционировании ВТГ в режиме датчика 
угловой скорости с обратной связью. Целью управления являются воз-
буждение и поддержание заданной амплитуды колебаний основной 
нормальной формы и компенсация квадратурной нормальной формы 
колебаний. Зададим программные значения ,A  B  амплитуд колебаний 
двух нормальных форм в виде 

2 2
1 1 , 0, qA Bp  

где 1 1,q p  — заданные программные значения медленных переменных.  

Зададим управление 1 4, ...,u u  в виде пропорциональной обратной 

связи по измерению медленных переменных 1 1 2 2, , , :p q p q  



Компенсация погрешностей волнового твердотельного гироскопа… 

Инженерный журнал: наука и инновации   # 9·2018                                             9 

 

 
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1 1 1 2

1 1 1

2 1 1 2

1 1 1

3 1 1 2

1 2

4 1

2

2

1 2

2

2

1 2

1 2

( 2 ) ( )

,

( 2 ) ( )

,

( ) ( 2

( )

( )

(

)

,

( ) ( 2

)

(

)

      

 

     







  



  

  

   

   

   
 

  


     

 

 

c c s

c c s

s s c

s

c

s s c

s

c

b q

Ep

u b q c h p h n p

K q q

u c h q b p h n q

K p p

u

Xq

b p

Eq Xp

b q

X

b q h n p c h p

K q

u h n q c hb b pq

q Ep

p

1 2 1 2) .  Kp E pX q

                (13) 

Здесь 1K  — коэффициент усиления в цепи обратной связи, выбирае-

мый из условия обеспечения асимптотической устойчивости замкну-
той системы управления. 

Подставив (13) в (11), получим систему, решение которой можно 
представить в виде суммы асимптотически устойчивого решения, за-
висящего от начальных условий 1 10(0) ,q q  1 10(0) ,p p  2 20(0) ,q q  

2 20(0) ,p p  требуемых значений 1 1,q p  и стационарных частных 

решений: 

1* 1 1 1 2* 1 1

1* 1 1 1 2* 1 1

( )/ , / ,

( )/ , / .

    
    

q K q K P q K q P

p K p K p K p vP P

v
 

Здесь 2
1

2 ( ) .   P Kv  

Оценка угловой скорости основания v̂  может быть определена по 
измерениям установившихся значений медленных переменных: 

   2* 2*
1 1

1* 1*

ˆ ˆ, .       
p q

K K
q

v v
p

 

Точность определения угловой скорости основания зависит от 
уровня случайных и систематических погрешностей в измерениях 
медленных переменных. Приведенные выше формулы для расчета 
компенсационного режима подтверждены результатами численного 
моделирования [23]. 

Были выбраны следующие требуемые значения медленных пере-
менных: 1 1,q  1 0,p  1 0,q  1 0.p  Время выхода на режим устано-

вившихся колебаний составляет примерно 0,02 с. Значения 1q  и 2q  

в установившемся режиме не совпадают с заданными значениями мед-
ленных переменных, т. е. имеется статическая ошибка регулирования, 
вызванная наличием угловой скорости основания. Время функциональ-
ной готовности прибора существенно сокращается. Использование 
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уравнения (13) позволяет компенсировать влияние рассматриваемых 
параметров и устранить вызванный ими дрейф. 

Линеаризация колебаний резонатора волнового твердотель-
ного гироскопа и сил электростатических датчиков управления. 
Рассмотрим третий случай компенсации дрейфа. Для компенсации 
нелинейности датчиков управления подается напряжение в виде 

1 9 0 1 1y 3 11 0 3 2y

5 13 0 5 1y 7 15 0 7 2y

0

(1 / )(1 ), (1 / )(1 ),

(1 / )(1 ), (1 / )(1 ),

(1 / ), 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16.

       

       

  i i

U U U w d u U U U w d u

U U U w d u U U U w d u

U U w d i

  (14) 

Подставив (14) в (5) и проведя разложение в ряд по f  и ,g  полу-
чим возмущающие воздействия электростатических датчиков: 

1 1y 2 2y, .   F u F u                               (15) 

Из выражений (15) ясно, что использование алгоритмов форми-
рования напряжений (14) позволяет устранить нелинейности элек-
тростатических датчиков управления. В (15) отсутствуют слагаемые, 
вызывающие изменение частоты колебаний и дрейф гироскопа.  

Заключение. Разработаны алгоритмы определения угловой скоро-
сти волнового твердотельного гироскопа в режиме функционирования 
датчика угловой скорости с учетом нелинейности колебаний резона-
тора. Для реализации компенсационного режима измерения предло-
жены алгоритмы управления, позволяющие учесть дефекты гироско-
па, в том числе нелинейности. Учет нелинейностей при формировании 
управляющих сигналов позволит увеличить отношение сигнала к шу-
му и, следовательно, повысить точностные характеристики гироскопа 
на основе увеличения амплитуды колебаний резонатора.  

Предложены алгоритмы формирования напряжений на электро-
статических датчиках, линеаризующие силовые характеристики дат-
чиков управления. Разработанная методика может быть использована 
для компенсации нелинейных колебаний и линеаризации силовых 
характеристик датчиков управления волновых твердотельных гиро-
скопов с полусферическими, цилиндрическими и кольцевыми резо-
наторами.  

Работа выполнена при поддержке РФФИ  
(проекты № 16-01-00772-а, № 16-08-01269-а). 
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The article considers three ways of correcting drift caused by resonator nonlinear oscil-
lations in a solid-state wave gyroscope with electrostatic control sensors. The first me- 
thod is for gyros operating in the open mode of the angular velocity sensor. 
The proposed angular velocity formula is used taking into account the nonlinearity factor 
and other parameters of the gyro mathematical model, previously found by a specially 
developed technique. The second method is developed for gyros operating in the compen-
sation mode of the angular velocity sensor. The method is based on the supply of control 
signals taking into account the nonlinearity factor and other gyro imperfections. The 
third method consists in linearizing the resonator oscillations by means of specially ge- 
nerated signals applied to electrostatic control sensors. 
The proposed methods can be used for eliminating the nonlinearity of the oscillations and 
the linearization of the power characteristics of the control sensors for solid-state wave 
gyroscopes with hemispherical, cylindrical and ring resonators. 
 
Keywords: solid-state wave gyroscope, non-linear oscillations, drift compensation 
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