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Приведены результаты решения серии модельных задач о движении тела, опере-
ние которого должно обеспечить его авторотацию. Цель постановки этих задач 
заключается в выявлении свойств и тенденций движения тела, определяемого соб-
ственно оперением. Проведено сопоставление движения макета тела в аэродина-
мической трубе со свободным полетом тела в атмосфере. Такое сопоставление 
позволяет воспользоваться результатами продувок макета тела для прогнозиро-
вания свойств его полета. 
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Введение. Настоящая статья написана по материалам доклада, 

представленного на конференции, посвященной 170-летию со дня 
рождения Н.Е. Жуковского. Авторы посчитали полезным ознакомить 
научную общественность с серией собственных работ о динамике 
вертушки, продолжившей знаменитую работу классика «О парении 
птиц», в которой предложена механико-математическая модель поле-
та тела, основанная на аэродинамических характеристиках всего од-
ной пластинки.  

Объект исследования настоящей работы — четыре малых пла-
стинки, соединенных специальным образом, — создавался как про-
стейшая модель ротошюта (ротирующего парашюта). В 1970-х годах 
в НИИ механики МГУ имени М.В. Ломоносова проводились экспери-
менты по продувкам в аэродинамической трубе секторного парашюта 
с перекосом строп. Было обнаружено, что наряду с устойчивым балан-
сировочным режимом равновесия осè вращающегося парашюта воз-
можны режимы его практически регулярной прецессии. Направление 
прецессии при одних значениях параметров совпадало с направлением 
авторотации, а при других — было противоположным [1]. Теоретиче-
ское исследование модели движения вертушки позволило указать на 
связь этих особенностей с аэродинамическими характеристиками пла-
стинок [2]. Естественным развитием задачи стал поиск ответа на тра-
диционный для прикладной аэродинамики вопрос о соотношении 
свойств движения подвижного макета объекта в аэродинамической 
трубе и поведения полномасштабного объекта в свободном полете. 
Частичным ответом на этот вопрос стало сравнение условий устойчи-
вости соответствующих стационарных движений [3].  
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Дальнейшее развитие привело к серии содержательных задач теоре-
тической механики о взаимовлиянии поступательного и вращательного 
движений тела. Были сформулированы пять задач [1–17] о движении 
вертушки, в которых имитируется динамика различных объектов.  

Задача 1. Центр масс вертушки закреплен с помощью сфериче-
ского шарнира в аэродинамической трубе с постоянным потоком 
воздуха.  

Задача 2. Свободная невесомая вертушка движется как ракета 
с постоянной тягой, направленной вдоль ее оси.  

Задача 3. То же, но с сервосвязью, при которой тяга обеспечивает 
постоянство величины скорости центра масс тела.  

Задача 4. Спуск свободной тяжелой вертушки.  
Задача 5. Торможение свободной вертушки под действием только 

аэродинамических сил. 
Во всех задачах, за исключением задачи 5, существует очевидное 

стационарное решение — тело движется относительно среды с по-
стоянной скоростью центра масс, направленной вдоль оси вертушки, 
и совершает авторотацию вокруг этой оси с постоянной угловой ско-
ростью. В задаче 5 обе скорости, естественно, убывают, но существу-
ет такое решение, в котором их отношение постоянно. 

Уравнения движения во всех задачах похожи, поскольку принята 
одинаковая (четырехточечная квазистатическая) модель аэродинами-
ческих сил, которая считается справедливой во всем фазовом про-
странстве каждой из задач. Это позволяет обследовать динамику объ-
екта в «большом», а не только в окрестности установившихся 
движений, и выявить тенденции движения, которые определяются 
собственно оперением. 

Если обсуждать прикладные аспекты приведенных задач, то в 
каждой из них необходим учет своих дополнительных обстоятельств, 
что делает сопоставление результатов затруднительным и мало-
осмысленным. Возможно, именно по этой причине авторы не смогли 
найти в современной литературе аналога проведенному систематиче-
скому исследованию.  

Постановка задачи. Форма тела в условиях задач 1–5 принята 
одинаковой. Оперение состоит из четырех одинаковых лопастей, 
симметрично расположенных на теле (рис. 1) таким образом, чтобы 
центры iO  лопастей оказались в плоскости, ортогональной оси сим-

метрии тела, на расстоянии r от этой оси и образовывали вершины 
квадрата. Введенная система координат Оxyz (см. рис. 1) связана 
с телом, ось z является осью динамической симметрии тела, а оси x 
и y направлены так, что на них лежат центры лопастей. Положение 
лопастей относительно плоскости, проходящей через их центры, 
определяется установочным углом лопасти  между этой плоскостью 
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и нормалью ni к плоскости лопасти (рис. 2). Угол i  атаки i-й лопа-

сти введен как угол между вектором скорости точки iO  и плоско-

стью, связанной с лопастью. Нормаль ni в точке iO  к этой плоскости 

и вектор Vi образуют плоскость угла атаки i  (см. рис. 2).  

 
 

Рис. 1. Форма тела Рис. 2. Положение лопастей относительно 
плоскости, содержащей их центры 

Предполагается, что все аэродинамическое воздействие сосредо-
точено на лопастях и распределенная система аэродинамических сил, 
действующих на лопасть, эквивалентна равнодействующей Ri, при-
ложенной в ее центре iO  (центре давления, см. рис. 2). При этом 

наличие ненулевого установочного угла  обеспечивает авторотацию 
тела относительно оси динамической симметрии. Воспользуемся квази- 
статической моделью воздействия среды на тело [2, 18], поскольку 
при определенных условиях она позволяет удовлетворительно опи-
сать даже нестационарные движения тела [4]. 

Математическая модель движения. В задаче 1 движение тела 
описывается уравнением вращения относительно неподвижного цен-
тра О масс 
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где G — вектор кинетического момента;  — вектор угловой скоро-
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где θ и φ — углы Крылова, которые определяют направление вектора 
скорости V в связанной с телом системе координат. 

В математической модели движения для задач 2–5 уравнение, 
описывающее вращение относительно подвижного центра О масс, 
дополнено уравнением движения центра масс тела  

4
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где K — вектор количества движения; Р в задаче 2 — постоянная тяга,  
в задаче 3 — тяга, обеспечивающая постоянство модуля вектора скоро-
сти центра масс, в задаче 4 — сила тяжести, в задаче 5 — равно нулю. 

Как обычно, будем считать, что аэродинамические силы iR име-

ют две составляющие: силу iD  лобового сопротивления и подъем-

ную силу .iL  Их величины выражаются формулами 
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где ( ), ( ) d i l ic c  — коэффициенты аэродинамических сил, зависи-

мость которых от угла атаки определяется экспериментально. Соот-
ветствующие данные имеются, например, в работе [5].  

Вследствие симметрии в рассматриваемых задачах, очевидно, 
существует тривиальное стационарное решение (режим авторота-
ции). В задачах 2–4 — это движение тела вдоль своей оси симметрии 
с постоянной скоростью, в задаче 1 ось симметрии тела ориентиро-
вана по потоку. При этом угловая скорость авторотации тела вокруг 
оси симметрии — величина постоянная. В задаче 5 в режиме авторо-

тации выполняется соотношение 0

0
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В этом режиме все исследуемые варианты характеризуются оди-
наковыми углами атаки на лопастях: .  i  Значение угла   удо-

влетворяет трансцендентному уравнению 
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c
 — аэродинамическое качество лопасти. 

В рамках созданной математической модели пространственного 
движения тела исследовано влияние массовых, геометрических па-
раметров и аэродинамических характеристик как на устойчивость 
тривиального режима авторотации, так и на характер движения тела 
в «большом». 

В работах [6, 7] построены области асимптотической устойчиво-
сти оси динамической симметрии тела в режиме авторотации в про-
странстве комбинаций коэффициентов дифференциальных уравне-
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ний, описывающих малые колебания оси тела, с комплексной пере-
менной второго порядка в задачах 1–3, 5 и третьего порядка — в за-
даче 4. Также построены области асимптотической устойчивости ре-
жимов авторотации в пространстве исходных параметров задачи 1. 
Описана эволюция границ областей устойчивости в задачах 2, 3 и 5 
при изменении массы тела [8, 9]. Это позволило определить интерва-
лы следующих значений параметров установки оперения: 

 установочного угла лопасти;  
 смещения центра масс;  
 отношения моментов инерции, которые обеспечивают устойчи-

вость режима авторотации [6–12].  
Переходные процессы. Для описания движения тела в случае 

больших начальных отклонений от значений переменных, отвечаю-
щих режиму авторотации, были численно проинтегрированы нели-
нейные дифференциальные уравнения [13–14]. 

В задачах 1–5 для значений установочного угла  из области 
устойчивости вдали от ее границы даже при больших начальных от-
клонениях по угловым и линейным скоростям наблюдается быстрое 
затухание переходных процессов с выходом на режим авторотации, 
отвечающий заданному значению . В качестве примера приведем 
фазовые траектории в подпространстве угловых скоростей, отвеча-
ющие двум разным наборам начальных условий, в задаче о свобод-
ном падении тяжелого тела (задача 4) (рис. 3). Видно, что фазовые 
траектории заканчиваются в точке (0, 0, 0). 

 

Рис. 3. Фазовые траектории в подпространстве угловых скоростей 
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О формах нетривиальных движений. Показано, что в случае 
несмещенного центра масс тела (он находится в точке О (см. рис. 1)) 
для значений угла , при которых тривиальный режим авторотации 
неустойчив, существуют нетривиальные притягивающие установив-
шиеся режимы. 

При авторотации тела в аэродинамической трубе (задача 1) воз-
никают два нетривиальных притягивающих установившихся режима: 
перманентное вращение и прецессия. Вращение происходит вокруг 
некоторой оси, лежащей в плоскости Oxy центров лопастей (кувыр-
кание). Прецессия совершается вокруг оси, также лежащей в этой 
плоскости. В фазовом пространстве угловых скоростей кривая U от-
вечает выходу на режим перманентного вращения, кривая Р — на 
режим прецессии (рис. 4). В задаче 4 наблюдаются похожие режимы 
прецессии и перманентного вращения, оси которых также находятся 
в плоскости, перпендикулярной оси динамической симметрии тела. 

 

Рис. 4. Примеры фазовых траекторий нетривиальных 
притягивающих установившихся режимов 

 
При движении тела под действием тяги (задачи 2, 3) существует 

притягивающий нетривиальный режим прецессии вокруг оси дина-
мической симметрии. 

Эволюция нетривиальных движений при смещении центра 
масс. Смещение центра масс тела вдоль оси его динамической сим-
метрии приводит к изменению типа описанных выше нетривиальных 
притягивающих режимов. Продемонстрируем это на конкретном при-
мере (рис. 5). Из рис. 5 видно, что при отсутствии смещения (R = 0) 
осуществляется переход на режим кувыркания. При R = 0,3r осу-
ществляется переход на режим прецессии, а уже при R = 0,5r тело 
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выходит на тривиальный режим авторотации с угловой скоростью, 
соответствующей заданному углу β. Более того, достаточно большое 
значение R обеспечивает устойчивость тривиального режима авторо-
тации для любого значения установочного угла. 

 

Рис. 5. Изменение форм фазовых траекторий в простран-
стве угловых скоростей в зависимости от величины сме- 

щения центра масс (задача 4) 
 
Граничное значение установочного угла. Вернемся к случаю 

несмещенного центра масс. Пусть  = 0 или  = 90. В обоих случаях 
в задаче 4 существует семейство неизолированных притягивающих 
установившихся режимов планирования, при которых Ωx = Ωy = Ωz = 0, 
а скорость центра масс — величина постоянная. На рис. 6 отражены 
некоторые характеристики этого семейства. Сплошными прямыми 
изображены траектории центра масс тела в вертикальной плоскости. 
Движение по каждой из этих траекторий происходит с двумя значе-
ниями скорости, определяемыми углами атаки. С большим углом 
атаки тело планирует на небольшое расстояние в горизонтальном 
направлении (сплошная кривая S), а с малым углом атаки — на 
большое расстояние (штриховая кривая L). Кривые S и L определяют 
дальность планирования за фиксированное время. Из рис. 6 также 
видно, что при некотором угле планирования и соответствующем ему 
угле атаки на лопастях (им соответствует точка В на кривой L) тело 
пролетит на наибольшее расстояние в горизонтальном направлении 
за фиксированное время. В точке А (отвечает максимуму аэродина-
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мического качества лопасти) сходятся кривые S и L, что соответству-
ет наименьшей скорости спуска (планирование на максимальное рас-
стояние). 

 

Рис. 6. Режимы планирования 
 
При граничных положениях лопастей (задачи 1–3) также существу-

ет семейство неизолированных притягивающих установившихся режи-
мов, на которых угловая скорость собственного вращения оперенного 
тела равна нулю, а скорость центра масс постоянна (задачи 2, 3). 

Траектории полета. В зависимости от типа притягивающего 
установившегося режима траектории центра масс в неподвижном 
пространстве  имеют разную форму. В случае любого вида пре-
цессии в задачах 2, 3 центр масс движется на установившемся дви-
жении по винтовой линии, при этом радиусы винта существенно за-
висят от установочного угла лопасти (рис. 7). Даже траектория L, 
которая кажется прямолинейной, оказывается фактически винтовой 
с очень малым радиусом. На переходном режиме траектория может 
отличаться от винтовой (см. начальные участки траекторий P, U). 

На характер траектории существенно влияет смещение центра 
масс. Приведем траектории спуска тела, соответствующие фазовым 
траекториям, представленным на рис. 5. С увеличением смещения 
центра масс тела (рис. 8) происходит переход от движения по винто-
вой линии к прямолинейному вертикальному спуску.  

При произвольных начальных условиях в случае прямолинейного 
вертикального движения вертушки может происходить нетривиаль-
ный обмен энергии между ее вращательным и поступательным дви-
жениями, приводящий, в частности, к подъему вертушки на некото-
рую высоту [19].  
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Рис. 7. Траектории центра масс в неподвижном пространстве 

 

Рис. 8. Траектории спуска тела, у которого центр масс 
смещен на разное расстояние 

 
Общие свойства и тенденции движения оперенного тела. Об-

стоятельное cопоставление «аэродинамически подобных» режимов 
движения тела позволило установить ряд общих свойств. 
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Колебания оси тела (задачи 2, 3) под действием тяги в случае 
большой массы при неизмененных моментах инерции тела в линей-
ном приближении описываются практически теми же уравнениями, 
что и в задаче (1) о вращении тела в аэродинамической трубе. 

Увеличение массы тела, движущегося под действием тяги, при-
водит к уменьшению области устойчивости тривиального режима ав-
торотации при малых значениях установочного угла. Для тел с доста-
точно большой массой область устойчивости практически совпадает 
с областью устойчивости оси при вращении тела в потоке аэродина-
мической трубы. 

В случае если центр масс не смещен, при вращении тела в аэро-
динамической трубе и при свободном падении тела возникают режи-
мы прецессии и кувыркания. Смещение центра масс вдоль оси вер-
тушки приводит к режиму прецессии вокруг оси динамической 
симметрии.  

При граничных положениях лопастей (задачи 1–3) наблюдаются 
неизолированные притягивающие установившиеся режимы, подоб-
ные режимам планирования при свободном падении тела. 

Таким образом, прослеживается аналогия в поведении макета те-
ла, находящегося в потоке аэродинамической трубы, с движением 
тела в невозмущенной атмосфере под действием различных сил. 

Полученные результаты носят прежде всего методический харак-
тер и послужили основой при подготовке нескольких учебных посо-
бий [20–22]. 
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The article describes the results of solving a series of model problems on the motion of  
a body whose fins should ensure its autorotation. The purpose of the formulation of these 
problems is to identify the properties and trends of the body movement, determined by 
fins proper. The motion of the body model in the wind tunnel is compared with a free 
flight of the body in the atmosphere. This comparison allows using the results of body 
model blowdowns for predicting the properties of its flight. 
 
Keywords: finned body, autorotation, stability region, attracting steady states 
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