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Рассмотрены нестационарные поперечные колебания упругого консольного стерж-
ня с массой на правом конце при управляемом перемещении левого конца вдоль вер-
тикальной направляющей. Изгибные колебания стержня отыскиваются в виде раз-
ложения по собственным формам колебаний. Поставлена следующая задача: найти 
закон управляемого передвижения левого конца стержня, при котором он переме-
щается на требуемое расстояние за заданное время при одновременном гашении 
упругих колебаний по нескольким низшим собственным формам в момент останов-
ки. В качестве неизвестной функции рассмотрено ускорение левого конца стержня, 
которое считают пропорциональным некоторой финитной функции. Эту функцию 
в свою очередь, записывают в виде ряда по синусам или косинусам с неизвестными 
коэффициентами на заданном времени управляемого движения. Приведены примеры 
расчета с гашением упругих колебаний по первым трем собственным формам. 
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Введение. Задачи управления составными упругими системами, 

которые могут совершать различные конечные передвижения (пере-
мещения и повороты), являются актуальными для быстроходных ма-
нипуляционных роботов [1, 2 и др.], виброударных механизмов, ракет 
с разделяющимися ступенями, различных космических конструкций 
и т. д. Общие вопросы теории управления большими механическими 
системами, задачи и методы управления колебаниями конструкций 
рассмотрены в [3, 4]. В большинстве работ упругие колебания, кото-
рые возникают при конечных перемещениях, поворотах механических 
систем или их составных частей, считаются малыми и описываются 
нормальными координатами, представляющими собой относительные 
движения по собственным формам колебаний. Задачи терминального 
управления с учетом начальных и конечных условий в такой поста-
новке сводятся к системам интегральных уравнений для нормальных 
координат. 

Для того чтобы решить получающиеся интегральные уравнения 
для собственных форм, которые следует погасить, управляющие 
функции отыскивают в виде кусочно-линейных функций или рядов 



С.В. Русских, Ф.Н. Шклярчук 

2                                               Инженерный журнал: наука и инновации   # 7·2018 

по заданным функциям с неизвестными коэффициентами. В работе 
[2] для управления поперечными изгибными колебаниями балки с 
грузом на конце в качестве таких функций использованы синусы и 
косинусы с частотами собственных колебаний балки. В этом случае 
искомые управляющие воздействия имеют вид трудно реализуемых 
на практике рядов с высокочастотными гармониками по синусам и 
косинусам. Воспроизвести такие управляющие воздействия с необ-
ходимой точностью практически невозможно: даже незначительное 
отклонение реального времени управления от расчетного или весьма 
малые различия между собственными частотами реальной системы и 
ее математической модели могут привести к тому, что конечные 
условия для нормальных координат, которые должны быть нулевы-
ми, не будут выполняться. 

В работах [5–8] предложен альтернативный подход к определению 
силовых или кинематических управляющих воздействий для конеч-
ных передвижений упругой системы из одного состояния в другое за 
заданное время при гашении упругих колебаний по нескольким низ-
шим собственным формам в конечный момент времени. Для этого ис-
пользуются «простые» управляющие финитные функции с «настрой-
кой» на них нескольких низших собственных частот колебаний 
системы. 

В работах [8–10] решение линейной задачи терминального управ-
ления строят в нормальных координатах с разложением управляющей 
функции в ряд по синусам или косинусам с неизвестными коэффициен-
тами, для которых алгебраические уравнения получают путем удовле-
творения начальных и конечных условий для нормальных координат. 

В данной статье на основании такого подхода приведено решение 
задачи о конечном поперечном перемещении стержня с массой на 
конце на заданное расстояние за заданное время при гашении в мо-
мент остановки упругих колебаний по первым трем низшим собствен-
ным формам колебаний. Эта же задача в [2] была решена с использо-
ванием разложения в ряды Фурье по высокочастотным гармоникам. 

Постановка задачи. Будем рассматривать поперечные колебания 
в вертикальном направлении упругого стержня, консольно прикреп-
ленного к подвижному основанию (рис. 1). Система имеет следую-
щие параметры: EI  и m  — изгибная жесткость и масса 1 м стержня; 

0  и 1  — масса подвижного основания и масса, присоединенная на 

конце стержня .x l  Перемещение левого конца стержня 0x  и ос-
нования 0 ( ) t  отыскивают на интервале 0 , t T  где T  — заданное 

время управляемого конечного перемещения, которое подчиняется 
начальным и конечным условиям: 

0 0 0 0(0) (0) 0; ( ) 0; ( ) .          TT T                      (1) 
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Рис. 1. Общий вид рассматриваемой системы 
 
Дополнительное поперечное перемещение ( , )  t  в результате 

изгиба стержня представляют в виде разложения по собственным 
формам колебаний ( ),nV  :  x l  

( , ) ( ) ( ), 1, 2, ,     n n
n

t V f t n                          (2) 

где ( )nf t  — неизвестные нормальные координаты. Собственные фор-

мы колебаний неподвижно закрепленной консольной балки постоян-
ного поперечного сечения с массой 1  на конце при нормировке 

(1) 1nV  записывают в виде 

( ) (cosh( ) cos( )) (sinh( ) sin( ));

sinh( ) sin( ) cosh( ) cos( )
; ;

2(cosh( )sin( ) sinh( )cos( )).

            
     

 
 

      

n n n n n n n

n n n n
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n n n n n

V C S
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Параметры n  для 1, 2, n  находят из частотного уравнения 

11 cosh( )cos( ) (cosh( )sin( ) sinh( ) cos( )) 0.


          
ml

 

После этого определяют собственные частоты колебаний :n  

2 4
4

, 1, 2, .    n n
EI

n
ml

 

Дифференциальные уравнения движения системы в нормальных 
координатах записывают в виде 

2
0 0

1 1
2 2

0 1 1
0 0

( ) ( ), 1, 2, ;

(1); (1).

    

      

  n n n n n

n n n n n n

m f f m t n

m l mV d V m l mV d V
             (3) 

Реакция при конечном управляемом перемещении системы с мас-
сой 0 0 1   M ml  может быть найдена по выражению 
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0 0 0 0( ) .    n n
n

P t M m f                                   (4) 

При конечном перемещении рассматриваемой системы из состо-
яния покоя при 0t  и гашении N  низших собственных форм коле-
баний в момент окончания операции t T  получаем следующие тер-
минальные условия для :nf  

(0) (0) 0, 1, 2, ;

( ) ( ) 0, 1, 2, , .

n n

n n

f f n

f T f T n N

  

  

 
 

                             (5) 

Вместо перемещения 0 ( ) t  в качестве неизвестной функции бу-

дем рассматривать ускорение основания 0 ( ): t  

0 2
( ),   l
t

T
                                         (6) 

где ( ) t  — безразмерная финитная функция при 0 . t T  С учетом 
(1) и (6) ( ) t  должна удовлетворять условиям [9, 10] 

2
0 0

( ) 0; ( ) .      
T T

T
l

t dt t tdt
T

                           (7) 

Из уравнений колебаний системы (3) с учетом (6) получаем: 

0
2

0

0
2

0

1
( ) ( )sin[ ( )] при 0 ;

1
( ) ( )sin[ ( )] при .

         


        






t
n

n n
n n

T
n

n n
n n

m l
f t t d t T

m T

m l
f t t d t T

m T

          (8) 

Решение в виде ряда по синусам. Представим функцию ( ) t  
в виде ряда по синусам [9, 10], которые удовлетворяют начальным 
условиям (5): 

2
( ) sin( ); , 1, 2, .k

k

t b k t k
T


                        (9) 

Здесь kb  — неизвестные коэффициенты разложения, подлежащие 

определению. Подставляя (9) в выражения (8), получаем: 

0
2 2 2 2

0
2 2 2 2

1
( ) [sin( ) sin( )] при 0 ;

1
( ) [sin( ( )) sin( )] при .


      

  


      

   





n
n k n

n nk n

n
n n n k

n n k n

m l k
f t b k t t t T

m T k

m l k
f t t T t b t T

m T k

(10) 
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Для гашения N  собственных форм колебаний в момент t T  из 
конечных условий (5), а также с учетом второго выражения (7) полу-
чаем следующую систему 1N  линейных уравнений для нахожде-
ния коэффициентов ,kb  1, 2, , 1: k N  

1 1

2 2 2
1 1

2
0; , 1, 2, , .

 

 

 
   

  
  
N N

k
k T

k kn

bk
b n N

k lk
          (11) 

Таким образом, во всех суммах по k  в выражениях (9) и (10) 
необходимо положить 1, 2, , 1. k N  

Приведем формулы для коэффициентов kb  системы (11) при 

1, 2, 3.N  
Для 1N  

2 2 2 2
1 1

1 22 2
1 1

8 ( ) 4 ( 4 )
; .

3 3

      
  

 
T Tb b

l l
 

Для 2N  

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2

1 22 2 2 2
1 2 1 2

2 2 2 2
1 2

3 2 2
1 2

3 ( )( ) 12 ( 4 )( 4 )
; ;

5

3 ( 9 )( 9 )
.

5

           
  

   

      


 

T T

T

b b
l l

b
l

 

Для 3N  

2 2 2 2 2 2
1 2 3

1 2 2 2
1 2 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3

2 2 2 2
1 2 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3

3 2 2 2
1 2 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3

4 2 2 2
1 2 3

16 ( )( )( )
;

5

16 ( 4 )( 4 )( 4 )
;

5

48 ( 9 )( 9 )( 9 )
;

35

8 ( 16 )( 16 )( 16 )
.

35
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T

T

b
l

b
l

b
l
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Решение в виде ряда по косинусам. Функция ( ) t  может быть 
также представлена в виде ряда по косинусам [9, 10], которые удо-
влетворяют начальным условиям (5): 

2
( ) cos ; , 1, 3, ,

2k
k

k
t a t k

T

       
                  (12) 
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где ka  — неизвестные коэффициенты. Подставляя (12) в выражения 

для нормальной координаты (8), будем иметь 

0
2 2 2 2

0
2 2 2 2

1
( ) cos( ) cos при 0 ;

24

1
( ) [cos( ( )) cos( )] при .

4

n
n k n

n k n

n
n n n k

n k n

m l k
f t a t t t T

m T k

m l
f t t T t a t T

m T k

              

     
  




 

(13) 

Для гашения N  собственных форм колебаний в момент оконча-
ния операции из конечных условий (5) и второго выражения (7) по-
лучаем линейную систему 1N  уравнений для нахождения коэффи-
циентов ,kb  1, 3, , 2 1: k N  

22 1 2 1

2 2 2 2
1, 3 1, 3

1
0; , 1, 2, , .

24

 

 


   

  
 
 


N N

k
k T

k kn

a
a n N

lk k
       (14) 

Таким образом, во всех суммах по k  в выражениях (12) и (13) 
по аналогии с предыдущим случаем необходимо положить k  

1, 3, , 2 1.  N  

Приведем формулы для коэффициентов ka  системы (14) при 

1, 2, 3.N  
Для 1N  

2 2 2 2 2 2
1 1

1 32 2
1 1

9 (4 ) 9 (4 9 )
; .

64 64

        
  

 
T Ta a

l l
 

Для 2N  

2 2 2 2 2
1 2

1 2 2
1 2

2 2 2 2 2
1 2

3 2 2
1 2

2 2 2 2 2
1 2

5 2 2
1 2

75 (4 )(4 )
;

2048

225 (4 9 )(4 9 )
;

4096

75 (4 25 )(4 25 )
.

4096

     


 

       
 

 

       


 

T

T

T

a
l

a
l

a
l

 

Для 3N  
2 2 2 2 2 2 2

1 2 3
1 2 2 2

1 2 3

1225 (4 )(4 )(4 )
;

131072

       


  
Ta

l
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2 2 2 2 2 2 2
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3 2 2 2
1 2 3

2 2 2 2 2 2 2
1 2 3
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7 2 2 2
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;
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;
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Примеры расчета. В качестве примера рассмотрим систему со 
следующими параметрами: 2l  м; 0 5   кг; 1 25   кг; 1,5m  кг/м; 

4000EI  Н · м2; 3 T  м; 2T  с. Число гасимых собственных форм 
колебаний принимаем последовательно равным 1, 2, 3.N  При вы-
бранных параметрах во всех расчетных случаях колебания консольно-
го стержня с массой на конце остаются в рамках линейной теории, т. е. 
максимальный угол поворота поперечных сечений стержня 
| ( , ) | | ( , ) | 0,5     t t  рад. 

Собственные частоты колебаний рассматриваемой системы тако-
вы: 1 7,639   рад/с; 2 200,490   рад/с; 3 646,582   рад/с; 4   

1347,372  рад/с. 
В первом расчетном случае рассмотрим функцию ( ) t  в виде ряда 

по синусам (9). Коэффициенты kb  имеют следующие значения: для 

1N  1 10,441;b  2 2,032; b  для 2N  1 11,743;b  2 3,654;b    

3 1, 474; b  для 3N  1 12,526;b  2 4,872; b  3 3,368;b    4 1,830.b  
На рис. 2 показан вид функций ( ) t  в виде ряда (9) при 1, 2, 3.N  

Здесь и далее на рисунках сплошная линия на графике соответствует 
значению 1,N  пунктирная линия — 2,N  штрихпунктирная ли- 
ния — 3.N  На рис. 3 представлен график зависимости прогиба 
упругой балки на конце (1, ), t  на рис. 4 — график изменения реакции 

0 ( )P t  при конечном перемещении упругой балки с массами 0  и 1  на 
концах. 

Следует отметить, что в данном расчетном случае даже при 1N  
остаточные колебания при t T  конца балки (1, ) t  по непогашен-

ным собственным формам 2, 3, n  составляют менее 610  м, оста-
точная реакция 0 ( )P t  не превышает 0,05 Н. 

Во втором расчетном случае функция ( ) t  представлена в виде 
ряда по косинусам (12). Приведем по аналогии значения коэффици-
ентов :ka  для 1N  1 7,975;a  3 5,158; a  для 2N  1 8,307;a   

3 8,055; a  5 0, 248; a  для 3N  1 8, 480;a  3 9,867;a    5a   

0,506;   7 1,892.a  
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Рис. 2. Финитная функция в первом расчетном случае 
 

 

Рис. 3. Прогиб на конце балки в первом расчетном случае 
 

 

Рис. 4. Реакция системы в первом расчетном случае 
 
 
На рис. 5 показан вид функций ( ) t  для 1, 2, 3,N  на рис. 6 — 

график зависимости прогиба упругой балки на конце (1, ), t  на 

рис. 7 — реакция 0 ( )P t  при конечном перемещении системы. В дан-



Конечное поперечное передвижение упругого стержня с массой… 

Инженерный журнал: наука и инновации   # 7·2018                                               9 

ном расчетном случае при 1N  остаточные колебания при t T  кон-
ца балки (1, ) t  по непогашенным собственным формам 2, 3, n  

составляют менее 510  м, остаточная реакция 0 ( )P t  не превышает 

0,001 Н. 

 

Рис. 5. Финитная функция во втором расчетном случае 
 

 

Рис. 6. Прогиб на конце балки во втором расчетном случае 
 

 

Рис. 7. Реакция системы во втором расчетном случае 
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В рассмотренном примере 1 12 ,   T T  2 1 26,    и поэтому 

низшая собственная форма оказывает доминирующее влияние на не-
стационарные колебания при передвижении балки за время .T  
В этом случае при гашении колебаний только по одной низшей соб-
ственной форме 1 n N  остаточные колебаний по непогашенным 
высшим формам 2, 3, n  оказываются весьма малыми. 

Выводы. 
1. Решена задача о гашении колебаний в момент остановки при 

конечном передвижении упругого стержня с массой на конце. Полу-
чены решения данной задачи в рядах по синусам и в рядах по коси-
нусам. При гашении колебаний по N  низшим собственным формам 
задача сводится к системе 1N  линейных уравнений для коэффици-
ентов этих рядов. 

2. Рассмотрены примеры расчета остаточных колебаний системы 
после остановки ее передвижения при гашении различного числа 
( 1, 2, 3)N  низших собственных форм колебаний, эти колебания 
оценены. 
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Final transverse movement of an elastic rod 
with mass at the end when the vibrations are damped at 

the moment of stopping 
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The article considers nonstationary transverse vibrations of an elastic cantilever rod with 
a mass at the right end under controlled displacement of the left end along a vertical 
guide. The flexural vibrations of the rod are sought in the form of eigenmode vibration 
expansion. The following problem is posed: to find the law of controlled movement of the 
left end of the rod, governing its movement to the required distance in a given time, while 
simultaneously several lower eigenforms of the elastic vibrations are damped at the mo-
ment of stopping. The acceleration of the left end of the rod is considered to be an un-
known function. The acceleration is supposed to be proportional to some finite function. 
This function, in turn, is written in the form of a series of sines or cosines with unknown 
coefficients at a given time of controlled motion. Examples of calculation with damping 
of elastic vibrations in the first three eigenforms are given. 
 
Keywords: elastic cantilever rod, normal coordinates, damping of elastic vibrations, fi-
nite function, finite displacements 
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