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Исследованы нелинейные свободные и вынужденные колебания трех механических 
систем с одной и двумя степенями свободы. Математическая модель движения 
получена c помощью уравнений Лагранжа II рода, которые далее сведены к форме 
Коши и численно проинтегрированы методом Рунге — Кутты четвертого поряд-
ка с учетом того, что действующие на систему силы не зависят от вторых про-
изводных обобщенных координат. Рассмотрены системы, типовыми элементами 
которых являются кривошипно-шатунный механизм, ползун, физический маятник, 
пружина, демпфер и планетарная передача. Для колебательной системы с плане-
тарной передачей определены количество положений равновесия и характер их 
устойчивости. При исследовании динамики систем использованы фазовый порт-
рет колебаний и амплитудно-частотная характеристика. Построение последней 
заметно упрощается, если собственные частоты системы оценены по линеаризо-
ванным моделям. 
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Введение. Начиная с середины XX в. в теоретической механике 

усиленно развивается направление, связанное с нелинейными коле-
баниями механических систем, в том числе имеющих несколько сте-
пеней свободы. Эту тенденцию обусловили несколько факторов: 

1) создание математических основ, представленных в работах по 
теории устойчивости [1] и по асимптотическим методам в нелиней-
ных колебаниях [2, 3]; 

2) изучение технических систем с большей аккуратностью, не до-
стижимой при использовании линейных методов, в связи с резким их 
усложнением; 

3) возможность моделирования сложных систем с использовани-
ем численного интегрирования уравнений движения вследствие по-
явления первых ЭВМ. 

Работа [4] — одна из первых по двухстепенным нелинейным сис- 
темам на основе методов Н.М. Крылова, Н.Н. Боголюбова, Ю.А. Мит-
ропольского. В ней рассмотрены консервативные квазилинейные си-
стемы и описано приближенное аналитическое решение их уравнений 
движения. В дальнейшем нелинейные колебания изучались в несколь-
ких вариантах постановки задачи. Например, исследована двухстепен-
ная система, состоящая из пружины, демпфера и платформы, на кото-
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рой установлен электродвигатель с неуравновешенным ротором [5], 
рассмотрены нелинейные колебания маятника c колеблющейся точкой 
подвеса [6], решена аналогичная задача с учетом сил сухого трения, 
упругих и вязких сил [7]. Практический интерес представляют поли-
гармонические воздействия на нелинейную систему с учетом квадра-
тичных и кубических зависимостей силы упругости от деформации 
для реальной пружины [8, 9], а также нелинейные колебания элемен-
тов двухстепенных конструкций под действием потока жидкости или 
газа [10, 11]. Отдельные типы нелинейных колебаний рассмотрены 
в [12, 13]. Внимания заслуживают также экспериментальные установ-
ки для изучения нелинейных колебаний [14]. 

В настоящей статье рассмотрены свободные и вынужденные не-
линейные колебания на примерах трех механических систем. Цель 
исследования — анализ особенностей их нелинейного движения и 
поиск резонансных режимов. Выбранные системы содержат класси-
ческие для теоретической механики элементы, такие, как кривошип-
но-шатунный механизм, ползун, физический маятник, пружина, 
демпфер и планетарная передача. Для описания движения использо-
ваны уравнения Лагранжа II рода, которые для механических систем 
с наложенными идеальными голономными связями имеют вид 

,i
i i

d T T
Q

dt q q

  
    

                                       (1) 

где T  — кинетическая энергия механической системы, в общем слу-
чае являющаяся функцией обобщенных координат, скоростей и вре-
мени [15, 16]; iq (i = 1, 2, …, s) — обобщенные координаты; iQ  (i = 1, 

2, …, s) — обобщенные силы. 
Предполагается, что силы, действующие на механическую си-

стему, зависят от времени, координат точек и их скоростей. 
Уравнения в форме (1) можно разрешить относительно обобщен-

ных ускорений и привести к форме Коши [17], за исключением тех 
случаев, когда координаты принимают значения, соответствующие 
особым точкам. Полученная система дифференциальных уравнений 
второго порядка является нелинейной и не имеет аналитического ре-
шения. Вместе с тем она однозначно описывает динамику исследуе-
мой механической системы. Решение уравнений системы можно по-
лучить путем их численного интегрирования на ЭВМ с помощью 
широко известного метода Рунге — Кутты четвертого порядка [18], 
обеспечивающего необходимую точность решения и обладающего 
свойством самостартования.  

Собственные колебания консервативной системы с одной сте-
пенью свободы. Механическая система № 1 (рис. 1) представляет со-
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бой планетарную передачу, в которой 
шестерня 1 массой 1m  и радиусом r  

обкатывает неподвижное колесо 3 
радиусом R  без проскальзывания. 
Механизм расположен в вертикаль-
ной плоскости. Центры колеса и ше-
стерни связаны между собой води-
лом 2 массой 2.m  Стержень 2 

соединен с неподвижным колесом 3 
спиральной пружиной жесткости ,c  
недеформированному состоянию ко-
торой соответствует вертикальное 
положение стержня. 

Предполагается, что шестерня 1 
является однородным сплошным 
цилиндром, а водило 2 — однород-
ным стержнем. Данная механичес- 
кая система имеет одну степень сво-
боды, ее положение определяется обобщенной координатой φ  — 
углом отклонения водила 2 от вертикали. 

Кинетической энергией в данной задаче обладают шестерня 1 
и стержень 2. Шестерня совершает плоское движение, поэтому в со-
ответствии с теоремой Кенига [16, 17] необходимо найти кинетиче-
скую энергию движения ее центра масс и кинетическую энергию ее 
вращения вокруг центра масс. Скорость центра шестерни, который 
также принадлежит вращающемуся стержню 2, определяется выра-
жением  .Av R r    Одновременно шестерня катится по непо-

движному колесу без проскальзывания, поэтому с учетом известного 
положения мгновенного центра скоростей ее угловая скорость при 
качении   и скорость ее центра связаны соотношением ,Av r   

следовательно, 

.
r R

r


   

Кинетическая энергия шестерни: 

   2 22 2 2
1 1 1 1 11

1 1 1 1

2 2
.

2 4
zA

AT m v J m R r m r          

Стержень совершает вращательное движение, поэтому его кине-
тическая энергия определяется выражением 

Рис. 1. Схема механической 
системы № 1
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 22 2
2 22 .

1 1

2 6
zOT J m R r       

Подставив 1T  в выражение для   и добавив значение 2,T  запи-

сываем кинетическую энергию всей механической системы: 

 2 2
1 2(9 4 )

12
.

r R
T m m


                                 (2) 

Поскольку действующие на систему активные силы потенциаль-
ные, потенциальная энергия П определяется уравнением 

   
2

1 2П ( 0,5 ) 1 cos ,
2

c
m m g R r


        

а обобщенная сила по координате : 

 1 2
П

( 0,5 ) sin .Q m m g R r c


      


                 (3) 

С учетом выражений (2), (3) уравнение Лагранжа II рода прини-
мает вид 

   
2

1 2 1 2(9 4 )  ( 0,5 ) sin
6

r R
m m m m g R r c


        

и является уравнением нелинейных свободных колебаний рассматри-
ваемой консервативной механической системы. 

Остановимся подробнее на вопросе о количестве положений рав-
новесия данной системы и типе их устойчивости. Положения равно-
весия являются критическими точками потенциальной энергии си-
стемы [19], следовательно, правая часть уравнения (3) в них равна 

нулю. Введя обозначение 
1 2

,
( 0,5 ) ( )

c
k

m m g R r


 
 уравнение (3) 

можно свести к виду 

sinφ φ.k                                                (4) 

Уравнение (4) имеет тривиальное решение φ 0.  При k > 1 
(сильная пружина) это положение равновесия будет устойчивым и 
других решений уравнения (4) нет. При k = 1 устойчивость един-
ственного положения равновесия сохраняется за счет положительно-
го значения суммы членов высокого порядка малости при разложе-
нии функции П в ряд в окрестности положения равновесия. При k < 1 
уравнение (4) имеет нечетное количество решений (рис. 2), при этом 
тривиальное решение φ 0  соответствует неустойчивому положе-
нию равновесия. 
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Рис. 2. Графическое решение уравнения (4) для случая с семью 
положениями равновесия: 

1 — устойчивого; 2 — неустойчивого 

 
Потенциальная энергия в данной задаче — четная функция, по-

этому вид этой функции показан только при φ ≥ 0 (рис. 3). Точки ми-
нимума функции потенциальной энергии соответствуют устойчивым 
положениям равновесия, а точки максимума и точки перегиба — не-
устойчивым положениям равновесия. 

 

Рис. 3. Зависимость потенциальной энергии от обобщенной 
координаты φ при φ ≥ 0: 

положения равновесия: 1 — устойчивое; 2 — неустойчивое; 3 — k ≥ 1, 
положение равновесия единственное и устойчивое; 4 — три положе-
ния равновесия; 5 — случай касания прямой kφ с синусоидой, уравне-
ние (5)  имеет  пять решений, в точке перегиба  — положение неустой- 

чивого равновесия; 6 — семь положений равновесия 
 
Характер движения системы можно описать с помощью фазового 

портрета, на котором показана зависимость обобщенной скорости от 
обобщенной координаты. Уравнение фазовых траекторий представ-
ляет собой интеграл энергии системы: T + П = const. Они могут охва-
тывать как одно, так и несколько положений равновесия. По отличию 
наблюдаемого фазового портрета системы от теоретического можно 
судить о появлении различных дефектов конструкции элементов ме-
ханической системы [20]. 



Д.А. Гришко, В.В. Лапшин, Е.С. Студенников, А.Н. Тарасенко, В.В. Леонов 

6                                               Инженерный журнал: наука и инновации   # 6·2018 

Фазовые траектории показаны (рис. 4) для случая с семью поло-
жениями равновесия (см. рис. 2) для разных начальных условий. На 
рис. 4 видно, что для выбранных параметров системы имеются четыре 
устойчивых (особая точка типа «центр») и три неустойчивых (особая 
точка типа «седло») положений равновесия. Вследствие малой жест-
кости пружины вертикальное положение при 0   является неустой-
чивым. При малых отклонениях начальных условий от устойчивых 
положений равновесия фазовые траектории являются эллипсами 
с точностью до малых первого порядка.  

 

Рис. 4. Фазовый портрет нелинейных колебаний системы № 1 с семью положения-
ми равновесия (m1 = 1 кг; m2 = 2 кг; r = 0,5 м; R = 1 м; с = 1 Н/м)*: 

положения равновесия: 1 — устойчивые; 2 — неустойчивые 
 
Среди кривых потенциальной энергии (см. рис. 3) выделяются 

имеющие точку перегиба, которая соответствует неустойчивому по-
ложению равновесия (на рис. 2 этому соответствует касание прямой 
φk  с синусоидой при k < 1). Составлен фазовый портрет такого слу-

чая с пятью положениями равновесия (рис. 5). Из сравнения фазовых 
портретов видно, что при сближении точек А и В на рис. 2 и рис. 4 
тип устойчивости крайних положений равновесия зависит от того, 
с какой стороны фазовая траектория подходит к особой точке. Так, 
при значениях φ  справа от точки B фазовые траектории, обходящие 
___________ 

* Начиная с рис. 4 все угловые координаты приведены в градусах для удобства 
восприятия. 
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крайнюю особую точку, ведут себя как дуги эллипсов, что характер-
но для особой точки типа «центр», а при обходе этой точки слева — 
как гиперболы, что соответствует особой точке типа «седло». 

 

Рис. 5. Фазовый портрет нелинейных колебаний системы № 1 с пятью положения-
ми равновесия (m1 = 1 кг; m2 = 2 кг; r = 0,5 м; R = 1 м; с = 3,775 Н/м): 

положения равновесия: 1 — устойчивые; 2 — неустойчивые 

 
Свободные колебания механической системы с двумя степе-

нями свободы. Механическая система № 2 (рис. 6) состоит из кри-
вошипа 1, шатуна 2, ползуна 3, пружины 4 и катка 5. Предполагается, 
что качение катка происходит без проскальзывания. Массы шатуна 2 
и пружины 4 приняты равными нулю, длины кривошипа и шатуна 
равны между собой. Система имеет две степени свободы, ее положе-
ние определяется двумя обобщенными координатами: углом откло-
нения кривошипа от вертикали φ и координатой центра катка s. При 
φ = 0 и s = 0 пружина не деформирована. Кривошип 1 является одно-
родным стержнем массы m1 и длины l, каток 5 — однородным диском 
массы m5, его радиус r. Механизм расположен в вертикальной плос-
кости. 

Звено 1 совершает вращательное движение, его кинетическая 
энергия определяется выражением 

2 2 2
1 11 .

1 1

2 6
zOT J m l      

Звено 2 не имеет массы, поэтому его кинетическая энергия равна 
нулю. Звено 3 совершает поступательное движение. Координата Bx  
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точки В равна: 2 sin .Bx l   Тогда скорость ползуна B Bv x   

2 cos .l    Кинетическая энергия звена 3 равна: 

2 2 2 2
3 3 3

1
2 cos .

2 BT m v m l     

 

Рис. 6. Схема механической системы № 2 
 
Звено 5 представляет собой однородный каток массой 5,m  кото-

рый катится без проскальзывания, его угловая скорость 5 .
s

r
 


 Для 

нахождения его кинетической энергии при плоском движении ис-
пользуем теорему Кенига [16, 17]: 

2 2
5 5 5 55

21 1 3

2 2 4
.zD

DT m v J m s   
  

Кинетическую энергию всей механической системы можно опре-
делить как сумму 1,T  3T  и 5:T  

2 2 2 2 2 2
1 3 5

1 3
2 o

6 4
.c sT m l m l m s                          (5) 

Далее определяем обобщенные силы, входящие в правую часть 
уравнения (1). Из всех внешних сил, действующих на систему, рабо-
ту совершают сила упругости и сила тяжести, которые являются по-
тенциальными. Следовательно, обобщенные силы можно определить 
через потенциальную энергию, как это было показано ранее. Однако 
в данной задаче используем общий подход к нахождению обобщен-
ных сил через виртуальную работу активных сил.  
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При 0, 0   s  положение звеньев 1, 2 и 3 оказывается «замо-
роженным» и только звено 5 может двигаться, деформируя пружину 4. 
Деформация растяжения пружины  2 sin ,s l    следовательно, 

   2 sin
2 sin .s

c s l s
Q c s l

s

   
    


              (6) 

При 0,  0   s  работу совершают и сила тяжести кривошипа 1, 

и сила упругости пружины. Учитывая, что 2 cosBx l    и 

sin ,
2c
l

y    получаем 

 

 

1

1

sin2 sin 2 cos 2

2 2 sin cos  sin .
2



   
  

 

    

l
m gc s l l

Q

l
c s l l m g

                 (7) 

Используя полученные результаты (5)–(7), а также общий вид 
уравнения (1), составим уравнения Лагранжа II рода: 

 5

2 2 2 2 2
1 3 3

2
1

3
2 sin ;

2
1

4 cos 4 sin cos
3

2 cos 4 cos sin sin .
2

m c s l

m l m l m l

l
csl cl g

S

m

    



     


   

 





                (8) 

Система (8) легко разрешается относительно старших производ-
ных и сводится к задаче Коши, что позволяет получить ее решение 
с помощью численного интегрирования. 

В качестве примера рассмотрим два варианта начальных условий 
при следующих параметрах системы: масса всех весомых звеньев 
равна 1 кг, длина звеньев кривошипно-шатунного механизма — 1 м, 
жесткость пружины с = 100 Н/м. 

В первом случае катку за счет внешнего воздействия сообщалась 
малая скорость (0,1 м/c) при нулевых значениях обобщенных коорди-
нат. Последующие изменения обобщенных координат представлены 
в виде графиков (рис. 7). Движение по обеим координатам представ-
ляет собой малые колебания с наложением высокочастотной и низко-
частотной составляющих. С увеличением жесткости пружины высо-
кочастотные колебания становятся менее заметными. Увеличение 
масс кривошипа и ползуна 3 приводит к усилению высокочастотных 
колебаний по обеим координатам. В случае преобладания массы кат-
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ка колебания высокой частоты пропадают у координаты s, но остают-
ся у координаты .  Отметим, что колебания (см. рис. 7) являются ма-
лыми. За счет линеаризации уравнений движения можно найти зна-
чения собственных частот (12,66 рад/c и 0,97 рад/c) и получить 
приближенное решение системы (8), которое будет мало отличаться 
от численного решения (см. рис. 7). 

 
Рис. 7. Зависимости обобщенных координат (а) и скоростей (б) от времени 

при малой начальной скорости катка 
 
Во втором случае в начальный момент времени каток покоился 

при s = 0, а кривошип был отклонен на 30° от вертикали в положи-
тельную сторону отсчета угла  и отпущен без начальной скорости. 
Полученные колебания являются нелинейными и практически сразу 
после начала движения расходятся с аналитическим решением, полу-
ченным для линеаризованной системы (рис. 8). Отметим, что 
наибольшее расхождение по фазе наблюдается по низким частотам, 
а по амплитуде — по высоким. Зависимость координаты s от времени 
качественно имеет аналогичный вид. 

 
Рис. 8. Зависимость координаты φ от времени: 

синяя линия соответствует  численному решению нелинейной систе- 
мы (8), красная — аналитическому решению линеаризованной системы 
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Свободные и вынужденные колебания механической системы 
с двумя степенями свободы. Рассмотрим движение усложненного 
варианта эллиптического маятника, расположенного в вертикальной 
плоскости. Механическая система № 3 (рис. 9) состоит из двух одно-
родных круглых цилиндров 1 и 5, которые соединены невесомой ра-
мой 6 и могут катиться без проскальзывания по горизонтальной 
плоскости. Масса каждого цилиндра 1,m  а радиус — .r  К цилиндру 5 

приложена пара сил с моментом   0 sin .M t M pt  К раме 6 шарнир-

но прикреплены однородные стержни 2 и 4 массой 2m  и длиной l  

каждый. Концы этих стержней соединены спарником 3 массы 3.m  На 

стержень 2 действует момент сопротивления μ .  L  Кроме того, 
рама 6 соединена с неподвижной стенкой пружиной 7 жесткости с. 
При s = 0 пружина не деформирована. 

 

Рис. 9. Схема механической системы № 3 
 
Система имеет две степени свободы, поэтому ее движение опи-

сывается с помощью двух обобщенных координат: перемещения s 
центра катка 1 и угла φ отклонения стержня 2 от вертикали. В силу 
жесткого соединения скорости и перемещения центров обоих катков 
всегда одинаковы, так же как и угловые скорости и угловые переме-
щения обоих стержней. 

Каждый из катков совершает плоское движение. Воспользовав-
шись известным положением мгновенного центра скоростей катка 
и теоремой Кенига [16, 17], вычисляем кинетическую энергию звень-
ев 1 и 5: 



Д.А. Гришко, В.В. Лапшин, Е.С. Студенников, А.Н. Тарасенко, В.В. Леонов 

12                                               Инженерный журнал: наука и инновации   # 6·2018 

2
1 5 1

3
.

4
T T m s    

Стержни 2 и 4 совершают плоское движение. По теореме Кенига 
кинетическую энергию каждого стержня можно определить как сум-
му кинетической энергии движения центра масс стержня и кинетиче-
ской энергии вращения вокруг центра масс. При этом скорость цен-
тра масс стержней 2 и 4 определяется по формуле плоского движения 

, C E CEv v v  

где Ev s   и / 2 . CEv l  

Угол между этими векторами для принятых направлений отсчета 
обобщенных координат равен .  Выражение для кинетической энер-
гии стержней 2 и 4 принимает вид 

2
2 2 2 2 2

2 4 2 2 2 22
1 1 1 1 1

+  = + + cosφ.
2 2 2 6 2

zС
сT T m v J m s m L m s L        

Определим кинетическую энергию звена 3 массы 3.m  Поскольку 

две точки спарника (К и F) имеют один и тот же вектор скорости, он 
совершает поступательное движение. Скорость центра масс спарни-
ка, равная скорости точки F, определяется по формуле плоского дви-
жения , F E FEv v v  где . FEv l  Выражение для кинетической 

энергии спарника: 

2 2 2 2
3 3 3 3 3

1 1 1
 cosφ.

2 2 2FT m v m s m L m s L         

Кинетическая энергия всей механической системы представляет 
собой сумму кинетических энергий всех звеньев механизма:  

     2 2 2
1 2 3 2 3 2 3

1 1
3 + 2 +  + 2 3 + cosφ.

2 6
T m m m s m m L m m s L         (9) 

Определим обобщенные силы, входящие в правую часть уравне-
ния (1). Из всех внешних сил, действующих на систему, работу могут 
совершать сила упругости, сила тяжести, внешний момент и момент 
вязкого сопротивления. Представим обобщенную силу по i-й обоб-
щенной координате как сумму: 

П д в ,  i i i iQ Q Q Q  

где П П
 

i
i

Q
q

 — обобщенная сила от потенциальных сил; д iQ  

Ф
 

 iq
 — обобщенная сила от диссипативных сил (Ф — диссипа-
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тивная функция Релея); 
в

в 



i

i

A
Q

q
 — обобщенная сила от внешних 

сил, зависящих от времени. 
Учитывая, что потенциальная энергия системы 2 3П ( )  m gL m gL  

 
2

1 cos ,
2

   
cs

 а диссипативная функция Релея 
2

Ф μ ,
2





 выра-

жения для обобщенных сил принимают вид 

 ;s
M

Q cs
R

                                              (10) 

 2 3sinφ + μ .Q gL m m                                  (11) 

С учетом выражений, полученных в формулах (9)–(11), составим 
уравнения Лагранжа II рода: 

 

   

2
1 2 3 2 3

2
2 3 2 3

2 3 2 3

(3  + 2  + )  + ( + )( cosφ – sinφ) = ;

1
(2 + 3 ) + + ( cosφ – sinφ) +

3
+ sinφ + sinφ +  μ .

M
m m m s m m L cs

R

L m m m m s s L

s L m m gL m m

   

  

     




















        (12) 

После алгебраических преобразований эти уравнения можно свес- 
ти к форме Коши в целях дальнейшего численного интегрирования. 
Движение данной механической системы имеет колебательный харак-
тер. Колебания являются вынужденными и возбуждаются посредством 
внешнего момента M(t). Рассмотрим несколько вариантов моделиро-
вания, которые отличаются друг от друга учетом тех или иных факто-
ров, при этом значения масс звеньев системы и их линейных размеров 
изменять не будем (m1 = 3 кг; m2 = 0,1 кг; m3 = 1 кг; R = 0,1 м; l = 0,5 м). 

В случае свободных колебаний с демпфером, но при отсутствии 
пружины система приходит в движение при ненулевых начальных зна-
чениях φ,    или s  (в сочетании с ненулевым φ  или ,  так как систе-
ма (12) не описывает удар). Если движение начинается из начального 
состояния 0 0,   0 0   и 0,s   то движение системы представляет 

собой затухающие колебания (при сильном демпфере — апериодиче-
ское движение), при этом 0,  а const 0.s    Если 0 0   и 

0 0,   со временем происходит затухание движения по координате ,  

но при этом const 0.s    Такая же динамика наблюдается при обоих 
ненулевых начальных обобщенных значениях скорости и нулевых 
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начальных координатах. При 0 0,s   0 0   и 0 0   движение таково, 

что 0,  а 0 cons .ts s    

С появлением внешнего возмущающего периодического момента 
колебания по углу   (рис. 10), как и следовало ожидать, не затухают, 
переходя со временем в вынужденные. График функции s(t) пред-
ставляет собой линейную функцию с наложенными колебаниями. 
С увеличением частоты p  изменения внешнего момента уменьшает-
ся амплитуда колебаний угла ,  причем 0  и пропадают колеба-
ния у координаты s. Это связано с тем, что амплитуда вынужденных 
колебаний по   обратно пропорциональна частоте p. При 0  
стержни и спарник, совершая чрезвычайно малые вынужденные ко-
лебания в окрестности нулевого положения, слабо влияют на движе-
ние рамы под действием возмущающего момента.  

 

Рис. 10. Графики изменения координат   (a) и s (б) при наличии внешнего периоди-

ческого  момента  (с = 0 Н/м;   M0 = 3,5 Н  м;   p = 1 рад/с;   μ  = 0,15 Н  с/м;  φ0 =15°; 

0 0   град/с) 

 
С добавлением в систему пружины характер изменения обобщен-

ных координат и скоростей остается колебательным, при этом с уче-
том фиксированных масс и размеров звеньев появляется возможность 
влиять на значение собственных частот системы. При наличии демп-
фера движение системы при варьируемых значениях 0,M  ,p  c  сво-

дится к вынужденным колебаниям с различной амплитудой. При 
определенных сочетаниях жесткости пружины c и частоты изменения 
внешнего момента p в системе возникают биения (рис. 11), впослед-
ствии переходящие в ограниченный резонанс (рис. 12) при совпаде-
нии одной из собственных частот системы (низкая частота) с часто-
той возмущающего момента.  

Составлена амплитудно-частотная характеристика (рис. 13) для 
движения по координате φ при различных значениях коэффициента 
сопротивления демпфера.  



Нелинейные колебания механических систем с одной и двумя степенями свободы 

Инженерный журнал: наука и инновации   # 6·2018                                               15 

 

 

Рис. 11. Биения в механической системе № 3 по координатам φ (а) и s (б) (с = 50 Н/м; 

M0 = 2 Н  м; p = 2 рад/с; μ  = 0,15 Н  с/м; φ0 =15°; 0 0   град/с) 

 

 

Рис. 12. Резонанс в механической системе № 3 по координатам φ (а) и s (б) 

(с = 50 Н/м; M0 = 2 Н  м; p = 2,2 рад/с; μ  = 0,15 Н  с/м; φ0 =15°; 0 0   град/с) 

 

Рис. 13. Амплитудно-частотная характеристика механической системы № 3 
по обобщенной координате φ при различных значениях коэффициента демп- 

фирования  (Н  с/м) 
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Результаты расчетов, представленные на рис. 12, показывают, что 
резонансная амплитуда по низкой частоте для координаты   заметно 
больше, чем по высокой частоте. Кроме того, при сильном демпфере 
резонанс первым вырождается на высоких частотах. За счет измене-
ния коэффициента демпфирования можно получить первую резо-
нансную амплитуду, превышающую значение 180°, что приведет 
к полному повороту спарника вокруг точки подвеса.  

Заключение. Уравнения Лагранжа II рода позволяют описать 
движение механической системы с голономными удерживающими 
идеальными связями. Они могут быть сведены к стандартной форме 
Коши в том случае, если действующие на систему силы не зависят от 
вторых производных обобщенных координат и за исключением тех 
случаев, когда координаты принимают значения, соответствующие 
особым точкам. Математические модели механических систем, запи-
санные с использованием уравнений Лагранжа II рода, как правило, 
являются нелинейными. Их решение может быть получено с помощью 
численного интегрирования дифференциальных уравнений, описыва-
ющих движение системы. Количество положений равновесия колеба-
тельной системы и характер их устойчивости удобно определять через 
зависимость потенциальной энергии от обобщенных координат. Для 
систем с одной степенью свободы зависимость П(q) позволяет постро-
ить фазовый портрет системы. При анализе движения системы, совер-
шающей нелинейные колебания, полезным является получение соб-
ственных частот, соответствующих линеаризованной системе. Эти 
приближенные значения частот заметно уменьшают время построения 
амплитудно-частотной характеристики системы при вынужденных ко-
лебаниях. Наибольшее расхождение с линеаризованным решением 
обеспечивает низкочастотная составляющая; резонанс на низкой соб-
ственной частоте дает бóльшие значения амплитуды колебаний, чем 
резонанс на высокой собственной частоте. 
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The article investigates free and forced non-linear vibrations in three mechanical systems 
with one or two degrees of freedom. We designed our mathematical simulation of motion by 
reducing Lagrange equations of the second kind to their Cauchy form and subsequently in-
tegrating them numerically using a third-order Runge—Kutta method, taking into account 
the fact that the forces affecting the system do not depend on second derivatives of general-
ized coordinates. We considered those systems the typical components of which are a slid-
er-crank mechanism, a crosshead, a physical pendulum, a spring, a damper and a plane-
tary drive. We determined the number of equilibrium positions and their stability type for 
a vibration system featuring a planetary drive. We used the phase portrait and frequency 
response of the system to study its dynamics. Estimating the eigenfrequencies of the system 
via linearized models makes plotting the frequency response noticeably easier. 
 
Keywords: Lagrange equations, nonlinear oscillations, mathematical simulation, Runge-
Kutta method, phase portrait, mechanical system, frequency response 
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