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Рассмотрена задача оптимизации управляемого спуска летательного аппарата 
в однородном поле сил тяжести при наличии сопротивляющейся среды и ускоря-
ющей силы при движении в вертикальной плоскости. В качестве управления при-
няты подъемная сила и сила тяги. Исследовано и описано движение материальной 
точки по кривой, когда управляющими являются нормальная составляющая силы 
реакции опоры и разгоняющая сила. Цель управления заключается в максимизации 
горизонтальной дальности движения (терминальный член в функционале) и мини-
мизации энергетических затрат (интегральный член) в заданный момент оконча-
ния процесса. Максимизация дальности движения решается задачей о брахисто-
хроне, т. е. задачей выбора формы траектории, соединяющей две заданные точки 
в вертикальной плоскости, время движения по которой минимально. Для решения 
задачи применяется принцип максимума Понтрягина и методы качественного ис-
следования динамических систем. Установлено, что экстремальные траектории 
соответствуют движению с особым управлением для нормальной реакции опор-
ной кривой и с регулярным управлением для тяги. Экстремальное управление по-
строено в виде обратной связи по фазовым переменным исходной системы. Выяв-
лены характерные свойства траекторий, что позволило обосновать результаты, 
полученные другими авторами с помощью численного моделирования или сформу-
лированные в виде гипотез. Показано, что при высокой длительности процесса 
экстремальная траектория складывается из трех участков, представляющих со-
бой выход в окрестность асимптотической магистрали, движение в этой 
окрестности и выход для удовлетворения конечных условий. Полученные резуль-
таты можно использовать для построения квазиоптимальных решений и в каче-
стве эффективных начальных приближений при численном решении задач опти-
мизации траекторий, описываемых моделями более высокого порядка.  
 
Ключевые слова: брахистохрона, особое управление, фазовый портрет, управле-
ние тягой 

 
Введение. Первые работы, посвященные программированию тяги 

вдоль заданной траектории, появились в середине XX в. в связи 
с развитием реактивной техники. В работах [1–3] приведено решение 
задачи Годдарда о вертикальном подъеме ракеты на максимальную 
высоту. Было установлено наличие участка промежуточной тяги 
и программа чередования особых и неособых дуг. Аналогичные зада-
чи оптимизации тяги при одномерном движении опубликованы для 
случая горизонтального полета [4] или движения тележки при наличии 
сопротивления, нелинейно зависящего от скорости [5]. Анализ задач 
для более сложных моделей атмосферы для одномерного движения 
изучен авторами работ [6, 7]. В статье [8] задача Годдарда обобщена 
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для случая плоского движения. Оптимизация траекторий летательного 
аппарата в случае, когда наряду с тягой в качестве управления принят 
угол наклона траектории, рассмотрена в работах [9–11]. 

Примерами приложений различных обобщений задачи о брахи-
стохроне могут служить задача оптимизации траекторий летательных 
аппаратов, для которых можно управлять подъемной силой без изме-
нения силы сопротивления, и задача оптимального преследования 
прямолинейно движущегося самолета. Постановка задачи актуальна 
для проектирования оптимального профиля перемещения колонны 
бурильных и обсадных труб в скважины с заданными начальной 
и конечной точками, при определении формы лотков для различных 
сыпучих материалов, при построении профиля железнодорожных 
сортировочных горок, при выборе формы эвакуационных трапов, ат-
тракционов типа американских горок и т. д. [12]. 

Обобщения классической задачи о брахистохроне с учетом раз-
гоняющей силы исследованы авторами работ [13–18]. В работе [13] 
приведены результаты моделирования для случая разгоняющей силы, 
пропорциональной скорости, а в работе [14] такая же задача решена 
с помощью генетического алгоритма. В диссертации [15] представ-
лена задача о брахистохроне с постоянной разгоняющей силой, но 
при отсутствии сопротивления. В работе [16] в задаче учитывалось 
наличие постоянной разгоняющей силы и силы линейного вязкого 
трения. В статьях [17, 18] изучен случай квазипостоянной разгоняю-
щей силы. При этом задача решалась на классе оптимальных траек-
торий, для которых время прохождения каждой ее внутренней точки 
минимально для этой точки, аналитически установлены свойства 
траекторий с квазипостоянной разгоняющей силой без трения. 

Цель данной работы — построение синтеза экстремального управ-
ления при одновременном управлении силой тяги и углом наклона 
траектории.  

Постановка задачи. Рассмотрим движение материальной точки 
массой m  в вертикальной плоскости в однородном поле сил тяжести 
и в однородной сопротивляющейся среде. В качестве управления 
примем нормальную составляющую силы реакции опоры и силу тя-
ги. Цель управления заключается в максимизации горизонтальной 
дальности движения материальной точки (терминальный член в 
функционале) и минимизации энергетических затрат (интегральный 
член) в заданный момент окончания процесса. С задачей максимиза-
ции дальности движения взаимосвязана задача о брахистохроне, т. е. 
задача выбора формы траектории, соединяющей две заданные точки 
вертикальной плоскости, время движения по которой будет мини-
мальным, при этом также должны быть минимизированы затраты на 
управление.  
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Для облегчения исследования решим задачу максимизации гори-
зонтальной дальности движения материальной точки за фиксирован-
ное время. Предположим, что зависимость максимальной дальности 
движения от времени носит монотонный характер. Тогда задача 
о брахистохроне и задача максимизации дальности движения за за-
данное время взаимосвязаны по следующим причинам. Примем по-
лученное в результате решения задачи с фиксированным временем 
максимальное значение дальности движения в качестве заданного 
конечного условия для задачи быстродействия. Тогда минимальное 
время, полученное в результате решения последней, совпадет с фик-
сированным временем при решении задачи максимизации дальности 
движения. Траектории также совпадут. 

В отличие от перечисленных публикаций в настоящей работе 
управляющая сила принимается в качестве управления наряду с си-
лой реакции опорной кривой, при этом уравнения движения прини-
мают вид [12]: 

cos ,
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y v
v p v
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v
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 = θ

= − − θ
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где ,x y  — безразмерные горизонтальная и вертикальная координаты 
материальной точки соответственно; v  — модуль безразмерной ско-

рости; θ  — угол наклона траектории; Nu
mv

=  — управление, выра-

жающееся через реакцию опорной кривой ;N  ,u U∈  где U  — мно-
жество кусочно-непрерывных функций; p  — управление, сила тяги, 

,p P∈  { ( ) , 0}.P p p t p p= − ≤ ≤ >  
Ограничения на реакцию опоры не будем накладывать. Время 

окончания процесса T  фиксировано. Начальные условия для систе-
мы уравнений (1) имеют вид 

0 0 0(0) , (0) , (0) .x x y y v v= = =                             (2) 

Начальное значение для угла наклона траектории θ  и все конеч-
ные условия приняты свободными. Целью управления является ми-
нимизация функционала 

2

,
0

( ) ( ) min .
T

u U p P
J x T p t dt

∈ ∈
= − + →∫  
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Отметим, что управление u  входит только в одно уравнение си-
стемы (1). При отсутствии ограничений на это управление и свобод-
ных краевых значений для угла наклона траектории θ  можно провес- 
ти редукцию системы (1) к системе третьего порядка. В этой системе 
в качестве управления считаем угол .θ  После того как регулярное 
управление по переменной θ  найдено, из последнего уравнения си-
стемы (1) вычислим особое [19] управление по управлению .u  

Введем переменную 2

0

( ) ( )
t

t p dξ = τ τ∫  и перейдем к задаче Майера 

для системы 

2
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x v
y v
v p v

t p
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 = − − θ
ξ =
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                                       (3) 

с краевыми условиями 

0 0 0(0) , (0) , (0) , (0) 0x x y y v v= = = ξ =                      (4) 

и для функционала 

,
( ) ( ) min .

U p P
J x T T

θ∈ ∈
= − + ξ →                               (5) 

Необходимые условия оптимальности и сведение к краевой 
задаче. Функция Понтрягина [20] для задач (3)–(5) имеет вид 

2cos sin ( sin ) .x y vH v v p v p Cξ= ψ θ + ψ θ + ψ − − θ + ψ =  

Уравнения для сопряженных переменных запишем в виде 

0, 0, 0, cos .x y v vξψ = ψ = ψ = ψ = − θ + ψ� � � �  

Из условий трансверсальности получаем соотношения  

( ) 1, ( ) 0, ( ) 1, [0, ], ( ) 0.x y vt t t t T Tξψ = ψ = ψ = − ∈ ψ =  

Найдем условия максимума функции H  по переменной :θ  
2

2sin cos 0, 0,
cosv

H H vv∂ ∂= − θ − ψ θ = = − <
∂θ ∂θ θ

 

откуда получаем 

tg , ( ) 0, cos 0.v v Tψ = − θ θ = θ >  
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Условия максимума функции H  по переменной :p  
2

22 , 2 0.v
H Hp
p p

∂ ∂= ψ − = − <
∂ ∂

 

Поскольку  
2( ) 2 /cos 0,pp pH H H vθθ θ′′ ′′ ′′− = θ >  

то экстремум есть, и он максимальный. Экстремальное управление 
тягой определяется формулой  

tg– .
2 2

v vp ψ θ= =  

С учетом ограничений на силу управления получаем следующую 
логическую цепочку управления тягой: 

( )p t p=    при tg 2 ,v pθ < −  

tg( )
2

vp t θ= −    при 2 tg 2 ,p v p− ≤ θ ≤  

( )p t p= −    при tg 2 .v pθ >  

Дифференцируя по времени vψ  и выражая угол наклона траекто-
рии ,θ�  задачу оптимального управления сводим к краевой задаче для 
системы дифференциальных уравнений 

( )( )
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cos 1 2 sin ;

v p v

v p
v

= − − θ


θθ = + − θ

�

�                            (6) 

0(0) , ( ) 0.v v T= θ =  

После того как экстремальные значения ( ), ( )v t tθ  определены, 
соответствующие значения ( ), ( )x t y t  определяют с помощью квад-
ратур. Особое управление по u  вычисляется из последнего уравне-
ния системы (1):  

( )( )cos 2 2 sin .u v p
v

θ= + − θ  

Получаем три системы уравнений:  

tg 2 ,
( )

v p
p t p

θ < −
= ( )( )

0sin , (0)
cos 1 2 sin , ( ) 0,

v p v v v

v p T
v

= − − θ =

 θθ = + − θ θ =

�

�                (7) 
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Тяга принимает промежуточные и максимальные значения по аб-
солютной величине — области в плоскости ( , )vθ  (рис. 1). 

 

Рис. 1. Области движения с промежуточной и граничной тягой 
 
Система уравнений (7) при постоянном ( 1;1]p ∈ −  имеет две точ-

ки покоя: 1 1( , ),vθ  где * *
1 11, ,

2
π= + θ = −v p  и 2 2( , ),vθ  где *

2 =v  

23 8
,

4
p p+ +

=  
2

*
2

8
sin .

4
− +

θ =
p p

 Первая из этих точек, отвечаю-

щая вертикальному движению вниз, является устойчивым дикритиче-
ским узлом, а вторая — седлом. При 1p >  возникает еще одно стацио-

нарное решение: 3 3( , ),vθ  где * *
3 31, ,

2
π= − θ =v p  также являющееся 

устойчивым дикритическим узлом. Соответствующие фазовые порт-
реты представлены на рис. 2, 3. 
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Рис. 2. Фазовый портрет системы уравнений (7) при постоянном 

значении 0 ( 1,1]p = ∈ −  

 
Рис. 3. Фазовый портрет системы уравнений (7) при постоянном значении 2p =  
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Анализ фазового портрета позволяет установить характерные 
свойства решений краевой задачи (6). При фиксированном значении 
начальной скорости (0)v  начальное значение для угла наклона траек-
тории (0)θ  следует выбирать между сепаратрисой, входящей в седло, 
и осью ординат, чтобы в момент окончания процесса могло выпол-
няться краевое условие ( ) 0.Tθ =  Возможно множество начальных 
условий (см. рис. 2, 3, затемненные области). 

Анализ системы уравнений (9) показывает, что движение с управ-
лением ( )p t p= −  не позволяет достичь значения ( ) 0,Tθ =  поэтому 
оно не удовлетворяет решению краевой задачи и не включается в со-
став экстремальной траектории.  

При движении с промежуточной тягой система уравнений (8) 
имеет одно стационарное решение типа «седла» (рис. 4).  

 
Рис. 4. Фазовый портрет системы уравнений (8) при промежуточной 

тяге tg
2

( ) vp t θ= −  

 
Результаты расчетов. Тяге для параметров 0, 2, 2,3p T= =  соот-

ветствует траектория в вертикальной плоскости (рис. 5, 6). Решение 
краевых задач осуществлялось методом стрельбы при использовании 
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программной среды Wolfram Mathematica и численного моделирова-
ния для параметров 1, 1p T= =  (рис. 7, 8). 

Характерно, что тип особой точки, отвечающий наклонному дви-
жению, не изменяется при использовании различных моделей вязкого 
трения и при учете разгоняющей силы. Эта точка представляет собой 
асимптотическую магистраль экстремального движения. Ее наличие 
является качественным и «грубым» свойством краевых задач, к кото-
рым сводятся задачи оптимального управления, если траектория про-
водит избыток времени в ограниченной области подпространства 
состояний.  

 

Рис. 5. Изменение тяги вдоль экстремальной траектории при 0, 2, 2, 3p T= =  
 

 

Рис. 6. Траектория в плоскости ( , ),x y  0, 2, 2, 3p T= =  
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Рис. 7. Изменение тяги вдоль экстремальной траектории при 1, 1p T= =  
 

 

Рис. 8. Траектория в плоскости ( , ),x y  1, 1p T= =  
 
При достаточно больших значениях времени T  оптимальная тра-

ектория состоит из трех участков: первый из них соответствует быст-
рому движению из начальной точки в окрестность «седловой» точки, 
второй — медленному «дрейфу» в окрестности «седловой» точки, 
а третий — быстрому выходу из окрестности «седла» в конечную 
точку на оси ординат. Описанному «дрейфу» фазовой траектории 
в окрестности «седловой» точки в плоскости ( , )x y  соответствует 
участок, близкий к прямолинейному.  

Заключение. Проведенный анализ задачи о брахистохроне c раз-
гоняющей силой при свободном значении конечной высоты позволя-
ет обосновать результаты численного моделирования [13, 14, 16] 
и уточнить свойства аналитических решений [17, 18]. Задачи оптими-
зации траекторий в более сложной постановке нельзя исследовать 
методом фазовой плоскости, но при пониженной размерности можно 
использовать в качестве хорошего начального приближения для эф-
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фективного численного решения соответствующих краевых задач. 
Кроме того, полученные качественные свойства траекторий можно 
применять для построения квазиоптимальных управлений. 
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The study focuses on the problem of optimization of the aircraft controlled descent in 
homogeneous gravity field in the presence of a resisting medium and an accelerating 
force when moving vertically. As a means of control, lifting force and thrust force are 
applied. The model under consideration also describes the motion of a point on a curve, 
where the control variables are the normal component of the reaction force and the ac-
celerating force. The control goal is to maximize the horizontal distance (terminal term) 
and minimize energy consumption (integral term) over a fixed time interval. The range 
maximization problem is interrelated with the Brachistochrone problem — the problem 
of choosing the shape of the trajectory connecting two given points in the vertical plane, 
the time along which will be minimal. To solve the problem, the Pontryagin maximum 
principle and the methods of qualitative investigation of dynamical systems are applied. 
Findings of the research show that extreme trajectories correspond to the motion with 
singular control for normal reaction of the reference curve and with regular control for 
thrust. Extreme control is maintained in the form of feedback on the phase variables of 
the initial system. The characteristic properties of the trajectories were found, which al-
lowed us to substantiate the results obtained by other authors by means of numerical 
simulation, or formulated as hypotheses. Results suggest that at large time intervals ex-
treme trajectory consists of three parts, which are output in the neighborhood of asymp-
totic lines, movement in this neighborhood and output  to meet the final conditions. The 
results obtained can be used for the quasi-optimal solutions and as effective initial ap-
proximations for the numerical solution of the trajectory optimization problems de-
scribed by models of a higher order.  
 
Keywords: brachistochrone, singular control, phase portrait, thrust control 
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