
Инженерный журнал: наука и инновации   # 4·2018                                             1 

УДК 531.36                                 DOI: 10.18698/2308-6033-2018-4-1757 
 
Математическое и компьютерное моделирование 

манипуляторов с нелинейной геометрической связью 
© А.Я. Красинский1, А.Н. Ильина2, Э.М. Красинская3, 

А.С. Рукавишникова4 
1МГУПП, Москва, 125080, Россия 

2МАИ, Москва, 125993, Россия 
3МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, 105005, Россия 

4ООО «САУНО», Москва, 109651, Россия 
 
Построены математические модели и решены задачи стабилизации стационар-
ных движений для двух манипуляторов с избыточной координатой и нелинейной 
геометрической связью в электроприводе: вращающегося манипулятора и четы-
рехколесного мобильного манипулятора с упругим подвесом. Используемый здесь 
метод разработан ранее для голономных и неголономных систем с дифференци-
альными связями с применением теории критических (особенных) случаев Ляпуно-
ва в нелинейной теории устойчивости. Динамика механической части манипуля-
торов описана с помощью уравнений в форме, разработанной M.Ф. Шульгиным, 
для систем с избыточными координатами, не содержащих множителей связей. 
В качестве управления принято напряжение на якорной обмотке исполнительного 
электрического двигателя, уравнения динамики которого описывает второй закон 
Кирхгофа. Замкнутая система представляет собой систему непрямого управле-
ния. Закон управления определен решением линейно-квадратичной задачи стабили-
зации методом Красовского для выделенной подсистемы, не включающей в себя 
критическую переменную, которая соответствует нулевому корню. Коэффици-
енты управляющих воздействий были найдены путем решения матричного алгеб-
раического уравнения Риккати с помощью программ, разработанных в системе 
MATLAB и учитывающих условия, налагаемые геометрической связью на возмуще-
ния координат. 
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Введение. В настоящее время в области робототехники актуальны 

проблемы моделирования и стабилизации установившихся движений 
для систем со сложными геометрическими связями. Манипуляторы 
относятся к одному из важнейших классов таких управляемых меха-
нических систем. Несмотря на большое количество публикаций (рас-
ширенные библиографические списки доступны в работах [1–3]), изу-
чение динамики манипуляторов остается по-прежнему неотложной 
задачей как технической практики, так и теории управления. 

Одна из основных трудностей при построении математических 
моделей манипуляторов связана с необходимостью учета сложных не-
линейных геометрических связей, не позволяющих описать конфигу-
рацию системы независимыми параметрами. Геометрические связи 
налагают ограничения на координаты и их скорости. Уравнения Ла-



А.Я. Красинский, А.Н. Ильина, Э.М. Красинская, А.С. Рукавишникова 

2                                            Инженерный журнал: наука и инновации   # 4·2018 

гранжа второго рода не применяются для систем, описываемых зави-
симыми координатами. Для этого обычно используют уравнения Ла-
гранжа с множителями связей [4, 5], однако они увеличивают размер-
ность системы и затрудняют анализ устойчивости. Линеаризация 
уравнений геометрических связей и использование только первого 
приближения связей [6] не всегда приводят к точным результатам, 
особенно при исследовании устойчивости установившихся движений. 
При построении соответствующих математических моделей следует 
учитывать и нелинейные члены разложения геометрических свя- 
зей [7]. Альтернативный способ заключается в использовании уравне-
ний в избыточных координатах в форме, разработанной M.Ф. Шуль-
гиным [8], вместе с линейными дифференциальными связями, которые 
получают дифференцированием геометрических. Эти уравнения сво-
бодны от множителей связей, их можно рассматривать как частный 
случай уравнений Воронца [9] для неголономных систем. Такой под-
ход позволяет создать строгие нелинейные математические модели го-
лономных систем с избыточными координатами с учетом полных 
уравнений геометрических связей, что особенно важно для решения 
задач устойчивости и стабилизации. 

На основе векторно-матричных уравнений движения систем 
с дифференциальными связями и теории критических случаев [10–12] 
в работах [13–21] представлен метод решения задачи устойчивости и 
стабилизации для систем с нелинейными геометрическими связями. 
Стабилизирующее управление определяется методом, разработанным 
[13, с. 475-514] для линейной управляемой подсистемы, не включаю-
щей в себя уравнение дифференциальной связи. В отличие от этого 
метода [13], в предлагаемом в работах [13−21] методе в замкнутой 
этим управлением полной нелинейной системе характеристическое 
уравнение обязательно имеет нулевые корни, количество которых со-
ответствует количеству дифференциальных связей (или избыточных 
координат). Вследствие этого возникает необходимость применения 
методов [11, 12] теории критических (особенных) случаев нулевых 
корней и приведения системы уравнений к специальному виду, а так-
же доказательства [11, 20] теорем об асимптотической устойчивости 
установившихся движений и положений равновесия систем с избы-
точными координатами. Согласно этим теоремам, линейное управле-
ние, полученное для управляемой подсистемы (не содержащей крити-
ческих переменных), обеспечивает асимптотическую устойчивость 
для всех фазовых переменных полной нелинейной системы, несмотря 
на наличие нулевых корней (соответствующих избыточным координа-
там). 

Цель работы — практическое применение разработанных мето-
дов для математического моделирования и стабилизации стационар-
ных движений мехатронных устройств с геометрическими связями.  
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В качестве примеров рассмотрены два различных электромеханиче-
ских манипулятора с аналогичной геометрической связью: однозвен-
ный вращающийся манипулятор и мобильный манипулятор с упругим 
подвесом. Для каждого устройства построена математическая модель 
на основе уравнений в форме, разработанной М.Ф. Шульгиным, опре-
делены параметры стационарных движений и вычислены коэффици-
енты управляющих воздействий, которые стабилизируют движение 
системы. По результатам работы найденных управлений построены 
графики переходных процессов. Компьютерные расчеты проведены 
посредством специальных программ, написанных для исследуемых 
манипуляторов в системе MATLAB. 

Вращающийся манипулятор с геометрической связью. Элек-
тромеханический вращающийся манипулятор (рис. 1) состоит из ме-
ханической части (имеющей две степени 
свободы) и двух исполнительных меха-
низмов 1P  и 2.P  Конфигурация механи-
ческой части этой системы определяется 
тремя координатами: углом a  между 
рычагом OM  и вертикальной осью ,OX  
углом b  поворота манипулятора вместе 
со стержнем OC  вокруг вертикали и уг-
лом p  поворота приводного колеса элек-
тродвигателя 2.P  Аэрограф или другой 
рабочий инструмент массой m  удержи-
вается в механическом захвате .M  Для 
упрощения модели принято, что массы 
рычага OM  и соединительных стержней 
OC  и AB  пренебрежимо малы.  

Предположим, что центры масс при-
водных механизмов расположены на 
оси .KK  bJ  и pJ  — приведенные мо-
менты инерции соответственно относи-
тельно оси KK  и оси двигателя 2.P  В точках A, B, O находятся ци-
линдрические шарниры, стержень OC  жестко соединен с осью KK  
в точке C. Введем обозначения: ;D OA=  ;h MA=  ;l AB OC= =  d — 
радиус приводного колеса электродвигателя 2.P  В приводах будем 
использовать двигатели постоянного тока с непрямым возбуждением. 
Необходимо получить математическую модель электромеханической 
системы и проанализировать устойчивость установившегося движе-
ния. Введенные для механической части три координаты являются 
зависимыми; уравнение геометрической связи (с учетом того, что 

 
 

Рис. 1. Схема вращающегося 
манипулятора 
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расстояние l между точками A и B — постоянное), выраженное 
в принятых координатах, принимает вид 

( ) ( )( ) ( )2 2 2cos 1 1 cos sin sin .D a d p D a l d p l− + − + + − =          (1) 

Эта нелинейная связь не позволяет в приемлемом виде выразить 
одну координату через другую, поэтому целесообразно описать си-
стему в избыточных координатах. Пусть p — избыточная координата 
(из выражения (1) очевидно, что a можно выбрать как избыточную 
координату вместо p). Дифференцируя уравнение (1) по времени, из 
линейного уравнения кинематической связи можно явно выразить за-
висимую скорость через независимую:  

( )
( )

sin( ) ( )sin cos
( , ) ; ( , ) .

sin( ) ( )sin cos
D d a p D d a l a

p B a p a B a p a
d D a p D d p l p

− + − +
= =

− + − +
� � �     (2) 

Кинетическая энергия системы принимает вид 

( )2 2 2 2 21( )sin ( ) ;
2 2 2 2

pb JJmT l D h a b p m D h a = + + + + + +  
� � �  

потенциальную энергию можно выразить уравнением 

( )cos .mg D h aΠ = +                                       (3) 

Исключая зависимую скорость из кинетической энергии, получаем 

( )2* 2 2 2 2 21( )sin ( , ) ( ) .
2 2 2 2

pb JJmT l D h a b B a p a m D h a = + + + + + +  
� � �  

Неконсервативными силами, действующими на систему, являются 

p p p pQ f p k I= − +� �  и ,b b b bQ f b k I= − +��  

где ,p bk k  — электромеханические постоянные приводов постоянно-
го тока; ,pf  bf  — коэффициенты сопротивления; ,p bI I  — сила тока 
в цепи якоря первого и второго приводов соответственно. 

Обратим внимание, что система имеет по одной позиционной, 
циклической и избыточной координате. 

Используя обозначения * *L T= − Π  для функции Лагранжа, за-
писываем уравнения движения в форме Шульгина [8]: 

( ) ;

.

p

b

d L L LB a, p Q
dt a a p

d L Q
dt b

∗ ∗ ∗

∗

  ∂ ∂ ∂− = +  ∂ ∂ ∂  
∂ = ∂

�
�

�
�

                        (4) 
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На основе второго закона Кирхгофа уравнения динамики двига-
телей принимают форму [1]: 

; ( , ) ,pb
b b b b b p p p p p

dIdIL R I K b e L R I K B a p a e
dt dt

+ + = + + =� �        (5) 

где ,b pL L  — индуктивность в катушке якоря; ,bR  pR  — сопротивле-
ние якоря; ,b pI I  — сила тока якоря; ,b pK K  — коэффициенты пре-
образователя напряжения питания; ,b pe e  — напряжения. 

Математическую модель динамики системы составляют уравне-
ния (1), (2), (4), (5). 

Манипулятор может вращаться с постоянной угловой скоростью 
вокруг вертикальной оси KK для заданного угла между рычагом OM 
и осью OX:  

0 0 0const; const; const.a a p p b b= = = = = =� �                  (6) 

Уравнения для определения остальных параметров стационарно-
го движения можно получить, подставив выражения (6) в уравне- 
ния (4) и (5):  

( )2
0 0 0 0

0
0 0

0
0

0 0 0 0

( )sin ( )sin ( ) cos
const;

( , )

const;

; .

p p
p

b
b b

b

p po p p b b b b b

mg D h a b m l D h a D h a
I I

k B a p

f bI I
k

e e R I e e R I K b

 + + + + +
= = − =


 = = =

 = = = = +


�

�

�

 (7) 

Введем обозначения для возмущений переменных состояния: 

0 1 2 0 3 0 4

0 5 0 6 0

; ; ; ;
; ; .

b b

p p p p

a a x a x b b x I I x
I I x p p x e e u

= + = = + = +
= + = + = +

� ��
                  (8) 

Тогда первое приближение уравнений возмущенного движения 
в окрестности стационарного движения можно привести к виду  

,y My Nu= +�                                          (9) 

где 1 2 3 4 5 6' ( , , , , , )y x x x x x x=  — вектор состояния; ,M N  — постоян-
ные матрицы вида 
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21 22 23 25 26

32 33 34

43 44

52 55

0 0

0 1 0 0 0 0 0
0 0

0 0 0 0
; .

0 0 0 0 0
0 0 0 0
0 ( , ) 0 0 0 0 0

m m m m m
m m m

M N
m m

m m n
B a p

   
   
   
   

= =   
   
   
        

 

Расчет коэффициентов матриц осуществляют по формулам 

( )( )2 2
21 1 0 2 0 0 1 0 0

03

1 cos sin cos ;p p
Bm D h a a b g a k I
a

 ∂= τ + − τ + τ + τ ∂ 
�  

2
0 0

22
3

( , )
;pf B a p

m = −
τ

 
0

0
26

3

;
p p

Bk I
am

∂
∂=

τ
 1 2 0

23 0
3

2 cos ;am bτ τ=
τ

�  

0 0
25

3

( , )
;pk B a p

m =
τ

 1 2 0
32 0

4

2 cos ;am bτ τ= −
τ

�  33
4

;bfm = −
τ

 34
4

;bkm =
τ

 

43 ;b

b

Km
L

= −  44 ;b

b

Rm
L

= −  0 0
52

( , )
;p

p

K B a p
m

L
= −  55 ;p

p

R
m

L
= −  1 ;

p

n
L

=  

( ) ( )
( )

1 2 0

22 2
3 0 0 4 2

; sin ;

( , ) ; .p b

m D h l D h a

J B a p m D h m J

τ = + τ = + +

τ = + + τ = τ +
 

Символами 
0

B
a

∂
∂

и 
0

B
p

∂
∂

 обозначены значения частных производ-

ных функции ( , )B a p  на движении (6). 
Проведем в полных уравнениях (2), (4), (5) неособенную линей-

ную замену [18, 19], аналогичную замене в работе [22], предложен-
ной для неголономных систем: 

6 0 0 1( , ) ,x z B a p x= +                                   (10) 

для выделения критической переменной, соответствующей нулевому 
корню в уравнении кинематической связи (2). При этом компоненты 
матриц ,M N  изменятся вследствие этой замены, а система (9) будет 
приведена к специальному виду Ляпунова в теории критических слу-
чаев [11, 12]. Выберем подсистему, не включающую в себя уравне-
ние связи и, соответственно, критическую переменную :z  
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1 1 ,x M x N u= +�                                       (11) 

где 1 2 3 4 5' ( , , , , ) ,x x x x x x=  

21 22 23 25

1 32 33 34 1

43 44

52 55

0 1 0 0 0 0
0 0

0 0 ; .0
0 0 0 0
0 0 0

m m m m
M m m m N

m m
m m n

   
   
   
   = =
   
   

     

�

 

Здесь 21 21 0 0 26( , )m m B a p m= +�  — измененный коэффициент вследствие 
замены (10).  

Условие управляемости для уравнения (11) выполнимо всегда. 
Управляющее воздействие 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5u l x l x l x l x l x= + + + +  опреде-

ляется решением линейно-квадратичной задачи стабилизации мето-
дом Красовского [13, с. 475–514]. Коэффициенты функции Ляпунова 
находим посредством решения матричного алгебраического уравне-
ния Риккати. Для их однозначного определения можно выбрать са-
мый простой критерий качества в виде  

( )
0

2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 5 min .

t

I x x x x x u dt
+∞

= + + + + + →∫  

Графики нескольких переходных процессов, демонстрирующих 
стабилизацию системы найденным управлением, приведены на рис. 2. 
Для расчетов использовались параметры: 

а, рад ……………………….. 0,1 b0, рад/с ……………………….. 5π 
l, м ………………………….. 0,3 Kp = Kb ……………………….... 0,02 
m, кг ………………………... 1,0 kp = kb ………………………….. 0,2 
h, м ………………………..... 0,3 Jp = Jb, кг/м2 …………………... 0,5 
d, м ………………………..... 0,2 Lp = Lb, H ……………………… 0,002 
D, м ……………………….... 0,6 Rp = Rb, Ом ………………….… 10 
g, м/с2 …………………….... 9,8 fp = fb ………………………..…. 0,02 

 
Такой подход позволяет стабилизировать любое установившее-

ся движение этого манипулятора. Однако для рассматриваемой кон-
струкции манипулятора можно выделить стабильные режимы работы 
даже при постоянном напряжении на приводных двигателях. Здесь 
они имеют значение программных управлений, обеспечивая реализа-
цию данного режима работы.  
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Рис. 2. Переходный процесс по переменным 1x  (а), 2x  (б), 3x  (в) 

 
Мобильный однозвенный манипулятор с упругим подвесом. 

Манипулятор в стационарном режиме (рис. 3) должен двигаться пря-
молинейно с постоянной скоростью и держать зажим (например, 
с камерой или сканером) на определенной высоте. 
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Рис. 3. Схема мобильного однозвенного манипулятора с упругим подвесом в си-
стеме координат X, Y 

 
Уравнение связи аналогично выражению (1), поскольку расстоя-

ние между точками A и B постоянное. В точках A, B, O находятся ци-
линдрические шарниры. 

Упругий подвес на задних и передних колесах моделируется как 
две пружины с жесткостью соответственно 1C  и 2.C  Длина недефор-
мированных пружин равна 0

1y  и 0
2y  соответственно. 

Cчитаем, что корпус манипулятора — жесткое тело массой M 
и моментом инерции относительно поперечной оси .CJ  Для упроще-
ния модели массами стержней AB и OD можно пренебречь, тогда ра-
бочий инструмент представляем материальной точкой S массой m. 

В системе есть два привода: один обеспечивает постоянную про-
дольную скорость манипулятора, другой — регулирует угол наклона 
стержня OD для поддержания рабочего инструмента на заданной вы-
соте. В качестве управления принимается дополнительное напряже-
ние на втором двигателе. Стабилизация заданной скорости продоль-
ного движения обеспечивается путем создания момента на первом 
приводе, который компенсирует силу сопротивления при заданной 
продольной скорости движения. Его действие компенсируется силой P 
(силу P можно рассматривать как зависящую от скорости силу осо-
бой структуры [23]). Определение соответствующего напряжения на 
приводном двигателе здесь не рассматривается в связи с упрощением 
модели. 

Докажем устойчивость системы с выбранным методом управле-
ния и найдем закон управления как линейную функцию координат 
вектора состояния. 

Введем систему координат (см. рис. 3). Геометрическую конфигу-
рацию системы описывают следующие параметры: ( , )C x y  — центр 
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массы тела; ϕ  — угол наклона корпуса, измеренный от горизонтали; 
α  — угол наклона стержня OD (см. рис. 3); θ  — угол поворота при-
водного колеса электродвигателя. 

Получаем уравнение нелинейной геометрической связи, выра-
жающей постоянство длины стержня АВ в выбранных координатах: 

2 2 2( (cos 1) (1 cosθ)) ( sin sin θ) ,L α d L α l d l− + − + + − =           (12) 

где L = OB; d — радиус приводного колеса электродвигателя. 
В качестве избыточной координаты выбираем угол .θ  
Продифференцировав выражение (12) по времени, из линейного 

уравнения кинематической связи выражаем скорость изменения за-
висимой координаты θ�  как 

( )
( )

sin(α θ) ( )sin α cos
θ (α,θ) α, (α, ) .

sin(α θ) ( )sin θ cosθ
d L d l αLB B

d L L d l
− + − +

= ⋅ θ =
− + − +

� �     (13) 

Кинетическую энергию системы запишем как сумму кинетиче-
ской энергии кузова куз ,T  рабочего инструмента ST  и привода п:T  

куз п ,ST T T T= + +  

где 

( ) ( ) ( )22 2 2 2 2
куз п; ; ;

2 2 2 2
C

S S S
J JM mT x y T x y T θ= + + ϕ = + = θ + ϕ�� �� � � �  

( )
( )

1

2

( , ) cos ;

( , ) sin ;
S

S

x x r

y y r

= − τ α ϕ ϕ + α + δ + ϕ α

= − τ α ϕ ϕ + α + δ + ϕ α

� �� �

� �� �
                     (14) 

( ) ( )1 2( , ) cos sin cos ;k l l rτ α ϕ = ϕ + + ϕ − α + δ + ϕ  

( ) ( )2 2( , ) sin cos sin .k l l rτ α ϕ = ϕ − + ϕ − α + δ + ϕ  

Потенциальную энергию системы также запишем в виде суммы 
трех составляющих: потенциальной энергии кузова куз ,Π  рабочего 
инструмента SΠ  и пружин 1Π  и 2:Π  

куз 1 2;SΠ = Π + Π + Π + Π  

( )( ) ( )20

куз 1

( , )
, , , , 1, 2.

2
i i

S i i

y y y
Mgy mg y C i

ϕ −
Π = Π = + τ α ϕ Π = =  

2( , ) cos ( 1) sin , 1, 2.i
i iy y y a l i+ϕ = − ϕ − − ϕ =  
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Динамику коллекторного двигателя постоянного тока с незави-
симым возбуждением описываем [1] вторым законом Кирхгофа: 

,a
a a a a

a

dI dL R I K e
dt dt ν

θ+ + =                            (15) 

где aL  — индуктивность обмотки якоря; aR  — сопротивление якоря; 

aI  — сила тока в цепи якоря; aK  — коэффициент преобразователя 
питания; eν  — напряжение на выходе усилителя, подающего питание 
на якорную обмотку двигателя. 

Используем выражение (13) для исключения θ�  из выражения ки-
нетической энергии, при этом изменится только кинетическая энер-
гия привода: 

( )2
п ( , ) .

2
JT Bθ= α θ α + ϕ� �  

С учетом действующих на систему сил запишем уравнения дви-
жения в форме Шульгина в виде 

* * * *

0 2

* * * * *

1 3

; ;

(α,θ) (α,θ) ; 0,

d L L d L Lb y P b x
dt y y dt x x

d L L L d L LB b B b I
dt dt

 ∂ ∂ ∂ ∂− = − − = − ∂ ∂ ∂ ∂


 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − = − α + + − =  ∂α ∂α ∂θ ∂ϕ ∂ϕ 

� �
� �

�
� �

 (16) 

где * *L T= − Π  — функция Лагранжа; 0 1 2 3, , ,b b b b  — заданные по-
стоянные. 

Для получения полной математической модели к этим уравнени-
ям необходимо добавить уравнения (13) и (15). 

Координата x является циклической. В рассматриваемой задаче 
существует стационарное движение 

0 0 0 0 0, , , , , ,= α = α ϕ = ϕ = θ = θ =�ay y I I x v                   (17) 

параметры которого определяются из системы уравнений 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

2

0 0
1 1 0 0 1 2 2 0 0 2

0 0 0 0 3 0

0
2 0 0 1 1 0 0 1 0 3 0

0
2 2 0 0 2 0 4 0

0;

( , ) ( , ) 0;

sin( ) , ;

( , ) ( , ) sin cos

( , ) sin cos 0.

P b v

M m g C y y y C y y y

mgr B b I

mg C y y y a l

C y y y a l

 − =
 + + ϕ − + ϕ − =
 α + δ + ϕ = α θ


− τ α ϕ + ϕ − ϕ + ϕ +


+ ϕ − ϕ + ϕ =

        (18) 
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Для однозначного определения координат добавим уравнение 
геометрической связи (12) и выражение для заданной высоты 0h  ра-
бочего инструмента: 

( ) ( )0 0 0 2 0 0 0cos sin cos .h y k l l r= + ϕ + + ϕ − α + δ + ϕ         (19) 

Решение системы (18) и уравнения (19) было найдено численно 
в системе MATLAB при предварительном проведении дополнитель-
ного исследования для определения области, в которой эта система 
имеет единственное решение.  

Вводим возмущения: 

0 1 2 0 3 4 5
0

0 6 7 0 8 0 9

, , , , ,

, , , ,

y y x y x x x x x
x x I I x x e e uν ν

= + = α = α + α = =

ϕ = ϕ + ϕ = = + θ = θ + = +

�� �

�
         (20) 

и выделяем первое приближение в уравнениях возмущенного движе-
ния, полученных из уравнений (13), (15), (16). Приводим уравнения 
возмущенного движения к нормальному виду, в результате имеем 

(2) ,x Ax Su X= + +�                                   (21) 

где ( )1 2 3 4 5 6 7 8 9' , , , , , , , ,x x x x x x x x x x=  — фазовый вектор; A, S — число-
вые матрицы вида 

2423 25 27 28 2921 22

4443 45 47 48 4941 42

5451 52 53 55 57 58 59

7471 72 73 75 77 78 79

84 88 89

94

00 0 0 0 0 00 1 0
00

10 0 0 0 0 00 0 0
00

, 00 10 0 0 0 0 0 0
00
00

00 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0

aa a a a aa a

aa a a a aa a
A S

aa a a a a a a
aa a a a a a a

sa a a
a

  
  
  
  
 
 
 = =
 
 
 
 
 
 

 

1, .
a

s
L






 
 
  =
 
 
 
 
 
 



 

Последнее уравнение системы (21) получено из кинематической 
связи (13), в которой выделено первое приближение, и имеет вид 

( ) (2)
9 0 0 4, ( ).x B x X xθ= α θ +�                            (22) 

Проводим в выражении (21) линейную замену, аналогичную урав-
нению (10): 

9 0 0 3( , ) .x B x z= α θ +  
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Такая замена выделяет критическую переменную z, соответству-
ющую нулевому корню характеристического уравнения, уравнение 
связи принимает вид (2)

3( , ).z X x zθ= �  Далее выделяем линейную управ-
ляемую подсистему, не содержащую критическую переменную z: 

( )1 1 1 8, ' , , .w A w S u w x x= + =� …                         (23) 

Обратим внимание, что проведенная замена приводит к измене-
нию компонент, соответствующих фазовой переменной 3x  (изменен-
ные коэффициенты обозначены ):ija�  

282423 25 2721 22

484443 45 4741 42
1 1

54 5851 52 53 55 57

74 7871 72 73 75 77

84 88

000 0 00 1 0 0
0 0

010 0 00 0 0 0
0 0

, .
0 1 0 00 0 0 0 0

0 0
0 0
00 0 0 0 0

aaa a aa a

aaa a aa a
A S

a aa a a a a
a aa a a a a
a a s

   
   
   
   
   
   = =   
   
   
   
        

�

�

�
�

 

При выполнении условия управляемости для выражений (23), как 
и для первого манипулятора, коэффициенты управления находят ме-
тодом Красовского (см. [13]) посредством решения матричного ал-
гебраического уравнения Риккати. На рис. 4 приведены графики не-
которых переходных процессов при найденном управлении. Для 
расчетов использовались следующие параметры мобильного манипу-
лятора: 

M, кг …………….... 250 l2, м ……………. 0,65 d, м ………….…. 0,07 

m, кг …………...…. 25 l3, м ……………. 0,45 L, м …………….. 0,19 

g, м/с2 ………….…. 9,81 l4, м ……………. 0,50 l, м …………..…. 0,1 

a, м ……………….. 0,125 r, м …………….. 0,47 1

0 ,y  м ………..…. 0,20 

k, м …………….…. 0,275 δ, град …………. 10 2

0 ,y  м …………... 0,25 

C1, Н/м …………. 1,02е + 0,5 

C2, Н/м  ………… 1,03е + 0,5 
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Рис. 4. Переходный процесс по переменным 1x  (а), 3x  (б), 6x  (в) 

 
Заключение. Для обоих манипуляторов первое приближение 

уравнений возмущенного движения зависит от частных производных 
по угловым координатам и от коэффициента кинематической связи, 
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поскольку для существования стационарного режима необходим по-
стоянный момент (сила тока не равна нулю). Отсюда следует, что 
при изучении вопроса устойчивости в этой задаче нельзя ограничи-
ваться линейным приближением геометрической связи, а необходимо 
учитывать квадратичные члены ее разложения в окрестности стацио-
нарного режима. Такое же заключение сделано в работах [5, 15], но 
для устойчивости равновесия Раус [5] использовал уравнения с мно-
жителями связей. 
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The article describes mathematical models and solution of stabilization problems of sta-
tionary motions for two manipulators with excessive coordinate and nonlinear geometric 
constraint in the electric drive: a rotating manipulator and a four-wheel mobile manipu-
lator with elastic suspension. The method used here was developed earlier for holonomic 
and nonholonomic systems with differential constraints using the theory of critical (spe-
cial) Lyapunov cases in the nonlinear stability theory. The dynamics of the mechanical 
part of the manipulators is described using equations in the form developed by 
M.F. Shulgin for systems with redundant coordinates that do not contain joining factor. 
The voltage at the armature winding of the actuating electric motor is used for control. 
The second Kirchhoff’s law describes the dynamics equation of the motor. The closed 
system is a system of indirect control. The control law is determined by solution of the 
linear-quadratic stabilization problem by the Krasovsky method for an isolated subsys-
tem that does not include the critical variable corresponding to the zero root. Coefficients 
of controlling actions were found by solving the matrix algebraic Riccati equation using 
programs developed in the MATLAB system and taking into account the conditions 
 imposed by the geometric constraint on the coordinate perturbations. 
 
Keywords: geometric constraints, redundant coordinates, Shulgin equations, stabiliza-
tion, stationary motion, manipulator 
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