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Статья посвящена изучению физического смысла членов второго порядка мало-
сти уравнения неразрывности. В работе показано, что обычно отбрасываемые 
члены высокого порядка малости уравнения неразрывности также дают вклад, 
например, в генерацию периодических волн, увеличивая более чем в 2 раза интенсив-
ность колебаний, вычисленных Л.Д. Ландау и Е.М. Лифшицем. С пренебрежением 
членами второго порядка малости по времени деформаций или времени течения 
Н.Е. Жуковским составлено уравнение неразрывности при построении эллипсоида 
деформации. Н.Е. Жуковский вычислил некоторые из дополнительных членов урав-
нения, поэтому можно было составить баланс количества вещества с учетом 
членов второго и третьего порядков малости. Была установлена также неточ-
ность в выражении ротора вектора скорости через угловую скорость вращения: 
на уровне точности членов второго порядка малости. В связь ротора скорости с 
угловой скоростью вращения должны входить дополнительные члены. Проведен-
ный анализ уравнения неразрывности, обнаруженного в одной из статей Л. Эйле-
ра, содержание которой  в 1752 г. он включил в доклад в Берлинской Королевской 
академии наук, показал, что для несжимаемой жидкости дополнительные члены 
уравнения создают локальное несохранение. Этот случай следует рассматривать 
только как модельный, нереализуемый. Для сжимаемого газа локальное несохране-
ние принимает периодический характер и описывает действительно реализуемые 
течения с периодическими волнами давления или звука, генерируемыми потоком. 
Установлено, что в уравнениях газовой динамики для сжимаемого газа члены вто-
рого порядка малости по времени движения в неоднородной части волнового урав-
нения приводят к генерации звука и автоколебаний, не связанных с внешними воз-
действиями на поток.  
 
Ключевые слова: уравнение неразрывности, члены высокого порядка по времени, 
автоколебания, волновое уравнение, эллипсоид деформации 

 
Введение. В 1997–1999 гг. изучая работы Н.Е. Жуковского [1], 

профессор В.А. Бубнов [2, 3] установил, что при построении эллип-
соида деформации уравнение неразрывности было составлено с пре-
небрежением членами второго порядка малости по времени деформа-
ций или по времени течения. Это отмечается также в первом томе 
известного учебника по теоретической гидромеханике [4]. Н.Е. Жу-
ковский вычислил некоторые из дополнительных членов уравнения. 
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Поэтому можно составить баланс количества вещества с учетом чле-
нов второго и третьего порядков малости. Затем была обнаружена 
неточность в выражении ротора вектора скорости через угловую ско-
рость вращения ω. На уровне точности членов второго порядка мало-
сти в связь ротора скорости с ω должны входить дополнительные 
члены. После их учета в 2006 г. получили уравнение неразрывности 
для несжимаемой жидкости с членами второго и третьего порядков 
малости. Была предложена также аналогичная форма уравнения не-
разрывности для сжимаемого газа. Поскольку автор настоящей ста-
тьи имел представление о виде дополнительных членов уравнения 
неразрывности, ему удалось обнаружить их в малоизвестной статье 
Л. Эйлера «Принципы движения жидкости» [5], написанной на латы-
ни и доложенной 31 августа 1752 г. в Берлинской Королевской ака-
демии наук. Причем более поздняя работа Л. Эйлера с таким же 
названием, написанная на французском языке, уже не содержала чле-
нов высокого порядка малости.  

Созданием дифференциального и интегрального исчисления па-
раллельно занимались Г.В. Лейбниц на европейском континенте — 
в виде теории бесконечно малых и И. Ньютон в Англии — в виде тео-
рии исчезающе малых величин. Известно о диспуте между Г.В. Лей-
бницем и И. Ньютоном о сходстве и различиях теорий и первенстве 
построения. В теории Лейбница дифференциал рассматривался как 
малая, но конечная величина dt = t – t0. В теории Ньютона аналог 
дифференциалов — моменты — должны были сводиться к нулю по-
сле завершения построений. Как пишет Л. Карно, Л. Эйлер был при-
верженцем теории Ньютона и поэтому приравнял члены высокого 
порядка малости к нулю при выводе уравнения неразрывности.  

Цель настоящей работы — изучение физического смысла членов 
второго порядка малости уравнения неразрывности, обычно отбра-
сываемых. Законы сохранения как основа математической физики 
должны быть четко обоснованы. Приведенные в данной статье мате-
риалы основаны на выполнении следующих двух положений. 

1. Для математической физики важна не словесная формулировка 
закона сохранения, а его математическое выражение и согласован-
ность с имеющимся полем скорости жидкости или газа. 

2. Геометрические построения, применяемые при выводе закона со-
хранения количества вещества по времени движения жидкости, должны 
быть выполнены и доведены до конечного результата для объема ко-
нечных размеров и конечного интервала времени Δt его перемещения 
и деформации, для которых справедлива элементарная геометрия ко-
нечных величин, а не для бесконечно малых. При преждевременных 
предельных переходах устремления к нулю размеров контрольной 
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фигуры пути перемещения жидкой частицы и интервала времени пе-
ремещения теряется обоснованность геометрических построений. 

О выводе Н.Е. Жуковским уравнения неразрывности. Маги-
стерская диссертация Н.Е. Жуковского [1, 6] посвящена закону со-
хранения, ставшему центральным принципом в математической фи-
зике. Поэтому построение эллипсоида деформации было первой 
темой, рассмотренной в учебнике [4], по которому преподавали гид-
рогазодинамику в 1940–1970 гг. В диссертации Н.Е. Жуковского и в 
учебнике [4, с. 10] имеются замечания о том, что построение эллип-
соида выполняют только «с точностью до величин второго порядка 
малости». Это также отметил В.А. Бубнов в работах [2, 3]. Таким об-
разом, оказывается, что важнейший принцип математической физики 
отражается математическими соотношениями с неполной степенью 
точности. Исходя из геометрических построений Н.Е. Жуковского, 
которые сопровождались подробным расчетом, были установлены и 
следующие, неучтенные члены, добавленные к левой части уравне-
ния divV = 0 (V — вектор скорости).  

Выяснилось, что при построении эллипсоида деформации ис-
пользовалось скошение координатных осей и вращение, учитываемое 
ротором вектора скорости. При этом оператор rot V отражает угло-
вую скорость вращения только в первом приближении, а при более 
точном подходе следует учитывать еще и дополнительные члены. 

С учетом дополнительных членов в 2006 г. были получены урав-
нения неразрывности [6, 7]:  
для плоского двумерного течения несжимаемой жидкости 

∂u/∂x + ∂v/∂y + Δt [(∂u/∂x)(∂v/∂y) – (∂u/∂y)(∂v/∂x)] = 0 
и для сжимаемого газа  

∂ρ/∂t + ∂(ρu)/∂x + ∂(ρv)/∂y + Δt ρ [(∂u/∂x)(∂v/∂y) – (∂u/∂y)(∂v/∂x)] = 0. 
Здесь u, v — компоненты скорости жидкости или газа вдоль осей x, y; 
ρ — плотность жидкости; t — время движения жидкой частицы или 
деформации контрольной фигуры.  

О выводе Л. Эйлером уравнения неразрывности. Такие же до-
полнительные члены уравнения неразрывности для несжимаемой 
жидкости были обнаружены в докладе Л. Эйлера [5]. Результаты 
Н.Е. Жуковского с приведенной выше поправкой совпали с результа-
том Л. Эйлера. Для плоского двумерного течения уравнение нераз-
рывности, полученное Л. Эйлером, имеет вид  

/ /
/ / 0.

/ /

u x u y
u x  v y t  

v x v y

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ + ∂ ∂ + ∆ =

∂ ∂ ∂ ∂
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К. Трусделл [7], излагая в 1954 г. содержание доклада Л. Эйлера, 
выразил дополнительные члены уравнения неразрывности через яко-
бианы вектора скорости второго ∂(u, v)/∂(x, y), ∂(v, w)/∂(y, z), 
∂(w, u)/∂(z, x) и третьего ∂(u, v, w)/∂(x, y, z) порядков. 

Для трехмерного течения несжимаемой жидкости уравнение не-
разрывности Эйлера представлено в виде 

divV + Δt [∂(u, v)/∂(x, y) + ∂(v, w)/∂(y, z) + ∂(w, u)/∂(z, x)] + 
+ (Δt)2 ∂(u, v, w)/∂(x, y, z) = 0. 

Использование векторно-скалярного произведения для выво-
да уравнения неразрывности. Пусть контрольная фигура в началь-
ный момент времени имеет вид куба с единичным размером ребер. 
Компоненты скорости u, v, w вдоль осей x, y, z через интервал времени 
Δt деформируют куб в наклонный параллелепипед. Тогда координаты 
трех ее угловых точек будут иметь следующий вид: 

1 + Δt∂u/∂x,   Δt∂u/∂y,   Δt∂u/∂z; 
Δt∂v/∂x,   1 + Δt∂v/∂y,   Δt∂v/∂z;   

Δt∂w/∂x,   Δt∂w/∂y,   1 + Δt∂w/∂z. 
Объем параллелепипеда можно выразить через определитель 

1 / , / , /
/ , 1 / ,  /

, / /
.

/ , 1

  t u x t u y t u z
t v x t v y t v z
t w x t w y t w z

+ ∆ ∂ ∂ ∆ ∂ ∂ ∆ ∂ ∂
∆ ∂ ∂ + ∆ ∂ ∂ ∆ ∂ ∂
∆ ∂ ∂ ∆ ∂ ∂ + ∆ ∂ ∂

 

Разложим определитель на отдельные слагаемые и объединим их 
в три определителя второго порядка и один определитель третьего 
порядка: 

1 / ,    / ,      /
/ ,         1  / ,    /
/ ,          / ,       1  /

+ ∆ ∂ ∂ ∆ ∂ ∂ ∆ ∂ ∂
∆ ∂ ∂ + ∆ ∂ ∂ ∆ ∂ ∂
∆ ∂ ∂ ∆ ∂ ∂ + ∆

=
∂ ∂

  t u x t u y    t u z
t v x t v y  t v z
t w x t w y t w z

 

= 1 + Δt∂v/∂y + Δt∂w/∂z + (Δt)2(∂v/∂y)(∂w/∂z) + Δt∂u/∂x + 
+ (Δt)2(∂u/∂x)(∂v/∂y) + (Δt)2(∂w/∂z)(∂u/∂x) + (Δt)3(∂u/∂x)(∂v/∂y)(∂w/∂z) + 
+ (Δt)3(∂u/∂y)(∂w/∂x)(∂v/∂z) + (Δt)3(∂v/∂x)(∂w/∂y)(∂u/∂z) – (Δt)2(∂u/∂z) × 
× (∂w/∂x) – (Δt)3(∂w/∂x)(∂v/∂y)(∂u/∂z) – (Δt)3(∂v/∂x)(∂u/∂y)(∂w/∂z) – 
– (Δt)2(∂u/∂y)(∂v/∂x) – (Δt)2(∂v/∂z)(∂w/∂y) – (Δt)3(∂u/∂x)(∂w/∂y)(∂v/∂z) = 
= 1 + Δt(∂u/∂x + ∂v/∂y + ∂w/∂z) + (Δt)2 {[(∂u/∂x)(∂v/∂y) – (∂u/∂y)(∂v/∂x)] + 
+ [(∂v/∂y)(∂w/∂z) – (∂v/∂z)(∂w/∂y)] + [(∂w/∂z)(∂u/∂x) – (∂u/∂z)(∂w/∂x) ]} + 

3

/ / /
  / / /

/ / /
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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Приравняем объем призмы к объему единичного куба, сократим 
единицы в левой и правой частях равенства и разделим каждый член 
на интервал времени Δt. Тогда получим 

∂u/∂x + ∂v/∂y + ∂w/∂z) + (Δt){[(∂u/∂x)(∂v/∂y) – (∂u/∂y)(∂v/∂x)] + 
+ [(∂v/∂y)(∂w/∂z) – (∂v/∂z)(∂w/∂y)] + [(∂w/∂z)(∂u/∂x) – (∂u/∂z)(∂w/∂x) ]} + 

2

/    /    /
/    /     / 0.
/   /   /

( )
u x u y u z

 t v x v y v z  
w x w y w z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ ∆ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

Таким образом, получено уравнение неразрывности Эйлера с чле- 
нами высокого порядка малости по времени деформации простым 
компактным методом. Результат совпадает с промежуточным резуль-
татом Л. Эйлера, предшествующим предельному переходу к нулю 
членов высокого порядка малости по времени.  

Перевод с латыни на русский язык разделов доклада Л. Эйлера [5], 
посвященных выводу уравнения неразрывности для плоского двумер-
ного течения, и переводы на английский, немецкий, французский, ис-
панский, португальский, итальянский и болгарский языки имеются в 
работах [8–10]. 

Локальное несохранение. Возникает парадокс локального несо-
хранения. Л. Эйлер и Н.Е. Жуковский, исходя из требования сохра-
нения, при линейном законе деформаций установили изменение 
площади и объема контрольной фигуры во времени. Оба ученых раз-
решили этот парадокс путем отбрасывания членов второго и третьего 
порядков малости. В настоящее время при изучении автоколебаний, 
возникающих в потоке без внешнего воздействия, парадокс локаль-
ного несохранения разрешается переходом к учету сжимаемости газа 
и жидкости [10, 11] и взятием производной по времени от уравнения 
неразрывности. Для исключения членов высокого порядка малости 
предлагается повысить порядок дифференциального уравнения, а не 
уничтожать их предельным переходом. Производная от уравнения 
неразрывности по времени используется в методе Лайтхилла акусти-
ческой аналогии [12], применение которого дает волновое уравнение. 
В этом случае дополнительные члены, содержащие якобианы второго 
порядка, поступают в неоднородную часть волнового уравнения и 
приводят к генерации периодических синусоидальных волн давления 
звука и автоколебаний. Интегральное сохранение общего количества 
вещества, отстаивавшееся М.В. Ломоносовым, при этом сохраняется. 

Использование членов второго порядка малости уравнения 
неразрывности в волновом уравнении. Формальный вывод волно-
вого уравнения для сжимаемого газа был сделан М.Дж. Лайтхиллом 
в 1952–1954 гг. [12], который добавил турбулентные члены в уравне-
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ние неразрывности и уравнение движения, взял производную по вре-
мени от уравнения неразрывности, а по координатам — от уравнения 
движения, вычел один результат из другого и получил неоднородное 
волновое уравнение. 

Имея в уравнении неразрывности дополнительные члены, вычис-
ленные Л. Эйлером, уже не требуется добавлять неизвестные неопре-
деленные турбулентные члены для получения неоднородной части 
волнового уравнения. Дополнительные члены, полученные точным 
геометрическим расчетом, приведут к генерации гармонических ко-
лебаний. Для плоского двумерного течения волновое уравнение при-
мет вид 

2 2 2 2 2 2
0

/ /
/ – / – / –  

/
,

/

u x u y
t p x p y

v x v y

∂ ∂ ∂
∂ ρ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = ρ

∂ ∂ ∂ ∂
 

где p — давление; ρ, ρ0 — плотность и среднее значение плотности 
жидкости; u, v — компоненты скорости вдоль осей x и y.  

Решение волнового уравнения методом запаздывающих потенци-
алов позволяет вычислить интенсивность возникающих волн автоко-
лебаний [13]: 

I[Вт/м2] = ρ0V1
2J 

2/(16π2 c0r2), 
где ρ0 — плотность жидкости; c0 — скорость звука; r — радиус-
вектор расстояния наблюдения интенсивности колебаний от источ-
ника; V1 — объем, генерирующий волны. 

Ряд рецензентов указал на невыполнение для уравнения нераз-
рывности с дополнительными членами высокого порядка малости по 
времени преобразований Галилея, применяемых для выбора непо-
движной системы координат или движущейся относительно нее рав-
номерно и прямолинейно. Следует напомнить, что эти колебания бу-
дут происходить с ускорением, изменяющимся по синусоидальному 
закону; движение будет неравномерным. Поэтому требовать от урав-
нения неразрывности с дополнительными членами выполнения пре-
образования Галилея, относящегося к прямолинейному равномерно-
му движению, нельзя. 

Дополнительные члены второго порядка малости отражают пар-
ность [14] деформаций контрольной фигуры, т. е. учитывают, что, 
например, результат растяжения вдоль оси x будет еще подправлен 
сжатием вдоль оси y (рисунок, поз. а). 

Такой тонкий геометрический учет процесса деформации можно 
сделать только при рассмотрении конечных величин Δx, Δy, Δt, а не 
бесконечно малых.  
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Контрольная фигура: 
а — парность деформаций; б — пересечения жидкими частицами границ 

контрольной фигуры 
 
В выводе уравнения неразрывности с использованием формулы 

Гаусса — Остроградского члены высокого порядка малости по време-
ни не появляются вследствие пренебрежения парностью движения 
жидкой частицы относительно границы контрольной фигуры. Прирав-
нивание к нулю тангенциальной скорости движения жидкой частицы 
к границе контрольной фигуры в формуле Гаусса — Остроградского 
с направляющими косинусами [15, формула (5) из раздела 651] ис-
ключает из рассмотрения жидкие частицы, совершающие двойные 
пересечения за время Δt границы контрольной фигуры (см. рисунок, 
поз. б).  

Расчет баланса вещества по полной формуле Гаусса — Остро- 
градского [15, формула (4) из раздела 651] с заменой интегралов ин-
тегральными суммами [10] дает результат, совпадающий с результа-
том, который получен Л. Эйлером при выводе уравнения неразрыв-
ности c членами высокого порядка малости [5]. 

Использование членов второго порядка малости уравнения не-
разрывности приведено в работе [16]. 

Приведем также уравнение неразрывности с членами второго 
и третьего порядков малости для трехмерного течения сжимаемого 
газа [17]: 

∂ρ/∂t + div (ρV) + Δt ρ[∂(u, v)/∂(x, y) + ∂(v, w)/∂(y, z) + ∂(w, u)/∂(z, x)] + 
+ (Δt)2 ρ ∂(u, v, w)/∂(x, y, z) = 0. 

Заключение. Исследование физического смысла членов второго 
порядка малости уравнения неразрывности, обычно отбрасываемых, 
показало, что члены второго порядка малости по времени движения в 
правой неоднородной части волнового уравнения приводят к допол-
нительной генерации периодических волн давления потоком сжима-
емого газа. 
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Л.Д. Ландау и Е.М. Лифшицем было выведено волновое уравнение, 
генерирующее периодические волны за счет учета конвективных чле-
нов уравнения движения. Члены второго порядка малости уравнения 
неразрывности увеличивают интенсивность генерации волн, вычислен-
ных Л.Д. Ландау и Е.М. Лифшицем. Наряду с вибратором Ландау — 
Лифшица можно говорить о вибраторе Эйлера — Жуковского: оба виб-
ратора суммируют интенсивность генерируемых периодических волн. 
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The study deals with the physical interpretation of the terms of the second order of small-
ness found in the continuity equation. The article shows that these terms, which are usually 
discarded, also contribute to, for instance, periodic wave generation, increasing the vibra-
tion intensity computed by L.D. Landau and E.M. Lifshitz more than twofold. N.E. Zhu-
kovsky disregarded the terms of the second order of smallness with respect to strain time 
or flow time when writing down the continuity equation for plotting the strain ellipsoid. 
He did calculate a number of additional terms; this is why he could have balanced the 
amount of substance taking into account terms of the second and third orders of small-
ness. We also identified that the expression for the curl of the velocity vector in terms of 
angular velocity is inaccurate: at the level of accuracy defined by terms of the second or-
der of smallness there should be additional terms in the velocity curl as a function of an-
gular velocity. We analysed the continuity equation found in one of the articles by L. Eu-
ler that he presented in 1752 at the Royal Prussian Academy of Sciences, and we show 
that for incompressible fluid those additional terms create local nonconservation. This 
case should only be considered as a model one that is not possible in reality. For com-
pressible gas this local nonconservation becomes periodic and describes actually existing 
flows with periodic pressure waves, or sound, generated by the flow. We determined that 
in equations of compressible gas dynamics these terms of the second order of smallness 
with respect to motion time found in the non-homogeneous part of the wave equation lead 
to generation of sound and self-excited vibrations that are not connected to external fac-
tors affecting the flow.  
 
Keywords: continuity equation, terms of higher orders of smallness with respect to time, 
self-excited vibrations, wave equation, strain ellipsoid 
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