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Работа посвящена вопросам математического моделирования кинематических 
свойств и управления динамикой управляемых систем с программными связями. 
Предложена система дифференциальных уравнений, используемая для составле-
ния уравнений нестационарных дифференциальных связей. Рассмотрена задача 
построения уравнений динамики на основе интегрального вариационного принципа. 
Для решения задачи стабилизации связей введены уравнения программных связей. 
Применение приведенных методов моделирования продемонстрировано на примере 
задачи управления движением колесной системы с обходом подвижных препят-
ствий. В ходе решения задачи построены уравнения кинематики системы, выра-
женные в виде уравнений нестационарных дифференциальных связей, и модель ди-
намики управляемой системы с программными связями. Определены выражения 
управляющих сил, действующих на систему с целью обеспечить выполнение урав-
нений связей, наложенных на систему. Результаты решения рассмотренной зада-
чи подтверждают эффективность приведенных методов. Предлагаемые в работе 
методы применимы для решения траекторных задач, задач управления движением 
электромеханических систем и управления динамикой экономических, производ-
ственных и технических систем.  
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Введение. Вопросы моделирования кинематики и динамики управ-

ляемых механических систем остаются достаточно актуальными вслед-
ствие широкого внедрения робототехники в различные отрасли науки 
и производства, развития космических технологий, транспортных си-
стем и применения в быту. К управляемым механическим системам 
можно отнести роботы-манипуляторы, мобильные роботы, космические 
объекты и т. п. Большинство возникающих задач исследования механи-
ческих систем можно свести к двум взаимосвязанным научным про-
блемам: моделированию кинематики и динамики систем и управлению 
их движением. 

В задачах моделирования кинематики и динамики механических 
систем широко применяется предложенный в работе [1] метод по-
строения множества систем дифференциальных уравнений, имеющих 
заданную интегральную кривую на плоскости. В частности, в рабо- 
те [2] рассмотрена задача построения множества систем дифферен-
циальных уравнений, имеющих заданные интегральные многообра-
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зия, методом, предложенным в работе [1], и определена структура 
систем дифференциальных уравнений из условия устойчивости этих 
многообразий. В работе [3] построена автономная система диффе-
ренциальных уравнений по заданному распределению фазовых тра-
екторий на плоскости, определены коэффициенты системы исходя из 
вида интегральных кривых и особых точек. В работе [4] предложена 
система дифференциальных уравнений, позволяющая описать кине-
матические свойства механической системы уравнениями дифферен-
циальных связей. Изложенные в работах [3, 4] методы построения 
динамических систем эффективно используются для программирова-
ния движения управляемых механических систем, соответствующего 
заданным свойствам. Программное движение осуществляется по-
средством дополнительных управляющих сил. Поэтому основная за-
дача управления сводится к определению сил, прикладываемых 
к управляемой системе в соответствии с поставленной целью. 

При численном решении систем дифференциально-алгебраичес- 
ких уравнений, составленных из уравнений динамики и уравнений 
связей, возникает проблема стабилизации связей. В работе [5] приве-
дена модификация уравнений динамики систем со связями, позволя-
ющая решить эту задачу. В работе [6] введены в рассмотрение урав-
нения программных связей. 

В предлагаемой работе рассмотрена задача построения уравне-
ний динамики механических систем с заранее заданными кинемати-
ческими свойствами, которые описываются 1m  уравнениями голо-
номных и 2m  уравнениями неголономных связей: 

( , ) 0;q tΦ =  ( , , ) 0;q q tΨ =�                                   (1) 

( );µΦ = ϕ  ( );ηΨ = ψ  11, ..., ,mµ =  21, ..., . mη =  

Моделирование кинематических свойств. Уравнения неголо-
номных связей ( , , ) 0q q tΨ =�  механической системы, положение ко-
торой определяется обобщенными координатами 1 2, , , ,mq q q…  могут 
быть получены в соответствии со структурой множества неавтоном-
ных систем дифференциальных уравнений, определенной в виде [4] 
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Для этого необходимо записать выражения координат 1 2, , ..., nx x x  

и их производных 1 2, , ..., ndxdx dx
dt dt dt

 через обобщенные координаты 

1 2, , , mq q q…  и скорости 1 2, , , mq q q� � �…  механической системы и под-
ставить полученные выражения в систему уравнений (2). 

В системе уравнений (2) заданные функции ( , ),if x t  1, ..., ,i r=  
являются ее частными интегралами [3, 4]. Предполагается, что при 
любом t  функции ( , )if x t  всюду в области G  непрерывны и обла-

дают непрерывными частными производными , ,i i

j

f f
x t

∂ ∂
∂ ∂

 1, ..., ,j n=  

2

1
0,

n
i

j j

f
x=

 ∂ ≠  ∂ 
∑  Q(x, t) — произвольная непрерывная функция, Pj(x, t) — 

непрерывные функции, обращающиеся в нуль вдоль многообразия (2). 
Построение уравнений динамики. Для построения уравнений 

динамики системы должны быть известны ее кинетическая 0T =  
0 ( , )T q q= �  и потенциальная 0 0 ( , )P P q t=  энергии, диссипативная 

функция 0 0 ( , , ),D D q q t= �  элементарная работа ,A Q q R qδ = δ + δ  где 
,Qν  1, ..., ,mν =  — обобщенные непотенциальные внешние силы, 

Rν  — управляющие силы, действующие на систему для обеспечения 
выполнения уравнений связей (1). 

Вектор R  определяется равенством [6] 

,TR = Θ λ                                                (3) 

где ( )1 21, , m m+λ = λ λ…  — вектор произвольных множителей,  

,q

q

Φ 
Θ =  Ψ �

 ,q q
µ∂ϕ 

Φ =  ∂ 
 .q q

η∂ψ 
Ψ =  ∂ 
� �

                       (4) 

Для стабилизации связей необходимо учитывать отклонения от 
уравнений (1) и вводить уравнения программных связей [6]: 

( , ) ( );q t y tΦ =  ( ) ,µΦ = ϕ  11, ..., ;mµ =                         (5) 

( );q tq y tΦ + Φ =� �  ;q q
µ

ν

∂ϕ 
Φ =  ∂ 

 ,t t
µ∂ϕ 

Φ =  ∂ 
 1, ..., ;mν =        (6) 

( , , ) ( );q q t y t′Ψ =�  ( ) ,ηΨ = ψ  21, ..., .mη =                   (7) 
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Правые части ( ),y t  ( ),y t�  ( )y t′  равенств (5)–(7) определяются как 
решения дифференциальных уравнений возмущений связей: 

( , , , , , );dy g y y y q q t
dt

′=
�

� �    ( , , , , , );dy h y y y q q t
dt

′ ′= � �            (8) 

( )0, 0, 0, , , 0;g q q t =�    ( )0, 0, 0, , , 0.h q q t =�  

Уравнения (8) должны быть рассмотрены совместно с уравнени-
ями динамики и начальными условиями 

0 0( ) ;q t q=    0 0( ) ;q t q=� �    0
0( ) ;y t = Φ    0

0( ) ;y t = Φ��    0
0( ) .y t′ = Ψ  

Основным условием вывода уравнения динамики в виде уравнений 
Лагранжа является независимость обобщенных координат системы. Для 
построения системы дифференциальных уравнений можно воспользо-
ваться интегральным вариационным принципом Гамильтона—Остро- 
градского [7]. 

В результате применения основной леммы вариационного исчис-
ления, используя выражение элементарной работы обобщенных 
управляющих сил, получаем уравнения Лагранжа второго рода 

.Td T T P D Q
dt q q q q

∂ ∂ ∂ ∂− + + = Θ λ +
∂ ∂ ∂ ∂� �

                          (9) 

Уравнения возмущений связей (8) можно получить из равенств 

0;

0.

d T T P D
dt y y y y

d T D
dt y y

∂ ∂ ∂ ∂− + + =
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂+ =
′ ′∂ ∂

� �
                               (10) 

Для определения выражения вектора множителей λ  необходимо 
продифференцировать уравнения связей (6) и (7) с учетом выраже-
ний (9) и (10), разрешенных относительно старших производных. 

Вектор обобщенных управляющих сил определяется в виде [6]  

.TR = Θ λ  

Пример моделирования движения колесной системы с обхо-
дом подвижных препятствий. Уравнения кинематики. Шасси 
трехколесной системы, движущейся по горизонтальной плоскости, 
состоит из оси переднего колеса и кузова, жестко скрепленного 
с осью задних колес. Общая схема колесной системы представлена на 
рис. 1, на котором положительному значению углов 3 4,q q  соответ-
ствует поворот колес влево. 
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Рис. 1. Схема колесной системы: 

1 2
( , )M q q  — центр масс системы; 

3
q  — угол поворота переднего колеса, отсчитываемый от 

оси  симметрии  системы; 
4

q  — угол  между осью симметрии колесной системы и осью ;Ox  

5 6 7
, ,q q q  — углы поворотов соответственно переднего, левого и правого колес задней оси 

 
Введем следующие обозначения констант: 0 13m m m= +  — масса 

всей колесной системы; 0m  — масса кузова; 1m  — масса каждого ко-
леса; 1 2L l l= +  — база системы; 1,l  2l  — расстояния от центра масс 
системы до ее передней и соответственно задней оси; r  — радиус 
колес; h  — длина задней полуоси; A  — момент инерции колеса от-
носительно диаметра; C  — осевой момент инерции. 

Будем считать, что управление колесной системой осуществляет-
ся моментами 1,M  2M  и 3,R  приложенными соответственно к лево-
му и правому колесам задней оси и к рулевому приводу. Необходимо 
определить выражения для моментов 1,M  2 ,M  3 ,R  такие, чтобы точ-
ка 1 2( , )M q q  совершала движение из произвольной точки простран-
ства XOY  к движущейся точке, образованной пересечением прямых 

1 1q k t= −  и 2 0,q =  с обходом двух препятствий, ограниченных кри-
выми, которые заданы уравнениями: 

2 2
1 2 2

2 2
1 3 2

( 2 ) 4 1;
1 16 3( 1 ) ( ) 1.
4 9 2

q k t q

q k t q

+ + + =

− + + − =
                         (11) 

Фазовое состояние колесной системы определяется обобщенны-

ми координатами iq  и скоростями i
i

dqq
dt

=�  ( )1, ...,7 .i =  Требуемые 

движения колесной системы будут осуществляться, если на коорди-
наты 1 2,q q  и скорости 1 2,q q� �  точки M  наложить дифференциальные 
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связи, уравнения которых получены в соответствии с системой урав-
нений (2): 

( )1 1 3 4 2 1 2 4 2 1 2 3 1 3 4

2 2 3 4 1 2 1 2 4 1 3 1 2 3 2 3 4

16 84 2 3 ;
39 9
42 ( 2 ) ( 1 ) .
29

q f f f q f f f q f f f g g g

q f f f q k t f f f q k t f f f g g g

= − − − − −

= − + + + + − + −

�

�
  (12) 

Здесь функции 

1 1 2 1 1( , , ) ;f q q t q k t= +  2 1 2 2( , , ) ;f q q t q=  

( )2 2
3 1 2 1 2 2

1( , , ) ( 2 ) 4 1 ;
2

f q q t q k t q= + + + −  

2
2

4 1 2 1 3 2
1 1 16 3( , , ) ( 1 ) 1
2 4 9 2

f q q t q k t q
  = − + + − −     

 

являются частными интегралами системы уравнений (12); 

( )
1 1 2 2 3 4 1 2 1 2 4 1 3 1 2 3

2 1 2 1 3 4 2 1 2 4 2 1 2 3

3 1 2 1 2 3 4 2 1 2 1 2 4 3 1 3 1 2 3
12 2

4 1 2 1 2

( , , ) ( 2 ) ( 1 ) ;
8( , , ) 4 2 3 ;
9

( , , ) ( 2 ) ( 1 ) ;

( , , ) .

g q q t f f f q k t f f f q k t f f f

g q q t f f f q f f f q f f f

g q q t k f f f k q k t f f f k q k t f f f

g q q t g g
−

= + + + + − +

= + + −

= + + + + − +

 = + 

 

Условия качения без проскальзывания и отсутствия бокового 
проскальзывания всех колес приводят к следующим уравнениям 
дифференциальных связей: 

( ) ( )1 3 4 2 3 4 4 1 3 5cos sin sin 0;q q q q q q q l q rq+ + + + − =� � � �           (13) 

1 4 2 4 4 6cos sin 0;q q q q hq rq+ − − =� � � �                           (14) 

1 4 2 4 4 7cos sin 0;q q q q hq rq+ + − =� � � �                           (15) 

( ) ( )1 3 4 2 3 4 4 1 3sin cos cos 0;q q q q q q q l q+ − + − =� � �            (16) 

1 4 2 4 2 4sin cos 0.q q q q l q− + =� � �                              (17) 

Выражения (13)–(15), (17) можно представить в виде 

( )
3

1 7
1

, , ..., ,k kj j kj kj
j

q b q b b q q
=

= =∑� �  4, ...,7,k =                  (18) 
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где 

41 4
2

1 sin ;b q
l

= −    42 4
2

1 cos ;b q
l

=  

51 3 4 3 4
2

1 cos cos sin sin ;Lb q q q q
r l

 
= − 

 
 

52 3 4 3 4
2

1 cos sin sin cos ;Lb q q q q
r l

 
= + 

 
 

61 4 4
2

1 cos sin ;hb q q
r l

 
= + 

 
  62 4 4

2

1 sin cos ;hb q q
r l

 
= − 

 
        (19) 

71 4 4
2

1 cos sin ;hb q q
r l

 
= − 

 
  72 4 4

2

1 sin cos ;hb q q
r l

 
= + 

 
 

3 0, 5, 6, 7.kb k= =  

Исключая из уравнения (16) скорости 1 2 4, , ,q q q� � �  с учетом выра-
жений (12), (17) получаем уравнение голономной связи: 

3 4 3 4 1 1 2
2

3 4 3 4 2 1 2
2

sin cos cos sin ( , , )

sin sin cos cos ( , , ) 0.

Lq q q q F q q t
l

Lq q q q F q q t
l

 
+ + 

 
 

+ − = 
 

         (20) 

Уравнения неголономных связей системы примут вид 

1 1 1 2( , , ) 0;q F q q t− =�                                      (21) 

2 2 1 2( , , ) 0,q F q q t− =�                                      (22) 

где 1 1 2( , , ),F q q t  2 1 2( , , )F q q t  представляют собой правые части урав-
нений (12). 

Уравнения динамики колесной системы с программными 
связями. Для составления уравнений динамики определим кинети-
ческую энергию колесной системы: 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2
1 2 3 4 3 4 1 1 2

2 2 2
2 4 1 4 4 5 6 7

2
2 2 2

cos sin ,
2

m A JT q q q q Aq q m l l

Cq q q q q q q q

= + + + + + − ×

× − + + +

� � � � � �

� � � � � �
           (23) 
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где ( )2 2 2 2
0 0 1 1 22 2 3J m k m l l h A= + + + +  — момент инерции системы от-

носительно вертикальной оси, проходящей через точку 1 2( , ).M q q  
Подставив выражение (18) в равенство (23), получим выражение 

для приведенной кинетической энергии системы: 
3

* *

1
2 ,ij i j

i, j
T a q q

=

= ∑ � �  

( )

( )

( )

* 2 21
11 4 1 2 42

2 2

22 2 2 2
2 4 4 3 4 2 3 42 2

2

* * 1
12 21 4 1 2 42

2 2

2 2
2 3 4 2 42 2

2

2 2 2
4 1 3

sin 2 sin
2 2

2 cos 2 sin sin sin cos cos ;
2

sin 2 2 sin 2
4 2

sin 2 cos 2 3 sin 2
4

2 sin 2 sin sin 2

mm Ja q l l q
l l

C l q h q L q q l q q
r l

mJa a q l l q
l l

C l q q l q
r l

h q l q

= + + − +

 + + + −  

= = − − − +

+ − −

− − ( )

( )

( )( )

4 1 2 3 3 4

* 2 21
22 4 1 2 42

2 2

22 2 2 2
2 4 4 1 3 4 2 3 42 2

2

* * * * *
13 31 4 23 32 4 33

2 2

2 sin cos 2 ;

cos 2 cos
2 2

2 sin 2 cos sin cos sin ;
2

sin ; cos ; .
2 2 2

q l l q q q

mm Ja q l l q
l l

C l q h q l q q l q q
r l

A A Aa a q a a q a
l l

− + 

= + + − +

 + + + + +  

= = − = = =

(24) 

Полагая, что внешние силы отсутствуют, составим уравнения ди-
намики системы в форме уравнений Воронца: 

* * *7 7 3

4 4 1
, 1, 2, 3.k

ki ij j i i
k k ji i k k

d T T T Tb q Q R i
dt q q q q= = =

∂ ∂ ∂ ∂− − + β = + =
∂ ∂ ∂ ∂∑ ∑∑ �
� �

     (25) 

В уравнениях (25) силы iQ  соответствуют управляющим момен-
там 1M  и 2:M  

6 1 7 2;i i iQ b M b M= +  

1,R  2R  — реакции связи (20); 3R  — управляющий момент; k
ijβ =  

7 7

4 4
.kj kj ki ki

li lj
l li l j l

b b b bb b
q q q q= =

∂ ∂ ∂ ∂= + − −
∂ ∂ ∂ ∂∑ ∑  
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С учетом равенств (20)–(22) введем уравнения программных свя-
зей [6]: 

( )1 1 1 2 3 4, , , , ,y q q q q t= ϕ                                    (26) 

( )1 1 1 1 2, , , ;z q q q t= ψ �                                       (27) 

( )2 2 2 1 2, , , ;z q q q t= ψ �                                      (28) 

( )

( )

1 3 4 3 4 1 1 2
2

3 4 3 4 2 1 2
2

sin cos cos sin , ,

sin sin cos cos , , ;

Lq q q q F q q t
l

Lq q q q F q q t
l

 
ϕ ≡ + + 

 
 

+ − 
 

 

1 1 1 2 1 1 1 2( , , , ) ( , , );q q q t q F q q tψ ≡ −� �  

2 2 1 2 2 2 1 2( , , , ) ( , , ).q q q t q F q q tψ ≡ −� �  

Переменные 1 1 2, ,y y y′ ′  в уравнениях (26)–(28) оценивают откло-
нения соответственно от уравнений связей (20)–(22) и должны удо-
влетворять уравнениям возмущений связей: 

,ρ = ∆ρ�  ( )1 1 2, , ;y z zρ = �  ,jd
dt
ρ 

∆ρ =  
 

 1, 2, 3.j =           (29) 

Полагая связи (26)–(28) идеальными, в соответствии с работой [6] 
запишем выражения для :iR  

1 ,i
i

R
q

∂ϕ= λ
∂

 i = 1, 2, 3,                               (30) 

где λ  — произвольный множитель. 
Уравнения (25) представим в развернутом виде: 

3 3
*

1 1
,ij j i ij j

j j
a q a d u

= =

+ =∑ ∑��    1, 2, 3.i =                        (31) 

В выражениях (31) 

1
;

3
i

i jl j l
j,l

a q q
=

= α∑ � �                                          (32) 

1 5 ,i id b=  2 6 ,i id b=  1
3 ;i

i

d
q

∂ϕ=
∂

                              (33) 

1 1,u M=  2 2 ,u M=  3 ;u = λ                                   (34) 
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( )1
11 1 1 2 4 42

2

1 2 sin sin 2 ;
2

m l l q q
l

α = −  

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( )

1 1 2 21
12 21 2 1 4 4 42 2 3

2 2

2
1 3 4 1 2 3 4 3 4 42 3

2

2
2 3 4 3

12 sin 3 sin 2 sin
4 2

2 1 cos 2 sin 3sin 2 sin 2 4sin
8

4 cos sin ;

m l l q q Ch Jr q
l r l

C l q q l l q q q q q
r l

l q q q

α = α = − + − − −

− − − + − − − −

− + 

 

( ) ( )1 1 2
13 31 1 4 3 1 2 3 2 3 42 2

2

1 cos 2 sin 2 2 sin 2 2 sin 2 2 ;
8

C l q q l l q l L q q
r l

 α = α = − + − +   

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( )

1 2 21
22 1 2 4 4 42 2 3

2 2

2
1 3 4 1 2 3 4 3 4 42 3

2

2
2 3 4 3

12 3 cos3 3cos 2 cos
8 2

2 1 cos 2 cos 3cos 2 cos 2 4cos
4

4 sin sin ;

m l l q q Ch Jr q
l r l

C l q q l l q q q q q
r l

l q q q

α = − + + + +

+ − − + + − − +

+ + 

 

( ) ( )( )1 1 2 2
23 32 1 3 4 2 1 2 3 42 2

2

1 4 sin 2 sin 2 2 cos 2 2 1 ;
8

Ar Cl q q Cl l l q q
r l

 α = α = − + + + +   

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( )

2 2 2
11 1 1 2 4 4 42 2 3

2 2

2
1 3 4 1 2 3 4 3 4 42 3

2

2
2 3 4 3

1 12 sin 3 3sin 2 sin
4

2 1 cos 2 sin 3sin 2 sin 2 4sin
4

4 cos sin ;

m l l q q Ch Jr q
l r l

C l q q l l q q q q q
r l

l q q q

α = − − − + + +

+ − − + − − − −

− + 

 

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( )

2 2 2 2 2
12 21 1 1 2 4 4 42 2 2 3

2 2

2
1 3 4 1 2 3 4 3 4 42 3

2

2
2 3 4 3

1 12 cos3 cos 2 cos
4 2

2 1 cos 2 cos 3cos 2 cos 2 4cos
8

4 sin sin ;

m r l l q q Ch Jr q
r l r l

C l q q l l q q q q q
r l

l q q q

α = α = − − − + −

− − − + + − − +

+ + 

 

( ) ( )( )2 2 2 2
13 31 1 3 4 2 1 2 3 42 2

2

1 4 sin 2 sin 2 2 cos 2 2 1 ;
8

Ar Cl q q Cl l l q q
r l

 α = α = − + − + + −   

( )2 1
22 1 2 4 42

2

2 cos sin 2 ;
2
m l l q q
l

α = −  

( ) ( )2 2 2
23 32 1 4 3 1 2 3 2 3 42 2

2

1 cos 2 sin 2 2 sin 2 2 sin 2 2 ;
8

C l q q l l q l L q q
r l

 α = α = + + + +   
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3 0, , 1, 2, 3.jl j lα = =  

Запишем систему уравнений (31) в матричном виде 
* ,A q a Du+ =��                                          (35) 

( )* * ,ijA a=  ( ) ,ia a=  ( ) ,ijD d=  ( ) ,iq q=  ( ) ,iu u=  , 1, 2, 3.i j =  

Определение вектора управляющих воздействий. Для опреде-
ления управляющего вектора u  необходимо продифференцировать 
дважды функцию 1ϕ  и по одному разу функции 1 2,ψ ψ  с учетом вы-
ражения (18): 

1 1;yϕ =� �  

1 1;yϕ =�� ��                                                (36) 

,zη ηψ =� �  1, 2;η =  

3 7
1 1 1

1
1 4

;kj j
j kj k

b q
q q t= =

 ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕϕ = + +  ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑� �  

3 7
1 1

1
1 4

2 23 7 7
1 1 1

, 1 4 4

2 23 7
1 1 1

, 1 , 4

2 2
12

kj j
j kj k

kj
kj j i

j i k kj i k i k i

kj
kj li j i

j i l k j l k l k l

j

b q
q q

b
b q q

q q q q q q

b
b b q q

q q q q q q

q t

= =

= = =

= =

 ∂ϕ ∂ϕϕ = + +  ∂ ∂ 
 ∂∂ ϕ ∂ ϕ ∂ϕ+ + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂∂ ϕ ∂ ϕ ∂ϕ+ + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ ϕ ∂+ +
∂ ∂

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑

�� ��

� �

� �

23 7
1 1

2
1 4

;kj j
j k k

b q
q t t= =

 ϕ ∂ ϕ+  ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑ �

 

3 3 7

1 1 4
.j kj j

j i kj j k

q b q
q q q t

η η η η
η

= = =

 ∂ψ ∂ψ ∂ψ ∂ψ
ψ = + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑ ∑ ∑� �� �
�

 

Запишем систему уравнений (36) в матричном виде с учетом ра-
венств (29), (26)–(28): 

0;q s SΘ + − ∆ =��                                       (37) 

Δ ,jdS
S

dt
 

=  
 

 1 1 2, , ;S = ϕ ψ ψ�                           (38) 
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;q

q

Φ 
Θ =   Ψ �

 
7

1 1

4
;q kj

kj k

b
q q=

 ∂ϕ ∂ϕΦ = +  ∂ ∂ 
∑  ,q

jq
η ∂ψ

Ψ =   ∂ 
� �

 

1, 2, 3,j =  1, 2,η =                                    (39) 

1 2 3, , ;s s s s=                                         (40) 

2 23 7 7
1 1 1

1
, 1 4 4

2 23 7
1 1 1

, 1 , 4

2 2 23 7
1 1 1

2
1 4

2 ;

kj
kj j i

j i k kj i k i k i

kj
kj li j i

j i l k j l k l k l

kj j
j kj k

b
s b q q

q q q q q q

b
b b q q

q q q q q q

b q
q t q t t

= = =

= =

= =

 ∂∂ ϕ ∂ ϕ ∂ϕ= + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂∂ ϕ ∂ ϕ ∂ϕ+ + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ+ + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

� �

� �

�

 

3 7
1 1 1

2
1 4

;kj j
i kj k

s b q
q q t= =

 ∂ψ ∂ψ ∂ψ= + +  ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑ �  

3 7
2 2 2

3
1 4

.kj j
i kj k

s b q
q q t= =

 ∂ψ ∂ψ ∂ψ= + +  ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑ �  

Систему уравнений (35) можно представить в виде, разрешенном 
относительно старших производных :q��  

( ) ( )1* .q A Du a
−

= −��                                     (41) 

Подстановка (41) в систему уравнений (37) приводит к следую-
щему выражению: 

( ) ( )1* .A Du a s S
−

Θ − + = ∆                               (42) 

Разрешив уравнения (42) относительно ,u  получим выражение 
для вектора управления: 

( )( ) ( )( )11 1* * ,u A D S s A a
−− −

= Θ ∆ − + Θ                    (43) 

где ( )* * ,ijA a=  ( ) ,ia a=  ( ) ,ijD d=  ,S  ,Θ  ,s  , 1, 2, 3,i j =  определяют-
ся соответственно выражениями (24), (30), (33), (37), (39) и (40). 

В соответствии с выражениями (30), (34) можно записать выра-
жения управляющих моментов 1 2 3, ,M M R  и реакций связей 1 2, :R R  
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1 1;M u=  

2 2;M u=  

3 1 3 4 3 4 2 3 4 3 4 3
2 2

cos cos sin sin cos sin sin cos ;L LR F q q q q F q q q q u
l l

    
= − + +    

    
 

1 2
1 3 4 3 4 3 4 3 4

1 2 1 2

sin cos cos sin sin sin cos cos ;F FL LR q q q q q q q q
q l q l

    ∂ ∂= + + − λ    ∂ ∂    
 

1 2
2 3 4 3 4 3 4 3 4

2 2 2 2

sin cos cos sin sin sin cos cos .F FL LR q q q q q q q q
q l q l

    ∂ ∂= + + − λ    ∂ ∂    
 

С учетом уравнений (41), (43) запишем уравнения движения 
в виде 

( ) ( )( ) ( )( )11 1 1* * *

;

.

dq q
dt
dq A D A D S s A a a
dt

−− − −

=

 = Θ ∆ − + Θ −  

�

�
        (44) 

Система уравнений (44), состоящая из шести уравнений с шестью 
неизвестными 1 2 3 1 2 3, , , , , ,q q q q q q� � �  интегрируется совместно с урав-
нениями 

*
*

*

;

,

dq q
dt

dq Bq
dt

=

=

�

�
�

                                          (45) 

где *
4 7, ..., ,q q q=  *

4 7, ..., ,q q q=� � �  ,kjB b=  ,kjb  4, 5, 6, 7, 1, 2, 3,k j= =  
определяются в соответствии с выражениями (19). Движение, описы-
ваемое уравнениями (44), (45), должно удовлетворять уравнениям 
программных связей (26)–(28). 

Определение выражений управляющих моментов 1,M  2 ,M  3 ,R  
построение и решение систем дифференциальных уравнений (44) 
и (45) проводилось с помощью системы компьютерной математики 
Maple. Результаты численного эксперимента представлены на рис. 2. 
В результате решения уравнений динамики (44) и (45) получена тра-
ектория движения (см. рис. 2) центра масс M  колесной системы 
с обходом двух препятствий, уравнения движения которых заданы 
в виде (11). 

Для построения множества траекторий, огибающих движущиеся 
навстречу друг другу препятствия, составляют уравнения нестацио-
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нарных неголономных связей в соответствии с уравнениями (2). За-
дача моделирования сводится к решению системы семи уравнений 
динамики и трех уравнений программных связей. Для построения 
уравнений, решения задачи управления и численного моделирования 
использована система компьютерной математики Maple. В результа-
те численного моделирования получена траектория движения центра 
масс системы с обходом подвижных препятствий, движущихся со 
скоростями k3 и k4 (см. рис. 2). 

 

 

Рис. 2. Траектория движения центра масс колесной системы с обходом подвижных 
препятствий 

 
Заключение. Результаты исследований и численных экспери-

ментов [7–9] свидетельствуют об эффективности приведенных мето-
дов математического моделирования кинематических свойств и по-
строения уравнений динамики механических систем с программными 
связями, а также их применимости для решения прикладных задач 
управления движением механических систем. Вследствие динамиче-
ских аналогий [10, 11] предложенные в работе методы моделирова-
ния могут найти применение в задачах управления системами, со-
держащими элементы различной физической природы [12], в том 
числе механическими, оптическими [13], электрическими [14], робо-
тотехническими и экономическими системами [15–20]. 
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The article discusses mathematical simulation of kinematic properties and control of dy-
namics of systems with software links. The construction of differential equation systems 
used for generation of nonstationary differential link equations is proposed. The problem 
of generating equations of dynamics based on the integral variational principle is con-
sidered. To solve the problem of link stabilization the equations of software links are in-
troduced into consideration. The application of the described simulation methods is 
shown on the example of the problem of controlling the wheel system movement with 
moving obstacles bypassing. In the course of solving, system kinematics equations are 
generated, expressed in the form of equations of nonstationary differential links. A model 
of the system dynamics with software links is constructed. Expressions for control forces 
affecting the system are determined to ensure the fulfillment of the link equations govern-
ing the system. The results of solving this problem illustrate the effectiveness of the de-
scribed methods. The methods proposed in the work are applicable for solving trajectory 
problems, tasks of controlling electromechanical system movement, tasks of controlling 
the dynamics of economic, production and technical systems. 
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