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Рассмотрены условия равновесия заряженной капли в потоке. Если жидкость, из 
которой состоит капля, — проводник, то заряд распространится по поверхности 
капли и силы кулоновского отталкивания будут направлены против силы поверх-
ностного натяжения жидкости. Это является физической причиной облегчения 
распада капли. При определении устойчивости капли используется метод, согласно 
которому считается, что капля находится в равновесии, если давление внутри нее в 
точках на большой и малой полуосях эллипса равно. При этом полагается, что капля 
имеет форму сфероида. Из условия равновесия определено число Вебера, при неко-
тором критическом значении которого капля становится неустойчивой и происхо-
дит ее распад. Влияние заряда капли математически выражено через параметр, 
равный отношению давлений, обусловленных силами электростатического оттал-
кивания и поверхностного натяжения. Согласно результатам расчетов, наличие за-
ряда на поверхности капли влияет двояким образом. С одной стороны, уменьшается 
предельное аэродинамическое воздействие, приводящее к дроблению капли, а с дру-
гой стороны, равновесное значение отношения полуосей эллипсоида увеличивается 
и становится труднодостижимым, что также способствует дроблению капли. 
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Распыливание жидкости, используемое во многих технических 

устройствах, является важнейшим звеном в работе тепловых двига-
телей, работающих на жидком топливе. Дробление струи на капли 
происходит в форсунках. Далее капли могут испытывать вторичное 
дробление при аэродинамическом взаимодействии с окружающим их 
газовым потоком [1, 2]. Облегчить процесс вторичного дробления 
можно, зарядив каплю электрическим зарядом. Если жидкость, из ко-
торой состоит капля, является проводником, то заряд распространит-
ся по поверхности капли и силы кулоновского отталкивания будут 
направлены против силы поверхностного натяжения. Это обстоя-
тельство и будет физической причиной облегчения распада капли. 
Неустойчивость заряженной капли без взаимодействия с окружаю-
щим потоком рассмотрена в работах [3–7]. В работе [8] определены 
условия дробления электрически заряженной сферической капли 
в потоке. При более строгом подходе требуется учитывать деформа-
цию капли, так как она влияет на аэродинамику обтекания и на ха-
рактер распределения заряда по поверхности капли, а следовательно, 
и на характер поверхностных сил. 

Цель настоящей работы — определить условия устойчивости 
капли в потоке, для чего использован метод, предложенный в работе 
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[9]. Суть этого метода заключается в том, что капля считается нахо-
дящейся в равновесии, если давление внутри нее в точках А и В рав-
но. При этом полагают, что капля имеет форму сфероида (сплюсну-
тый эллипсоид), а точки А и В (рис. 1) находятся в значительно 
различающихся геометрических и аэродинамических условиях. 

 

Рис. 1. Схема деформации заряженной капли 
 
Из условия равновесия определено число Вебера: 

2
0 0ρ

We  ,
U d




                                        (1) 

где ρ  — плотность газа; 0U  — скорость капли относительно потока; 

0 02d r  — диаметр исходной капли;  — коэффициент поверхност-

ного натяжения жидкости. 
При некотором критическом значении числа We,  которое опре-

деляется по характеру зависимости We  от соотношения между по-
луосями a и c эллипсоида (см. рис. 1), капля становится неустойчи-
вой и происходит ее распад. Определение числа We  и зависимости 
его от заряда капли составляет цель данной работы. 

Запишем условия равновесия капли при наличии у нее электри-
ческого заряда: 

н э н э .А А А В В Вp p p p p p                                    (2) 

В точках A и B сфероида наружное давление н
Аp  и н

Вp  и давле-

ние, обусловленное поверхностным натяжением жидкости Аp  и ,Вp  

определяют из допущения об обтекании эллипсоида идеальной жид-
костью по формулам, приведенным в работе [9], и уравнению Лапла-
са для поверхностного натяжения: 
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где эксцентриситет эллипсоида e  и отношение полуосей k  имеют вид 
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;

a c k
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a k

 
                                    (7) 
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                                              (8) 

Для определения давления, обусловленного действием сил элек-
трического отталкивания зарядов на поверхности капли, используем 
формулы для распределения поверхностной плотности заряда на 
проводящем эллипсоиде (в системе СГСЭ) [10]: 

1
2 2 2 2

э 4 4 44
.

q x y z

abc a b c


 

   
  

                              (9) 

Для рассматриваемого сфероида при a b c   получим следую-
щие выражения: 
в точке А при 0,  x y z c    

э 2 3 2
0

1
σ ;

4π
А q

r k
                                      (10) 

в точке В при 0,  x z y a    

3
э 2

0

σ .
4π

В q
k

r
                                        (11) 

Давление со стороны электрического поля напряженностью E  на 
элементарную заряженную площадку 

э эσ ;
dF Edq

p E
dS dS

                                     (12) 
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напряженность электрического поля 

φ
;E

n


 


                                               (13) 

поверхностная плотность заряда [3] 

э

1 φ
σ .

4π n


 


                                          (14) 

Следовательно, э4 σ ,E    и выражение для электростатического 

давления примет вид 
2

э э4πσ .p                                             (15) 

Знак «минус» в формуле (15) обусловлен тем, что электростати-
ческое давление направлено в сторону, противоположную внешнему 
давлению и давлению, связанному с поверхностным натяжением. 

Подставив выражения (10) и (11) в формулу (15) и затем в равен-
ство (2) с учетом формул (3)–(6) получим 
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Безразмерное число eS  характеризует отношение электростати-

ческого давления и давления, обусловленного поверхностным натя-
жением жидкости. Действительно, электростатическое давление для 
сферы 

2

э 4
0

.
4π

dF q
p

dS r
                                       (21) 

Соответственно давление поверхностного натяжения по формуле 
Лапласа имеет вид 

σ 2
0

2σ
,p

r
                                            (22) 
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откуда получим 
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Из выражения (23) следует, что при 1eS   равновесное состояние 

сферической капли отсутствует. 
Число eS  также связано с отношением энергии электрического 

поля капли и энергии поверхностного натяжения. Для энергии элек-
трического поля капли имеем 

2

э
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.
q

E
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                                           (24) 

Энергия поверхностного натяжения соответственно имеет вид 
2

σ 04π σ,E r                                          (25) 

откуда 
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3
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Уравнения (16)–(20) позволяют рассчитать искомую зависимость 
 We We , .eS k  Результаты соответствующих расчетов приведены 

на рис. 2. 

 

Рис. 2. График зависимости  We We ,
e

S k  

 
Если при движении в потоке капля, постепенно деформируясь, 

достигает значения крk k  и при этом крWe ,We  то равновесное со-

стояние становится недостижимым и капля распадается. Как видно 
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на рис. 2, при 0,eS   т. е. при отсутствии заряда, We 3,75  и 6,k   

что находится в полном соответствии с данными работы [9]. При 
увеличении eS  предельное значение числа крWe  уменьшается. 

Для определения зависимости  кр кр крWe We k  воспользуемся 

условием экстремума 

We
0.

d

dk
                                            (27) 

Подставив уравнение (16) в соотношение (27), получим следую-
щее уравнение: 
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где введены обозначения  

* 2/3 4/3 7/35 1 8
φ ;

3 3 3
k k k                                 (29) 

* 1/3 7/32 4
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3 3
k k                                     (30) 

 η 3 arcsin 3 .C e k e e                                (31) 

Решение уравнения (28) относительно крk k  и соответствующее 

значения крWe  представлены на рис. 3. Видно, что при изменении 

значения eS  от 0 до 1 критическое значение We  изменяется от 3,75 

до 2,96, соответствующее изменение соотношения между осями эл-
липсоида более значительное: от 5,97 до 13,55. Таким образом, нали-
чие заряда на поверхности капли влияет двояким образом. 

 

а         б 

Рис. 3. Зависимость критических параметров 
кр

We  (а) и 
кр

k  (б) от числа 
e

S  

k
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С одной стороны, уменьшается предельное аэродинамическое воз-
действие, приводящее к дроблению капли, с другой — критическое 
равновесное значение отношения полуосей эллипсоида увеличивается 
и становится труднодостижимым, что также способствует дроблению. 
Это обусловлено тем, что при больших значениях k  имеется значи-
тельная колебательная неустойчивость капли. 

Смещение восходящей ветви кривой  We We ,eS k  вправо свя-

зано с особенностями распределения зарядов по поверхности капли 
и соответственно электростатического давления. Действительно, для 
точек А и В (см. рис. 1) из выражений (10), (11) и (15) следует, что 

э
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                          (33) 

Из анализа выражений (32) и (33) следует, что при деформации 
капли концентрация электрического заряда в точке В больше, чем 
в точке А, за счет увеличения кривизны поверхности, но относитель-
ное влияние поверхностного натяжения при этом, наоборот, меньше, 
и при больших k  относительное изменение давления зависит прак-
тически только от .eS  Другими словами, изменение давления по-

верхностного натяжения пропорционально значению .eS  

Определим, какие значения eS  могут быть в практических зада-

чах. Вычислим заряд капли при 1,eS   при этом полагаем, что жид-

костью является вода и, следовательно, 73 дин/см,   0, 26 см,d   
тогда  

3πσ .q d                                          (34) 

Соответствующее вычисление дает достаточно большое значение 
для заряда 2 СГСЭ 0,67 нКл.q    В экспериментах для капель с та-
ким диаметром получается 0,3  нКл,q   и капля в этом случае может 
испытывать коронный разряд [11]. Это означает, что для безразряд-
ной интенсификации дробления капли в потоке существует ограни-
чение на ее заряд и размер. 

Действительно, критическое значение напряженности для капли, 
при котором возникает разряд, 

кр 2
кр

4
.

q
E

d
                                          (35) 
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Подставив значение заряда из формулы (35) в выражение (34), 
с учетом соотношения (20) получим 

кр 2
кр

16πσ
.ed S

E
                                      (36) 

Принимая для воздуха кр 100  СГСЭ,E   получаем следующие оце-

ночные значения критических параметров при 1:eS   кр 0,36 см,d   

кр 3,24 СГСЭ,q   которые значительно превышают имеющиеся в ин-

женерной практике. 
Таким образом, при расчете дробления заряженной капли в потоке 

необходимо учитывать, что наличие заряда приводит к уменьшению 
критического значения  числа Вебера и оказывает существенное влия-
ние на эксцентриситет капли. Количественные зависимости, получен-
ные в данной работе, можно использовать при расчете качества распыла 
жидкостей и процессов смесеобразования в различных технических 
устройствах. 
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On the theory of charged droplet fragmentation 
in the stream 
© M.N. Sergeev 

P.A. Solovyov Rybinsk State Aviation Technical University, 
Rybinsk, 152934, Russia 

 
The article considers conditions for the equilibrium of a charged drop in a stream. If the 
liquid constituting the drop is a conductor, the charge will spread over the surface of the 
drop and the forces of the Coulomb repulsion will be directed against the force of surface 
tension. This is the physical reason for facilitating the drop disintegration. In determin-
ing the stability of a drop, a method is used, the essence of which is that the drop is con-
sidered to be in equilibrium if the pressure inside it at the points on the large and small 
semi-axes of the ellipse are equal. It is assumed that the drop has the shape of a spheroid. 
The Weber number is determined from the equilibrium condition. At some critical value 
of the Weber number the drop becomes unstable and disintegrates. The effect of the drop 
charge is mathematically expressed through a parameter equal to the ratio of the pres-
sures caused by the forces of electrostatic repulsion and surface tension. According to the 
calculation results, the presence of charge on the surface of the drop is manifested in two 
ways. On the one hand, the limiting aerodynamic action, leading to drop fragmentation 
decreases; on the other hand, the equilibrium value of the ellipsoid semi-axes ratio in-
creases and becomes difficult to achieve, which also contributes to drop fragmentation. 
 
Keywords: equilibrium condition, drop fragmentation, ellipsoid, electric charge, surface 
tension 
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