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Рассмотрена математическая модель многомасштабного процесса фильтрации 
слабосжимаемых жидкостей в периодических пористых средах. Поскольку до-
статочно грубым методом оценки параметров пористой среды со сложной внут-
ренней геометрией являются расчетные модели фильтрации, основанные на за-
коне Дарси, часто использующие экспериментальные данные о проницаемости 
пористой среды или приближенные эмпирические соотношения для параметров 
локальных течений в порах, нами на основе метода асимптотического осреднения 
сформулированы и представлены трехмерные локальные задачи. Это стационар-
ные задачи о течении некоторой фиктивной линейно-вязкой несжимаемой среды. 
Показана зависимость их результатов и решений от внутренней геометрии пор. 
Выполнено осреднение локальных уравнений, на основании чего получена глобаль-
ная задача неустановившейся фильтрации слабосжимаемых жидкостей. 
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Введение. Раздел гидродинамики, посвященный исследованию 
движения жидкостей и газов через пористые среды [1], называется 
теорией фильтрации. Пористые среды очень широко распространены 
и отличаются большим разнообразием как в естественных, так и 
в искусственных материалах. Поэтому изучение процессов фильтра-
ции занимает важное место в биологии, гидрологии, гидродинамике, 
а также в машиностроении, производстве композиционных материа-
лов [2–6] и др. Практический интерес представляет многомасштабное 
моделирование процесса фильтрации, под которым подразумевается 
исследование движения фаз в отдельных порах и пористой среде 
в целом. Отсюда к задачам первого рода относят локальные, к зада-
чам второго рода — глобальные (или макроскопические). Глобаль-
ные задачи переноса, в основе которых лежит закон Дарси, описыва-
ющий медленные течения жидкостей в пористых средах, достаточно 
подробно освещены в отечественной и зарубежной литературе [7, 8]. 
Вопросы двухфазной фильтрации рассмотрены в работах [9, 10]. Для 
описания фильтрации вязкой жидкости через пористую среду ис-
пользован закон Бринкмана [11]. 

Однако классические подходы чаще всего обоснованы экспери-
ментальным определением коэффициентов проницаемости пористой 
среды, учтенных законом Дарси, или использованием различных эм-
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пирических соотношений для описания локальных процессов пере-
носа. В результате получаются довольно грубые оценки реальных 
процессов, происходящих внутри пор со сложной геометрией, что 
приводит к существенным отклонениям при определении проницае-
мости. Таким образом, важной частью исследования фильтрации яв-
ляется анализ локальных процессов переноса для отдельно взятой 
поры. 

В настоящей статье в продолжение исследования процессов фильт-
рации, начатого в работах [12–16], рассматривается моделирование 
фильтрации слабосжимаемых жидкостей в пористой среде. 

Цель работы — разработка численного метода расчета характе-
ристик пористой среды (пористости и коэффициентов проницаемо-
сти) на основе анализа микропроцессов в пределах отдельной поры. 

В работе поставлены три задачи: 
1) формулировка общей проблемы фильтрации слабосжимаемой 

жидкости в недеформируемой пористой среде на основе системы 
уравнений Стокса; 

2) применение метода асимптотического осреднения для поста-
новки локальных задач, описывающих процессы фильтрации в пре-
делах отдельной поры; 

3) выведение осредненных локальных уравнений, закона фильт- 
рации Дарси и соотношений для расчета характеристик пористой 
среды (пористости и коэффициента проницаемости). 

Принятые допущения и геометрическая модель расчетной 
области. Принято, что жидкость представляет собой изотропную ли-
нейно-вязкую слабосжимаемую среду. Процесс фильтрации считает-
ся изотермическим, плотность массовых сил полагается равной нулю. 

 

Рис. 1. Геометрическая модель расчетной области: 
а — периодическая пористая структура; б — 1/8 ячейки периодичности 
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Рассмотрим модель пористой среды (рис. 1). Предполагается, что 
пористая структура характеризуется периодичностью, отличается от-
сутствием тупиковых пор, ячейки периодичности геометрически 
и физически симметричны относительно координатных плоскостей 
местной декартовой системы координат. 

Воспользуемся следующими обозначениями: V  — ячейка пери-

одичности; 
p

V  — одна пора; 
sp  — граница поры с твердым телом. 

Исходная постановка задачи фильтрации слабосжимаемой 
жидкости в пористой среде. Рассмотрим медленное движение сла-
босжимаемой жидкости в пористой среде, описываемое системой 
уравнений [17]: 
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где L̂  — характерный размер всей области среды, м;  ̂  — характер-

ная плотность, 3кг/м ;  p̂  — характерное давление, Па;  v̂  — модуль 
вектора характерной скорости, м/с;   символ ~  обозначает соответ-
ствующие размерные функции. 

Уравнение состояния жидкости (уравнение 3) в системе (1)) по-
лучено на основе уравнения сжимаемости, предложенного М. Маске-
том [8]: 

 0
0 ,p pe   
                                            (3) 

где 0  — плотность жидкости в начальный момент времени, 3кг/м ;  

  — коэффициент сжимаемости, –1Па ;  0p  — гидростатическая 

часть давления в жидкости (неизвестная величина), отвечающая за 
изменение давления без изменения плотности жидкости, Па.  

На практике часто не учитывают степени   выше первой при 
разложении в ряд Тейлора выражения (3), полагая, что 
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Выражая давление через плотность в соотношении (4), получаем 
искомое уравнение состояния для жидкой фазы: 
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где 
1

K 



  — модуль объемного сжатия, Па.  

Наличие второго порядка малости в коэффициентах вязкости   

и   является допущением задачи и физически обосновывается ма-
лой вязкостью рассматриваемой жидкости. 

Система уравнений (1) содержит неизвестные функции ,p    и iv  

и является незамкнутой. Доопределим систему следующим образом: 
представим неизвестные функции в аддитивном виде: 

0 1 0 1 0 1,   ,   ,i i ip p p v v v                            (6) 

где 0  и 0p  определены выше. 

Подставим выражения (6) в систему (1) и разобъем ее на две от-
дельные системы:  
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Если выполняются системы (7) и (8), то автоматически выполня-
ется и исходная система (1). Системы (7) и (8) являются замкнутыми: 
система (7) представляет собой постановку задачи о медленном дви-
жении несжимаемой жидкости относительно функций 0 ,p  0 ,iv  а си-

стема (8) — относительно функций 1,p  1 ,iv  в ней функции 0 ,p  0iv  

рассматриваются как входные данные. 
Основные положения метода асимптотического осреднения. 

Суть метода асимптотического осреднения (МАО) состоит в следу-

ющем [18, 19]. Пусть l̂  — линейный размер ячейки периодичности 
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 В этом случае все функции (обозначим их ),  описыва-

ющие течение газа или жидкости в порах, можно считать квазиперио-
дическими, т. е. зависящими от локальных i  и глобальных ix  коор-

динат и времени :t  

 , , ,  ,  .t V V    x ξ x ξ   

Тогда дифференцирование* этих функций осуществляется с по-
мощью следующего правила: 

___________ 
* Знаки «,» и «/» в нижних индексах здесь и далее обозначают дифференцирова-

ние соответственно по глобальным и локальным координатам. 
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Условие квазипериодичности заключается в том, что функции   

медленно изменяются по аргументу ix  на расстояниях порядка L̂  

и являются периодическими относительно аргумента ,j  т. е. 
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Далее для соотношений (10) воспользуемся обозначением   0.   

В рамках МАО вводится операция осреднения функций по облас-
ти :pV  
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    — пористость среды. 

Тогда, осредняя функции ,qp  ,q  ,qiv  получаем 
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где ,q  ,qiv  qp  — средние значения функций. 

Соотношения (12) следует понимать как дополнительные усло-
вия, предъявляемые к локальным параметрам течения в одной поре 

,pV  либо как обозначения для вычисленных осредненных функций. 

Постановка локальных задач фильтрации на ячейке перио-
дичности. В соответствии с общей концепцией МАО решим системы 
(7) и (8) в виде асимптотических разложений по степеням малого па-
раметра ,  которые соответственно имеют вид 
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Подставляя разложения (13) в уравнения (7), с учетом правила 
дифференцирования квазипериодических функций (9) и соотноше-
ний (11), (12) получаем локальную задачу нулевого уровня: 
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Из уравнения (16) получаем, что (0)
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Тогда, присоединяя к уравнению неразрывности (15) и гранично-
му условию в равенстве (17) уравнение равновесия жидкости (20), 
условие осреднения (22) и условия периодичности, получаем локаль-
ную задачу на ячейке периодичности для несжимаемой жидкости 
в нулевом приближении: 
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i

i

v

p p v v

p v p

v




      

  



         
                  (24) 
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Неизвестными в этой системе являются функции (0)
0 ,iv  (1)

0 ,p  

а градиент давления (0)
0, ip  рассматривается как один из входных данных.  

Подставляя разложения (14) в уравнения (8), с учетом правила 
дифференцирования квазипериодических функций (9) и соотноше-
ний (11), (12) получаем локальную задачу нулевого уровня: 

 (0) (0) (0) (0) (0)
0 1 1 0 1 1 /

0,i i i i
v v v                               (25) 

(0)
1 / 0,ip                                                (26) 

(0) (0)
1 1

0

,
K

p  



                                          (27) 

(0)
1 0,

sl
iv


                                            (28) 

 (0)
11 , , ,p t px ξ                                       (29) 

и локальную задачу первого уровня: 

  
    

(0) (0) (0) (0) (0)
01 1 1 0 1

,

(1) (1) (0) (0) (0) (1) (1)
0 1 1 0 1 1 0 1

/
0,

t i i i
i

i i i i i
i

v v v

v v v v v

     

      
                (30) 

 (0) (1) 0 0 (0) 0 (0)
1, 1 / 1 / 1 / 0,l l li i j ij i jjp p v v                           (31) 

(1) (1)
1 1

0

,
K

p  



                                           (32) 

(1)
1 0,

sl
iv


                                             (33) 

 (1)
1 , , 0.p t x ξ                                        (34) 

Из уравнения (26) получаем, что (0)
1p  не зависит от локальных 

координат :i  

 (0) (0)
1 1 .p p x                                          (35) 

Следовательно, и (0)
1  не зависит от .i  Тогда, присоединяя 

к уравнению неразрывности (25) и граничному условию (28) уравне-
ние равновесия жидкости (31), уравнение состояния (32), условие 
осреднения (29) и условия периодичности 

(0) (1)
1 10,   0,iv p                                             (36) 
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после преобразований получаем локальную задачу на ячейке перио-
дичности для несжимаемой жидкости в нулевом приближении: 

 
(0)
1 /

(0) (1) 0 0 (0) 0 (0)
0, 0 / 0 / 0 /

(1) (1) (1) (0) (1)
1 1 1 1 1

0

(0)
1

0,

0,

,  0,   0,   0,

0.
sl

i i

l l li i j ij i jj

i

i

v

p p v v

K
p p v p

v




      

    




          
           (37) 

Из систем (24) и (37) видно, что данные задачи в точности фор-
мально совпадают и поиск их решения может осуществляться в оди-
наковом виде. Поэтому индексы 0 и 1 далее опускаем. 

Постановка локальных задач фильтрации с учетом трехмер-
ной структуры пор. Рассмотрим далее трехмерную пористую струк-
туру, у которой течение среды осуществляется вдоль одной из трех 
осей .iO  Для решения локальных задач воспользуемся методом раз-
деления переменных. В этом случае вследствие линейности задач 
(24) и (37) решаем их в виде линейных функций от входных данных, 
т. е. (0)

, :ip  

           
3 3

(1) ( ) (0) (0) ( ) (0)
, ,0

1 1

1
, ,    , ,i ip P p v W p 

 
 

   


 ξ ξ xξ ξx x x  (38) 

где введены функции  ( )P  ξ  и  ( ) ,iW  ξ  зависящие только от ло-

кальных координат .ξ  
Подставив выражения (38) в локальные задачи (24) и (37), после 

исключения градиента (0)
,ip  получаем набор локальных задач для 

определения функций  ( )P  ξ  и  ( ) ,iW  ξ  которые не содержат кон-

стант, описывающих физические свойства жидкостей, и не зависят от 
входных данных: 

( )
/

( ) ( ) ( )
/ /

( )

( ) ( ) ( )

0,

,   ;

0,   ;

0,   0,   0.

l

i i

i ii i jj

i i sl

i

W

P W V

W

P W P



  





  

 

    


  






  
      

                     (39) 

Здесь введены функции, позволяющие учитывать вырожденный 
случай пористой системы, когда сквозные капилляры по одному из 
координатных направлений отсутствуют: 
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(0)
,( )

(0)
,

0 при  или при   0,

1 при  и 0.
i

i i P

i P






      

  
 

Далее каждую из локальных задач фильтрации (39) обозначим 
( ) ,  1,3.L     
Из анализа системы (39) можно сделать некоторые выводы. Каж-

дая из задач ( ) ,  1,3L     представляет собой стационарную задачу 
течения некоторой фиктивной линейно-вязкой несжимаемой среды. 
Решение задач зависит только от внутренней геометрии пор, поэтому 
их постановка применима для расчетов фильтрации любых жидкос- 
тей в рамках сделанных ранее допущений. 

Рассматриваемые задачи обладают некоторыми особенностями. 

Во-первых, поскольку функция (1)p  в выражениях (13) и (14) пред-

ставляет собой пульсацию давления p  по отношению к среднему 
значению ,p  так как 

 (1) (0) 2 (0) (1)O ,    ,    0,p p p p p p        

то функция (1)p  может быть как положительной, так и отрицатель-

ной. Во-вторых, наличие условия (1) 0p   делает задачу интегро-

дифференциальной, что наряду с условиями периодичности в значи-
тельной мере отличает ее от классической задачи Стокса. 

Однако решение задач можно упростить, если воспользоваться 
следующей теоремой о продолжении решения, которая является ана-
логом теоремы из работы [20]. 

Пусть ячейка периодичности pV  3D-структуры имеет зеркаль-

ную симметрию относительно координатных плоскостей 1 2 ,O   

1 3 2 3,  .O O     Тогда решение ( ) ( ),  iP W   задач (39) можно получить 

с помощью симметричного или антисимметричного продолжения 

функций ( ) ( ),  ,iP W    определенных в 1/8  ячейки периодичности pV
  

(в первом квадранте  : 0 1/2i i    ) (рис. 2) и являющихся решени-

ями следующих задач: 

 

   

 

/

( )
/ /

0,

,  ;

0,  .

i i

i ii i jj

i i sl

W

P W V

W



 





 

    


  







 



                             (40) 
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Рис. 2. Изменение знаков функций при симметричном или антисимметричном 

продолжении для локальной задачи (1)L  

 
Используя принцип симметричного и антисимметричного про-

должения решения системы (40), можно записать граничные условия 
на граничных плоскостях 1/8  ячейки периодичности ,pV

  удовлетво-

ряющие условиям периодичности системы (39): 

   

 

( )
( )

( )
( )

2 1 2 0,
1

0;  :  
2

1 0;  , , 1,3.

W
W

P
P




        


  


 


 
                     

         






(41) 

Вывод закона фильтрации Дарси. Запишем второе из выраже-
ний (38) в виде 

(0) (0) (0) ( ) (0)
,

j
i i jv W p                                    (42) 

и проведем его осреднение: 

(0) (0) (0) ( ) (0)
, .j

i i jv W p     

Учитывая (23), (35), придем к закону фильтрации Дарси [3]: 

,0
,

j
i

i j
K

v p 


                                       (43) 

где (0)
i iv v  — макроскопическая скорость течения (фильтрации). 

Здесь введены компоненты тензора проницаемости пористой среды: 

( ) .j j
i iK W                                         (44) 
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Поскольку функции ( )W 
  для     являются антисимметрич-

ными (см. рис. 2), то матрица  j
iKK  является диагональной. Если 

1 2 3
1 2 3 ,K K K K    то пористая среда изотропная, в противном слу-

чае — анизотропная. Соотношение (44) позволяет вычислить безраз-

мерные коэффициенты проницаемости j
iK  только на основе данных 

о геометрии отдельно взятой поры вследствие отсутствия зависимо-

сти компонент скорости ( )j
iW  от физических свойств среды, текущей 

по пористой системе. 
Вывод уравнений фильтрации слабосжимаемой жидкости 

в гомогенизированной области. Запишем локальное уравнение не-
разрывности первого уровня (19) в векторной форме: 

(0) (1)
0 0 0.x     v v                                 (45) 

Применяя оператор осреднения (11) к уравнению (45), с учетом 

того, что для всякой периодической функции 0,    получаем 

осредненное уравнение неразрывности несжимаемой жидкости 

0 0,x  v                                          (46) 

где (0)
0 0v v  — среднее значение скорости несжимаемой части 

жидкости.  
Подставляя в равенство (46) соотношение (43), получаем уравнение 

 0 0.x x p   K                                 (47) 

Аналогично запишем уравнение неразрывности первого уровня 
(30) в векторной форме: 

  
    

(0) (0) (0) (0) (0)
01 1 1 0 1

(0) (1) (1) (0) (1) (0) (0) (0) (1) (1)
0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0.

xt



      

        

v v v

v v v v v v
      (48) 

Применяя оператор осреднения (11) к уравнению (48), с учетом 

того, что для всякой периодической функции 0,    получаем 

осредненное уравнение неразрывности сжимаемой части жидкости 

  1 0 1 1 0 1 0,t x x        v v v                 (49) 
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Где 1   — пористость; (0)
1 1v v  — среднее значение скорости 

сжимаемой части жидкости. 
С учетом равенства (46) это уравнение можно записать в виде 

  1 0 1 1 0 1 0.t x x         v v                      (50) 

Подставляя в уравнение (50) равенство (43), получаем искомое 
уравнение для вычисления давления 1:p  

    1 0 1 1 0 1 .t x x x xp p           K K              (51) 

Результаты решения локальной задачи фильтрации. Прове-
дены численное решение локальной задачи (40) и расчет коэффици-
ентов проницаемости (44) изотропной пористой среды на основе ме-
тода конечных элементов [21]. Использован 6-узловой тетраэдр 
c тремя степенями свободы по скоростям в каждом узле и с одной 
степенью свободы по давлению в вершинах. Решение глобальной 
системы линейных алгебраических уравнений проведено на основе 
стабилизированного метода бисопряженных градиентов (BiCGStab) 

с точностью 6.10   
Численное моделирование локальных процессов переноса прово-

дилось на примере поры с безразмерным радиусом сферической ча-
сти 0,3 и радиусом цилиндрической части 0,05 для случая течения 

вдоль оси 1  (задача (1)L ). Количество конечных элементов состави-

ло 42 159 (63 297 узлов). Минимальные и максимальные значения 
безразмерных пульсации давления и компонент представлены в таб-
лице, соответствующие поля — на рис. 3, 4. Пористость для данного 
случая составила 0,123, безразмерный коэффициент проницаемости 
оказался равным 0,000295079. 

Значения давления и компонент скорости в пористой структуре 
 для задачи (1)L  

Параметр 
Значения 

минимальное максимальное 

(1)P  0 0,409 

(1) 3
1 ,  10W   0 3,139 

(1) 4
2 ,  10W   – 4,696 2,834 

(1) 4
3 ,  10W   – 4,806 1,902 
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Рис. 3. Распределение давления (1) ,P  полученное в результате решения 

локальной задачи фильтрации (1)L  

     

 

Рис. 4. Распределение компонент скорости, полученное в результате решения 

локальной задачи фильтрации (1):L  

а — 
(1)

1
;W  б — 

(1)

2
;W  в — 

(1)

3
W  
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Заключение. Предложенная методика позволяет вычислять рас-
пределения микрополей давления и компонент скорости фильтрации 
в пределах отдельной поры, а также проводить численный расчет ос-
новных параметров пористой среды (пористости и коэффициентов 
проницаемости) без проведения каких-либо дополнительных эмпи-
рических исследований. Для этого на основе метода асимптотическо-
го осреднения получены локальные задачи переноса в пределах от-
дельно взятой поры в общей трехмерной постановке, которые 
решены на основе метода конечных элементов. Показано, что реше-
ние локальных задач не зависит от природы жидкости, текущей по 
пористой системе, и определяется исключительно геометрической 
формой поры. Это позволяет использовать рассмотренные в работе 
локальные формулировки для расчетов фильтрации любых газов 
и жидкостей при геометрии пор с учетом введенных в работе допу-
щений, а полученные в ходе их решения характеристики пористой 
среды могут быть использованы непосредственно в макроскопиче-
ских уравнениях фильтрации. 
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The article considers a mathematical model for the multiscale process of filtration of 
weakly compressible liquids in periodic porous media. Computational filtration models 
based on the Darcy law present rule of thumb test for estimating the parameters of po-
rous medium with a complex internal geometry. These models often use experimental da-
ta on the permeability of porous medium or approximate empirical relationships for the 
parameters of local flows in pores. That is why three-dimensional local problems using 
the method of asymptotic averaging are formulated and presented here. These are sta-
tionary problems about the flow of some fictitious linearly viscous incompressible medi-
um. The dependence of their results and solutions on the internal pore geometry is 
shown. Averaging of the local equations is performed, being the basis for obtaining the 
global problem of unsteady filtration of weakly compressible liquids. 
 
Keywords: filtration, porous media, asymptotic averaging method, finite element method 
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