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Двойственная вариационная формулировка задачи линейной упругости пористого 
неоднородного твердого тела, состоящего из хаотически ориентированных изо-
тропных фрагментов с различными упругими свойствами, использована для по-
строения двусторонних оценок эффективных упругих характеристик такого те-
ла. Проведены количественный анализ этих оценок и сравнение с известными 
опубликованными результатами. Представленные расчетные соотношения могут 
быть применены для прогнозирования эффективных значений модулей упругости 
пористых композиционных материалов, армированных изотропными включениями, 
а также материалов, полученных методами порошковой металлургии и путем 
самораспространяющегося высокотемпературного синтеза. 
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Введение. Пористые твердые тела находят широкое применение 

в качестве конструкционных и теплозащитных материалов в современ-
ной технике. К таким телам относится большая группа композицион-
ных материалов (композитов), пористость которых возникает на стадии 
подготовки и смешения компонентов композита, при полимеризации 
связующего [1] и, кроме того, развивается в процессе нагружения, в том 
числе при знакопеременных нагрузках [2]. При технологических про-
цессах получения керамических материалов, спекания порошков и са-
мораспространяющегося высокотемпературного синтеза также неиз-
бежно возникают поры в получаемом материале [3–5]. 

В различных областях техники к свойствам пористых материалов 
предъявляют разные требования, но в большинстве случаев одним из 
важных факторов, определяющих возможную сферу применения таких 
материалов, является комплекс их механических характеристик, в кото-
ром важную роль играют модули упругости. Значения этих модулей для 
конкретных пористых материалов обычно находят экспериментальным 
путем, но по мере совершенствования технологии получения таких ма-
териалов и расширения сферы их применения возникает необходимость 
прогнозирования упругих характеристик и выявления путей их улуч-
шения. Для количественной оценки модулей упругости пористых мате-
риалов и выявления зависимости их упругих характеристик от состава 
и структуры таких материалов применяются методы математического 
моделирования, использующие современные модели механики сплош-
ной среды [6, 7]. 
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Данная работа посвящена построению двусторонних оценок воз-
можных эффективных значений модулей упругости пористого тела, 
в том числе для случая пористого тела, каркас которого состоит из 
однородного материала, когда применение известных методов не 
позволяет получить корректную нижнюю границу. 

Основные соотношения и допущения. Рассмотрим пористое не-
однородное твердое тело, состоящее из упругоизотропных фрагмен-
тов. Пусть для этого тела объемом V  с объемной пористостью *C  

и суммарным объемом пор * *V C V  в точках *' \ M V V V  известны 

значения объемного модуля упругости  K M  и модуля сдвига  G M  

материала соответствующего фрагмента. 
Если ввести фиксированную прямоугольную декартову систему 

координат 1 2 3,Ox x x  то упругие свойства каждого фрагмента можно 

характеризовать определенными в этой системе компонентами [7]  

     3 2 , , , , 1, 2, 3,  ijmn ijmn ijmnC M K M V G M D i j m n          (1) 

тензора четвертого ранга коэффициентов упругости или компонен-
тами  

       3 2 ,  , , , 1, 2, 3,  ijmn ijmn ijmnS M V K M D G M i j m n      (2) 

обратного ему тензора коэффициентов податливости, где ,ijmnV  ijmnD  — 

компоненты объемной и девиаторной составляющих единичного тензо-
ра четвертого ранга с компонентами .ijmnI  

Данные составляющие можно представить через символ Кроне-
кера δ ,ij  равный единице при i j  и нулю при i j  и определяющий 

компоненты единичного тензора второго ранга [8]: 

 δ δ 3;  δ δ δ δ 2 .   ijmn ij mn ijmn im jn in jm ijmnV D V                  (3) 

При хаотической ориентации фрагментов рассматриваемое твер-
дое тело будет макроскопически изотропным [8] и для описания его 
упругих свойств достаточно двух независимых параметров, в каче-
стве которых выберем подлежащие оценке объемный модуль упруго-
сти K  и модуль сдвига .G  

Этим модулям можно поставить в соответствие изотропные тен-
зоры коэффициентов упругости и податливости с компонентами со-
ответственно  

   3 2 ;  3 2 .    
ijmn ijmn ijmn ijmn ijmn ijmnC KV GD S V K D G           (4) 
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Каждый из тензоров четвертого ранга имеет по два линейных инва-
рианта, значения которых не зависят от ориентации координатных осей. 
Для тензоров с компонентами, определенными соотношениями (4), эти 
инварианты с учетом формул (3) можно записать в следующем виде [7] 
(здесь и далее использовано правило суммирования слагаемых по по-
вторяющимся в сомножителях латинским индексам): 

9 ;   10 3 ;       
iimm ijmn ijmn imim ijmn ijmnC C V K C C D G K             (5) 

1 ;   S 5 2 1 3 .       
iimm ijmn ijmn imim ijmn ijmnS S V K S D G K          (6) 

Связь между компонентами напряжений  σij M  и деформации 

 εij M  тензоров второго ранга в отдельных фрагментах будут 

определять соотношения      σ εij ijmn mnM C M M  или  ε ij M  

   σ , ijmn mnS M M  ',M V  а в порах при M V  примем  σ 0ij M  

и   0.ijmnC M  Тогда средние по всему объему V  рассматриваемого 

пористого тела значения компонент тензоров напряжений и деформа-
ции примут вид 

       
' '

1 1
σ σ  ;   ε ε  .  ij ij ij ij

V V

M dV M M dV M
V V

              (7) 

Эффективными будем считать искомые значения K  и ,G  кото-
рые входят в соотношения (4) и связывают между собой средние зна-
чения компонент тензоров напряжений и деформации, т. е. удовле-
творяют равенствам  

σ ε ;   ε σ .  
ij ijmn mn ij ijmn mnC S                               (8) 

Значения модулей упругости определим из условия совпадения 
объемной плотности потенциальной энергии деформации макроско-
пически изотропного пористого твердого тела со средним значением 
этой плотности в объеме V  с учетом упругих свойств фрагментов 
этого тела. Такое условие, используя формулы (4) и (8), можно пред-
ставить либо через компоненты тензоров упругости  

   
'

1 1 1
σ ε ε ε ε  ε ,

2 2 2
  

ij ij ijmn ij mn ijmn ij mn
V

C C M M dV
V

         (9) 

либо через компоненты тензоров податливости  

   
'

1 1 1
σ ε σ σ σ  σ .

2 2 2
  

ij ij ijmn ij mn ijmn ij mn
V

S S M M dV
V

       (10) 
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Значения интегралов, входящих в равенства (9) и (10), оценим, 
используя двойственную вариационную формулировку задачи ли-
нейной упругости неоднородного пористого твердого тела, состоя-
щего из хаотически ориентированных изотропных фрагментов. 

Двойственная вариационная формулировка задачи. Истинному 
напряженно-деформированному состоянию линейно упругого твердого 
тела соответствуют совпадающие между собой экстремальные значения 
двух альтернативных функционалов (наименьшее значение функциона-
ла Лагранжа и наибольшее значение функционала Кастилиано [7]). Эти 
функционалы входят в двойственную вариационную формулировку за-
дачи линейной упругости неоднородного твердого тела. На распределе-
нии перемещений, соответствующем деформированному состоянию те-
ла, отличающемуся от истинного, значение функционала Лагранжа 
будет превышать экстремальное значение, а значение функционала 
Кастилиано на распределении напряжений, не совпадающем с истин-
ным, наоборот, будет меньше экстремального. Если на внешней по-
верхности пористого тела и на поверхности пор заданы проекции век-
тора перемещения, то функционал Лагранжа 1J  содержит лишь 

интеграл, представленный в правой части соотношения (9), а при зада-
нии на этих поверхностях проекций вектора плотности поверхностных 
сил в выражение для функционала Кастилиано 2J  входит только инте-

грал из правой части соотношения (10), взятый с обратным знаком. 
На внешней поверхности S  рассматриваемого твердого тела 

можно задать такие значения проекций на координатные оси вектора 
перемещения, которые приводят к линейным зависимостям от коор-

динат проекций     
iu M M V  вектора перемещений. Этим зави-

симостям, согласно соотношениям Коши  ε 2,     ij i j j iu x u x  

соответствуют компоненты ε constij  тензора деформации, вслед-

ствие второй формулы (7) совпадающие с компонентами ε .ij  Такие 

распределения перемещений являются допустимыми для функциона-
ла Лагранжа, минимизируемого на истинном распределении переме-
щений и удовлетворяющего в данном случае неравенству  

*
1 1

' '

1 1
ε ε ε ε ,

2 2
    

ijmn ij mn ijmn ij mn
V V

J C dV C dV J                (11) 

где *
1J  — наименьшее значение функционала, достигаемое на истин-

ном распределении    ε  'ij M M V  компонент тензора деформации. 

Поскольку рассмотренный выше подбор линейных зависимостей 

 
iu M   'M V  произволен, среди них возможно такое сочетание, 
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которое обеспечит удовлетворение равенства (8). Тогда вместо соот-
ношения (11) можно записать  

'

1
ε ε ε ε .

2 2
   

ijmn ij mn ijmn ij mn
V

V
C dV C  

Отсюда с учетом равенств ε =εij mn  следует  

'

. 
ijmn ijmn

V

C dV C V  

После умножения полученного неравенства сначала на ,ijmnV  а за-

тем на 3,ijmn ijmnD V  с учетом формул (4) получим соотношения, со-

держащие линейные инварианты тензоров коэффициентов упругости: 

   
'

9 ;  
iimm iimm

V

C M dV M C V KV                    (12) 

     
'

3 3 10 .
 

     
 
  

imim iimm imim iimm
V

C M C dV M C C V GV       (13) 

Пусть теперь на внешней поверхности S  пористого тела и на по-
верхностях пор заданы проекции вектора плотности поверхностных 
сил, вызывающие в объеме 'V  этого тела напряженное состояние 

с компонентами σ constij  тензора напряжений, что в соответствии 

с первой формулой (7) приводит к равенству  

 *σ 1 σ .  
ij ijC                                     (14) 

Такое распределение напряжений является допустимым для функ-
ционала Кастилиано, максимизируемого на истинном распределении 
напряжений и удовлетворяющего в данном случае неравенству  

*
2 2

' '

1 1
σ σ σ σ .

2 2
      

ijmn ij mn ijmn ij mn
V V

J S dV S dV J               (15) 

Здесь *
2J  — наибольшее значение функционала, достигаемое на ис-

тинном распределении    σ  'ij M M V  компонент тензора напря-

жений. 
Вследствие произвольности подбора проекций вектора плотности 

поверхностных сил возможно такое сочетание проекций, которое 
обеспечит удовлетворение равенства (10). Тогда соотношение (15) 
можно представить в виде  
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'

1
σ σ σ σ ,

2 2
   

ijmn ij mn ijmn ij mn
V

V
S dV S  

что позволяет с учетом равенств (14) записать  

 2*
'

1 .  
ijmn ijmn

V

S dV S V C  

Умножая это неравенство сначала на ,ijmnV  а затем на ijmnD  

3, ijmnV  получаем два соотношения, содержащие линейные инва-

рианты тензоров коэффициентов податливости: 

       22 *
*

'

1
1 ;


   

ijmn ijmn
V

C
S M dV M S C

K
               (16) 

        22 *
*

'

5 1
3 3 1 .

2

  
      

 
  

imim iimm imim iimm
V

C
S M S dV M S S C

G

(17) 

Из приведенных выше свойств функционалов Лагранжа и Касти-

лиано следуют неравенства *
1 1J J  и *

2 2 ,J J  позволяющие предста-

вить двусторонние оценки эффективных значений модулей упруго-
сти рассматриваемого твердого тела через модули упругости и доли 
объема этого тела, занимаемые его отдельными фрагментами. 

Двусторонние оценки эффективных модулей. Пусть рассматри-
ваемое неоднородное пористое тело состоит из N  фрагментов, и 

фрагмент с номером α = 1, N  имеет объем ,V  объемный модуль 

упругости K  и модуль сдвига .G  Тогда доля суммарного объема V  

тела, занимаемая этим фрагментом, будет равна , C V V  причем  

*
1

1 .


 
N

C C  

Из соотношения (12), применяя первую формулу (5) к каждому 
из фрагментов, получаем верхнюю оценку эффективного значения 
объемного модуля данного тела в виде  

1

.
 



 
N

K C K K                                    (18) 

Применив первую формулу (6) к каждому из фрагментов, из со-
отношения (16) получим формулу для нижней оценки эффективного 
значения этого модуля: 
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1

2
*

1

1 .


 



 
   

 

N C

K C K
K

                            (19) 

Аналогичное применение второй формулы (5) к соотношению (13) 
приводит к верхней оценке эффективного значения модуля сдвига 
данного тела в виде  

1

.
 



 
N

G C G G                                     (20) 

Применение второй формулы (6) к соотношению (17) позволяет 
получить нижнюю оценку эффективного значения этого модуля: 

 
1

2
*

1

1 .


 



 
   

 

N C

G C G
G

                             (21) 

Формулы (18) и (20) можно также получить с привлечением тео-
рии смесей [9], полагая в порах значения объемного модуля упругости 
и модуля сдвига равными нулю и представляя оценки модулей как ли-
нейные комбинации параметров жесткости фрагментов тела, опреде-
ляемых модулями упругости. При этом коэффициентами линейных 
комбинаций являются объемные доли αC  фрагментов в неоднородном 

теле. Однако из этой теории (в отличие от использованного выше ва-
риационного подхода) не следует, что такие формулы определяют 
именно верхние оценки эффективных значений указанных модулей 
упругости. Для неоднородного тела в теории смесей рассматривают 
также оценки, которые следуют из равенства характеристик податли-
вости такого тела и линейных комбинаций податливостей фрагментов, 
определяя податливости величинами, обратными модулям упругости. 
Применительно к пористому телу податливость пор будет бесконечно 
большой, что приведет в итоге к нулевым нижним оценкам модулей 
упругости этого тела. Если же не учитывать влияние пор, то нижние 
оценки модулей упругости пористого тела будут некорректными и мо-
гут оказаться, согласно теории смесей, даже выше верхних оценок, 
определяемых формулами (18) и (20). 

Если пористое твердое тело является пористым композитом 
с включениями из одного и того же изотропного материала с моду-
лями упругости 1,K  1G  и матрицей с модулями упругости 2 ,K  2 ,G  

то формулы (18)–(21) можно представить в виде  

   2
1 1 2 2 * 1 1 2 21 ;       K C K C K K C C K C K K           (22) 

   2
1 1 2 2 * 1 1 2 21 ,       G C G C G G C C G C G G            (23) 
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где 1,C  2C  — объемные доли включений и матрицы соответственно, 

причем 1 2 *1 .  C C C  

Эффективные модули пористого однородного материала. При 
1N  каркас пористого твердого тела состоит из однородного матери-

ала с модулями упругости 1K  и 1.G  Тогда использованная при постро-

ении двойственной вариационной формулировки задачи структурная 
модель пористого тела в виде комбинации не взаимодействующих 
между собой фрагментов и пор приводит к формальному совпадению 
верхней и нижней оценок каждого из модулей упругости. Действи-
тельно, в этом случае 1 *1 , C C  и поэтому неравенства (22) и (23) 

переходят в равенства  * 11 K C K  и  * 11 G C G  соответственно. 

Такой результат обусловлен особенностью принятой выше структур-
ной модели пористого тела, которая при 1N  представляет его как 
однородное с объемом ,V  но вклад в упругие характеристики этого 
тела вносит материал, образующий каркас данного тела и занимающий 
лишь объем  *1 .C V  

Существует ряд подходов к оценке модулей упругости пористого 
тела в случае 1.N  Один из таких подходов связан с использовани-
ем метода вириального разложения [8] при предположении формы 
шаровой поры как статистически усредненной множества возможных 
форм. В этом случае при малой пористости можно получить линей-
ные зависимости от *C  в виде  

 
1 1

* *
1 1 1 1

1 ν 1 ν
1 3 ; 1 15 ,

2 1 2ν 7 5ν

 
     

 

 
 K G

K C G C
K G

        (24) 

где ,K  G  — модули упругости рассматриваемого пористого тела; 

   1 1 1 1 1ν 2 3 2  K G K G  — коэффициент Пуассона материала 

каркаса этого тела. 
С возрастанием пористости достоверность оценки по формулам (24) 

быстро убывает. Если в первом приближении учесть возмущение 
напряженно-деформированного состояния в материале каркаса в 
окрестности отдельно взятой поры, имеющей форму шара, то тогда 
также методом вириального разложения можно получить более точные 
зависимости [8]: 

* 1 1 * 1 2
* *

* * 1 1 * * 1 2

9 4
1 ;  1 ,

1 9 1 4
   

   
 C K A C G A

K G
C C K A C C G A

              (25) 

где          1 1 1 1 2 1 1 11 6 1 ν 1 2ν ;   15 4 1 ν 7 5ν .     A K A G  
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На рис. 1 приведены для сравнения результаты вычислений по 
представленным соотношениям при изменении *C  в промежутке 

 0;1 .  Сплошная прямая соответствует совпадающей верхней оценке 

1 *1   K K K C  относительных значений 1K K K  и 1 .G G G  

При 1ν 0,3  формулы (24) использованы для построения графиков 

зависимостей K  и G  от *C  (штриховая и штрихпунктирная линии 

со светлыми квадратами), а по формулам (25) построены графики за-

висимостей *
K  и *

G  от *C  (штриховая и штрихпунктирная линии 

без символов). 

 

Рис. 1. Зависимости относительных значений 
объемного   модуля   упругости   и  модуля  сдвига 

от пористости 
 
Путем обработки экспериментальных данных и результатов чис-

ленного моделирования для пористого однородного материала полу-
чены зависимости от *C  продольного модуля упругости (модуля 

Юнга) E  в виде  

 1 *1 ,   m
E E E C                                  (26) 

где 1E  — продольный модуль упругости материала каркаса пористо-

го тела, а показатель степени 1m  зависит от типа структурной мо-
дели этого тела. 

Для модели «перекрывающиеся сферические поры» (ПСП) раз-
личных радиусов, так называемой модели швейцарского сыра, 
в работе [10] предложено значение 2.m  При этом из эксперимен-
тальных исследований различных керамических материалов следует, 

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0 0,2 0,4 0,6 0,8 C*

K K G K G
+
; ; ; ;* *
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что система пор становится проницаемой в случае * 0,3,C  а части-

цы материала каркаса пористого тела сохраняют связанность до зна-
чения * 0,97C  [11]. 

Структурная модель «перекрывающиеся сферические тела» (ПСТ) 
различных радиусов соответствует технологическим процессам спека-
ния шаровых частиц порошка. В этом случае система пор может стать 
проницаемой уже при * 0,03,C  а каркас сохраняет связанность лишь 

до пористости * 0,7C  [12]. Для этой модели предложено 

в формуле (26) использовать значение 4m  [11]. С применением ме-
тода численного анализа для моделей ПСП и ПСТ получены соответ-
ственно значения 2,9m  и 4m  [13]. 

В отличие от формулы (26) в результате обработки эксперимен-
тальных данных для керамических материалов и некоторых горных 
пород установлены зависимости [11] 

   1,653 2,23
1 * * 2 * *1 ' ;   1 '' ,    E C C E C C                    (27) 

где *' 0,818C  и *'' 0,652C  — параметры, определяющие пори-

стость, при которой каркас пористого тела утрачивает свою связан-
ность. Значения этих параметров согласуются с приведенными выше 
значениями пористости, при которой нарушается связанность для 
моделей ПСП и ПСТ соответственно. Кроме того, из сравнения зна-

чения производной 

*

1

* 0

 


C

dE
m

dC
 со значениями  

*

1

* *0

1,653
2,02

'


  


C

dE

dC C
 и 

*

2

* *

2,23
3,402,

''
  



C

dE

dC C
 

полученными дифференцированием по *C  формул (27), следует, что 

при малой пористости практически совпадут результаты расчета по 
первой формуле (27) и формуле (26) при 2m  для модели ПСП, 
а вторая формула (27) даст результаты, промежуточные между полу-
ченными по формуле (26) при 4m  и 2,9m  для модели ПСТ. 

На рис. 2 приведены графики зависимости относительного значе- 
ния E  продольного модуля упругости от пористости *,C  построенные 

по формуле (26) при 2m  (штриховая линия), 4m  (штрихпунктир-
ная) и 2,9m  (пунктирная). Сплошные кривые с темными и светлыми 
треугольниками построены соответственно по первой и второй форму-
лам (27). Действительно, при * 0,4C  отличие кривой с темными тре-

угольниками от штриховой линии и кривой со светлыми треугольника-
ми от штрихпунктирной линии достаточно мало. 
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Рис. 2. Зависимости относительного значения 
модуля Юнга от пористости  

 
Формулы (25) с учетом равенства  9 3 E KG K G  [14] позво-

ляют в рамках метода вириального разложения найти зависимость от-
носительного значения продольного модуля упругости от *C  в виде  

   
* *

*
* 1 * 1

3
.

2 1 ν 1 2ν


  

 


 
K G

E
K G

                             (28) 

По формуле (28) при 1ν 0,3  на рис. 2 построен график (сплош-

ная линия со светлыми квадратами). Зависимость от *C  

верхней оценки ,E  которая следует из формул  * 11  K C K  

и  * 11 ,  G C G  полученных с использованием вариационного под-

хода, представлена в виде сплошной прямой без символов. 
На рис. 1 и 2 видно, что различные варианты оценок относитель-

ных величин модулей упругости пористого однородного материала 
приводят к результатам, лежащим ниже их верхней оценки, установ-
ленной с использованием вариационного подхода. В качестве ориен-
тира, характеризующего нижнюю границу области возможных зна-
чений продольного модуля упругости, можно принять зависимость 
на рис. 2 (штрихпунктирная линия), построенную по формуле (26) 
при 4.m  Однако для построения нижней границы этой области на 
основе вариационного подхода необходимо видоизменение струк-
турной модели рассматриваемого пористого тела. 

Модификация структурной модели пористого однородного 
материала. Один из возможных подходов к коррекции нижних оце-
нок модулей упругости пористого тела, каркас которого состоит из 
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однородного материала с модулями упругости 1K  и 1,G  заключается 

в переходе к структурной модели условного композита. В последнем 
часть этого материала исполняет роль сплошной матрицы, а армиру-
ющими элементами являются включения в виде пор, к которым при-
соединена остальная часть этого же материала (в случае замкнутых 
пор можно считать, что каждая из них окружена некоторым слоем 
материала каркаса). Тогда каждую пору с присоединенным к ней ма-
териалом каркаса можно рассматривать как условное сплошное 
включение в матрицу, имеющее некоторые эквивалентные модули 
упругости *K  и *.G  Применительно к такой модели можно использо-

вать известные варианты оценок эффективных значений модулей 
упругости композитов с дисперсными включениями [8, 15, 16]. 

При заданной пористости *C  рассматриваемого тела объемное 

содержание *'C  условных сплошных включений будет удовлетво-

рять неравенству * *' ,C C  в котором равенство формально соответ-

ствует предельному случаю отсутствия материала каркаса, когда 

* 1.C  Простейший вариант определения эквивалентных модулей 

таких включений состоит в использовании верхних оценок, опреде-
ляемых соотношениями (22) и (23), которые следуют из представ-
ленной выше двойственной вариационной формулировки задачи. 

Тогда из равенств    * 1 * 1 * *1 1 ' '   C K C K C K  и  * 11 C G  

 * 1 * *1 ' '  C G C G  находим  

* * 1 * * * * 1 * *1 ' ; 1 ' .     K K K C C G G G C C             (29) 

С учетом тех же соотношений (22) и (23) для построенной струк-
турной модели условного композита получаем в виде безразмерных 
отношений нижние оценки модулей упругости  

   1 * * * 1 * * *1 1 ' ' ;  1 1 ' ' .          c c c cK K K C C K G G G C C G  (30) 

В достаточно общем случае связь между значениями *'C  и *C  

целесообразно определить степенной зависимостью в виде * *' , nC C  

где (0;  1).n  При 1n  условное сплошное включение вырождается 
в пору и эквивалентные модули принимают нулевые значения, а при 

0n  значения эквивалентных модулей совпадают с полученными 
выше верхними оценками. 

На рис. 3 представлены зависимости *'C  от *C  при различных зна-

чениях ,n  причем сплошная прямая со светлыми кружками соответ-
ствует 1,n  сплошная без символов — 0,9,n  штрихпунктирная — 
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0,7,n  штриховая — 0,5,n  пунктирная — 0,3n  и сплошная 
с темными кружками — 0,1.n  Из анализа данных на рис. 3 следует, 

что чем ближе значение n  к единице, тем меньше отличие *'C  от *C  и, 

согласно формулам (29), меньше значения *K  и *.G  

 

Рис. 3. Зависимости объемного содержания услов-
ных сплошных включений в модифицированной 
структурной   модели  пористого  материала  от  его 

пористости 
 

С учетом формулы * *'  nC C  из равенств (29) следует * * K G  
1
*1 ,  nC  а из равенств (30) —   1

* * *1 1 1 .      n n n
c cK G C C C  

Но тогда для рассматриваемой структурной модели правая часть по-
следнего равенства будет определять безразмерное отношение ниж-
ней оценки продольного модуля упругости в виде  

 
1
*

1
1 * ** * *

11
.

11 1

 





  

   

n
c

c n nn n n

E C
E

E C CC C C
                (31) 

Конкретное значение показателя степени n  выберем так, чтобы 

при одинаковых значениях *C  ординаты графика зависимости 
cE  от 

*C  не были меньше ординат графика, определяемого формулой (26) 

при 4.m  Это условие приводит к неравенству , cE E  которое 

должно быть выполнено при * [0;  1].C  Из равенств (26) и (31) сле-

дует, что значения E  и 
cE  совпадают при * 0C  и * 1C  и любом 

значении (0;  1),n  но могут совпасть и в некоторых внутренних 
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точках отрезка  0;1 .  Применение методов оптимизации [17, 18] поз-

воляет установить, что такое совпадение при 4m  имеет место 
лишь при * 0,1871C  и соответствует значению 0,9065.n  

На рис. 4 представлены построенные по формуле (26) при 4m  
(штрихпунктирная линия) и формуле (31) при 0,9065n  (штриховая) 

графики зависимости от *C  соответственно E  и .cE  Эти графики 

имеют общие точки при 0 0,C  * 1C  и * 0,1871.C  Сплошная пря-

мая со светлыми кружками и пунктирная линия соответствуют зави-

симостям * *'  nC C  при 1n  и 0,9065n  соответственно, а сплошная 

кривая с темными кружками — зависимости 1
* *1 ,  nE C  которая 

следует из формулы (29). 

 

Рис. 4. Зависимости относительных значений моду-
ля Юнга и объемного содержания условных сплош-
ных  включений  в  модифицированной  структурной  

модели пористого материала от его пористости 
 
Как и на рис. 3, сплошная прямая без символов соответствует 

формуле *1  E C  для относительного значения верхней оценки 

продольного модуля упругости, а сплошная кривая со светлыми квад-

ратами — формуле (28) при 1ν 0,3  для относительного значения *
E  

этого модуля. Темными треугольниками отмечены полученные чис-
ленным моделированием дискретные значения K  пеноалюминия, для 
каркаса которого использован алюминиевый сплав Д16 [19]. 

Заключение. Рассмотрены два типа пористых тел — пористое 
неоднородное тело и тело, каркас которого выполнен из однородного 
материала. Двусторонние оценки эффективных значений модулей 
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упругости, построенные с помощью двойственной вариационной 
формулировки задачи линейной упругости для неоднородного тела, 
не позволяют получить содержательную информацию о нижней гра-
нице области возможных эффективных значений этих модулей пори-
стого тела с каркасом из однородного материала.  

Для этого случая предложена модификация структурной модели 
пористого тела путем введения условных однородных сплошных 
включений, эквивалентных по упругим характеристикам порам, к ко-
торым присоединена некоторая часть однородного материала карка-
са. Использование этой модификации позволило преодолеть возник-
шие затруднения и установить искомую нижнюю границу указанной 
области.  

Предложенный подход может быть применен для прогнозирова-
ния упругих характеристик пористых материалов, что является важ-
нейшей задачей при проектировании элементов конструкций из та-
ких материалов. 

 
Работа выполнена в рамках государственных заданий 

Минобрнауки РФ (проекты 9.7784.2017/БЧ и 9.2422.2017/ПЧ). 
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The dual variational formulation of the problem of linear elasticity of the porous non-
homogeneous solid body consisting of the chaotically directed isotropic fragments with 
different elastic characteristics is used for constructing the two-way estimates of the ef-
fective elastic behaviour of such body. We have conducted the quantitative analysis of 
these estimates and compared them with the known previously published results. The pre-
sented calculated ratios can be applied for forecasting the effective values of elasticity 
moduli of the porous composite material reinforced with isotropic inclusions as well as 
the materials obtained by means of powder metallurgical techniques and self-
propagating high-temperature synthesis. 
 
Keywords: porous solid body, effective values of the elasticity moduli, dual variational 
formulation, two-way estimates 
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