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Одним из частных случаев движения динамически симметричного спутника — 
твердого тела относительно центра масс на круговой орбите является его гипер-
болоидальная прецессия. Если гиперболоидальная прецессия устойчива, то уравне-
ния движения спутника допускают существование семейств периодических дви-
жений, которые описывают колебания оси динамической симметрии спутника в 
окрестности гиперболоидальной прецессии и могут быть получены в виде сходя-
щихся рядов по степеням малого параметра — амплитуды колебаний. Различают 
два типа указанных движений — короткопериодические  и долгопериодические.  
Если амплитуда не мала, то для построения данных движений необходимо приме-
нить численный метод. В трехмерном пространстве параметров задачи автора-
ми была построена область существования долгопериодических движений, рож-
дающихся из гиперболоидальной прецессии симметричного спутника. Рассмотре-
ны  случаи резонанса и отсутствия резонанса третьего порядка. Исследована 
задача орбитальной устойчивости долгопериодических движений в первом при-
ближении. Приведены постановка задачи, результаты аналитического построе-
ния периодических движений при отсутствии резонансов. Дано краткое описание 
методики численного построения семейств периодических решений. Изложены 
результаты численно-аналитического построения семейств долгопериодических 
решений, рождающихся из гиперболоидальной прецессии, в окрестности резонан-
са. Для малых значений амплитуды сделаны выводы об орбитальной устойчивости 
указанных решений в первом приближении. 
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симметричный спутник, численное продолжение семейств решений, регулярная 
прецессия, орбитальная устойчивость, резонанс  

Введение.  Анализу движения динамически симметричного спут-
ника на круговой орбите посвящено большое число работ [1–8]. Осо-
бенно детально исследованы движения симметричного спутника, 
которые описываются точными частными решениями уравнений 
движения. К этим движениям относятся положения относительного 
равновесия,  регулярные прецессии, а также колебания и вращения 
спутника в плоскости орбиты его центра масс. Устойчивость регу-
лярных прецессий и нелинейных колебаний в их окрестности рас-
смотрена в работах [4–14]. В [7, 8] выполнен полный и строгий ана-
лиз устойчивости плоских колебаний и вращений симметричного 
спутника.  
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Уравнения движения в динамике спутников, как правило, не мо-
гут быть проинтегрированы в квадратурах, поэтому актуальной зада-
чей является разработка методов их численного интегрирования, а 
также асимптотических методов построения их решений. В работах 
[15–18] предложены методы численного и аналитического построе-
ния семейств периодических движений, которые позволяют свести 
краевую задачу численного интегрирования к более простой задаче 
Коши. Эти методы применялись для построения «замороженных» 
орбит в теории движении искусственного спутника Земли [19].  С их 
помощью исследовались периодические движения, рождающиеся из 
регулярной прецессии симметричного спутника [13, 14, 17]. В част-
ности, в работах [13, 17] для некоторых частных значений парамет-
ров задачи выполнено численно-аналитическое построение семейств 
короткопериодических движений, рождающихся из гиперболоидаль-
ной прецессии. В работе [14] получена область существования ука-
занных семейств для всех допустимых параметров задачи.  

В настоящей  работе выполнено численно-аналитическое постро-
ение семейств долгопериодических движений, рождающихся из ги-
перболоидальной прецессии, при отсутствии резонансов и в окрест-
ности резонанса 2 12ω = ω . 

Постановка задачи. Рассмотрим спутник ― твердое тело, центр 
масс которого движется в центральном гравитационном поле сил по 
круговой орбите. Для описания движения спутника относительно 
центра масс введем орбитальную OXYZ и связанную Oxyz системы 
координат. Оси OZ, OX, OY направим по радиусу-вектору центра 
масс спутника, трансверсали к орбите и нормали к плоскости орбиты. 
Оси Ox, Oy, Oz направим вдоль главных центральных осей инерции 
спутника, моменты инерции относительно которых обозначим 1,J  2 ,J  

3.J  Будем считать спутник динамически симметричным 1 2( ).=J J  
Взаимное расположение орбитальной и связанной систем координат  
зададим углами Эйлера , , .ψ θ ϕ  

Уравнение движения динамически симметричного спутника за-
писываются в канонической форме с гамильтонианом [3, 5]: 

2 2

2 2

cos
cos ctg sin

22sin sin

ψ θ
ψ ψ

γ θ  = + − + ψ ϑ − ψ +    θ θ
p p

H p p  

2 2 21 cos 1
ctg cos ,

2 sin 2

ψ+ γ θ + γ + δ θ
θ

                                (1) 

где ψp  и θp  ― безразмерные импульсы, соответствующие коорди-

натам ψ  и ;θ  ;γ = αβ  ( )3 1δ = α −  ― безразмерные параметры [17], 
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здесь 3 1/α = J J ,  0 0/β = ωr  0(r  ― проекция абсолютной угловой 
скорости спутника на его ось динамической симметрии ;Oz  0ω  ― 
угловая скорость центра масс).  

Независимой переменной является истинная аномалия 0 .ν = ω t  

Координата ϕ  — циклическая, соответствующий ей импульс ϕp  

сохраняет постоянное значение. 
Уравнения движения с гамильтонианом (1) имеют частное реше-

ние 0 / 2,ϑ = π  0cos ,ψ = −γ  0 0sin ,θ = ψp  0 0,ψ =p  отвечающее ги-

перболоидальной прецессии спутника, при которой его ось динами-
ческой симметрии лежит в плоскости, перпендикулярной радиусу-
вектору центра масс, и составляет угол 0π − ψ  с нормалью к плоско-
сти орбиты. При 0δ >  гиперболоидальная прецессия устойчива по 
Ляпунову [6]. Ранее в работах [13, 17] для некоторых частных случа-
ев геометрии масс спутника  рассматривалась задача о существова-
нии и построении периодических движений, рождающихся из гипер-
болоидальной прецессии. Для решения этой задачи в [13] разработа-
на программная реализация метода численного продолжения по 
параметру семейств периодических движений гамильтоновых си-
стем, предложенного в [16]. 

Аналитическое построение ляпуновских периодических дви-
жений. Если частоты 1 2,   ω ω ( 1 2ω > ω ) линейной системы не связаны 
резонансными соотношениями до четвертого порядка включительно, 
то при подходящем выборе канонических переменных функция Га-
мильтона (1) в окрестности гиперболоидальной прецессии может 
быть приведена к следующей нормальной форме: 

( ) ( ) ( )22 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 20 1 1

1 1

2 2
= ω + + ω + + + +K q p q p a q p  

( )( ) ( )22 2 2 2 2 2
11 1 1 2 2 02 2 2 5,+ + + + + +a q p q p a q p O                    (2) 

где 20a , 11a , 02a  ― постоянные коэффициенты, зависящие от пара-
метров γ  и ;δ  5O  — совокупность членов порядка 5 и выше.  

Каноническая система уравнений с гамильтонианом (2) имеет 
следующие семейства периодических решений, существование кото-
рых гарантируется теоремой Ляпунова о голоморфном интеграле: 

( ) ( )2 3
1 1 20sin 4 ;= ω ν + ν +q c c a O c ( ) ( )2 3

1 1 20 cos 4 ;= ω ν + ν +p c c a O c    (3) 

( ) ( )3 3
2 2;    ;= =q O c p O c  
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( ) ( )2 3
2 2 02sin 4 ;= ω ν + ν +q c c a O c  ( ) ( )2 3

2 2 02cos 4 ;= ω ν+ ν +p c c a O c   (4)  

( ) ( )3 3
1 1, = =q O c p O c  

с периодами ( )2 4
1 1 202 / 4  = π ω + +  T c a O c  и ( )2 4

2 2 202 / 4  = π ω + +  T c a O c   

( 2 1<T T ) соответственно; (3) и (4) суть сходящиеся при достаточно 
малых значениях амплитуды c  степенные ряды, представляющие 
соответственно долго- и короткопериодические движения . 

О численном продолжении семейств периодических движе-
ний. Для построения семейств периодических движений при произ-
вольных значениях амплитуды использовался метод численного про-
должения периодических решений гамильтоновых систем, разрабо-
танный  С.Р. Каримовым  и А.Г. Сокольским в [16]. Идея этого 
метода была предложена A. Deprit и J. Henrard [15], ее суть состоит 
во введении в окрестности известного (опорного) решения локаль-

ных координат [ ]   = T
u u v vw n m n m , где un  и vn  ― нормальные смеще-

ния; um  ― тангенциальное смещение, vm  ― энергетическое смеще-
ние. Это позволяет свести краевую задачу нахождения периодиче-
ского решения к задаче Коши.  

Поиск нового периодического решения осуществляется в два 
этапа: предиктора и корректора. На этапе предиктора в результате 
численного интегрирования системы дифференциальных уравнений, 
описывающей изменение величин ,un   ,um  ,vn  ,vm  находят поправки 
к начальным условиям опорного решения, дающие начальные усло-
вия нового, приближенно-периодического решения, которые затем 
уточняют на этапе корректора.  

Программная реализация указанного численного метода и мето-
дика выбора приращений параметров описаны в работе [13]. По-
грешность ( , , ) ( ) (0)Δ = Δ γ δ = −z z h z T z  получаемых на каждом шаге 

решений не превышала 51 .10−⋅  Ранее в работе [14] для всех допусти-
мых значений параметров задачи были построены области существо-
вания (рис. 1) и орбитальной устойчивости (рис. 2) в первом прибли-
жении короткопериодических движений, рождающихся из гипербо-
лоидальной прецессии спутника. 

Численно-аналитическое построение семейств долгопериоди-
ческих движений при значениях параметров, близких к резонан-
су 2 1 .2ω = ω  Если в системе наблюдается параметрический резонанс 

2 12ω = ω , то в окрестности поверхности, ограничивающей область па-
раметрического резонанса, существуют два семейства долгопериодиче-
ских движений и одно семейство короткопериодических движений.    
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Рис. 1. Поверхность, ограничивающая сверху область 
существования короткопериодических движений, рож-
дающихся из гиперболоидальной прецессии симметрич- 
  ного спутника, в пространстве параметров h, , :  
h — параметр энергии; ,  —  кинематический и  инерционный  
    параметры; в точке  = 0,  = 1 имеет место резонанс 2 = 1   

 
 

Рис. 2. Поверхность, ограничивающая сверху область орбитальной устойчивости  
в первом приближении короткопериодических движений, рождающихся из гипербо-
лоидальной прецессии симметричного спутника, в пространстве параметров h, ,  (а) и 
сечения (б) области существования короткопериодических движений (косая штрихов-
ка)  и  области их устойчивости (перекрестная штриховка) плоскостями  = 2 и  = 1 
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Найдем уравнение указанной поверхности в пространстве парамет-
ров , , γ δh , где h — константа энергии системы с гамильтонианом 
(1). Для этого посредством канонической замены переменных 

1 2 1 2, , , , , ,ψ θψ θ → ξ ξ η ηp p  приведем гамильтониан (1) к нормальной 

форме: 

( ) ( ) ( )I 2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 1 1 4

1 1
2

2
,

2
  = ω ξ + η + ω ξ + η + ξ η − ξ − η ξ η +  K A O  (5) 

где A ― резонансный коэффициент, зависящий от 1ω  и 2ω .  
Введем новое время τ по формуле 1τ = ω ν  и выполним масшта-

бирующую каноническую замену переменных 1 1ξ = εax , 2 2ξ = εax , 

1 1η = εay , 2 2η = εay  с валентностью 2 21 ,= εn a  которая приводит 
гамильтониан (5) к виду  

( )( ) ( )II 2 2 2 2
2 2 1 1

1 1
2 μ

2 2
= + + + + +K x y x y  

( ) ( )2 2 2
2 1 1 2 1 1

2
2 ,

4
  + ε − − + ε  x y x y x y O                         (6) 

где 2 1 2;μ = ω ω −  ε  ― малые параметры (коэффициент невязки ча-

стот и масштабный коэффициент); 12 4= ωa A  [9].  
Канонические уравнения с гамильтонианом (6) имеют однопара-

метрическое семейство короткопериодических решений вида 

2 0sin ( ) ( );= Ω τ + τ + εx C O    2 0 sin ( ) ( ),= Ω τ + τ + εy C O         (7) 

где 22 ( );Ω = + μ + εO  C — постоянный параметр.  

Если выполнено неравенство 2 ,μ < ε C  то короткопериодиче-

ские решения (7) орбитально устойчивы в линейном приближении, 

если же 2μ > ε C , то — орбитально неустойчивы. Последнее нера-

венство задает область параметрического резонанса, границы кото-
рой определяются уравнением 

2 22μ = ε C .                                            (8) 

Для того чтобы получить уравнения границы (8) в пространстве 
исходных параметров задачи, выразим параметры С, μ  и ε  через 1ω , 

2ω  и константу энергии h . Константа энергии *h  системы с гамиль-
тонианом (6) связана с константой энергии h  исходной системы с 
гамильтонианом (1) и параметром С соотношениями 
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*
22

( );
2 μ

= + ε
+
h

C O  
2

*
2

1

8
.= =

ε ω
A h

h nh                             (9) 

Второе равенство в (9) получено подстановкой (7) в (6). Подста-
вив в (8) выражение для параметра C из (9) и заменив коэффициент 
невязки частот по формуле 2 1 2μ = ω ω − , получим следующее урав-
нение для границы области параметрического резонанса: 

( )2 2 2
2 2 1 12 32 ( ).ω ω − ω = ω +A h O h                         (10) 

Уравнение границы области параметрического резонанса в ис-

ходных параметрах станем искать в виде ряда (3)( , ) ( )γ δ = γ δ +h

1( ) ( )+ γ δ +h O h , где выражение 
3 2

(3) 4 17 4
 (

5
)

− δ + δ − δγ δ = ±
δ

 задает 

зависимость γ  от δ  при точном резонансе 2 12ω = ω . Подставив этот 
ряд в (10) и приравняв коэффициенты при равных степенях h, опре-
делим 1( )γ δ  и получим уравнение границы области параметрическо-
го резонанса в пространстве параметров , , :γ δh   

4
(3) 6 3 2 5 5

( , ) ( )
25 (4

( )
)

δ − + δ
γ δ = γ δ ± +

δ − δ
h h O h .                    (11) 

Поверхность, задаваемая уравнением (11), показана на рис. 3. 
При значениях , γ δ , близких к резонансным, и малом h эта поверх-
ность хорошо аппроксимирует границы области параметрического 
резонанса, что подтверждается совпадением результатов аналитиче-
ского и численного решения (см. рис. 3 и 4, а). 

Для нахождения семейств долгопериодических движений вос-
пользуемся методикой, изложенной в работе А.П. Маркеева [9]. По-
средством замены переменных 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , ,→x x y y Q Q P P  гамильто-
ниан (6) можно привести к виду 

( )III 2
1 2 1 2 2 22 sin( ) ( ),= + μ + ε − + εK P P P P P Q O                 (12) 

где 1 22≥P P .  
Система с гамильтонианом (12) имеет первый интеграл 1 ,=P C  

где C  ― параметр, связанный с исходными параметрами задачи че-
рез соотношения (9). Используя первый интеграл и отбрасывая в (12) 
члены выше первой степени по ε , получаем приближенную систему 
с гамильтонианом  

IV
2 2 2 2( 2 ) sin( ),= μ + ε −K P C P P Q                            (13) 
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Рис. 3. Граница области параметрического резонанса  
в пространстве параметров  h, , , полученная аналити-
чески при малых значениях параметра энергии h и всех 
допустимых значениях кинематического  и инерцион-  
                                  ного  параметров  

 
описывающую долгопериодические движения в окрестности границы 
области параметрического резонанса. 

Положения равновесия *
2Q , *

2P  системы с гамильтонианом (13) 
определяются уравнениями 

IV

2 *
2

0;∗ = = dK
Q

dP
        

IV
*
2 *

2

0.= − = dK
P
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В зависимости от значений параметра μ  число положений равнове-
сия будет различным. В области 1Γ  (рис. 4, б) существует только поло-

жение равновесия *
2

2

π=Q , 
2 2

*
2

6

6

μ + μ + ε
=

ε
C

P  (I), в области 2Γ  ― 

только положение равновесия *
2

2

π= −Q , 
2 2

*
2

6

6

−μ + μ + ε
=

ε
C

P  (II).  

В области 3Γ  существует как положение равновесия I, так и  положе-
ние равновесия II. При малых значениях μ  границы областей совпада-
ют с границей области параметрического резонанса и определяются 
уравнением (11). В переменных , , ,ψ θψ θ p p  указанным положениям 
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Рис. 4. Взаимное расположение результатов численного (пунктирные линии) и 
аналитического (сплошные линии) построения границы области параметрического 
резонанса в плоскости  = const в случае  = 0,5;  = 2/3,  = 1 и  = 2 при малых 
значениях параметра энергии h (а) и  расположение семейств долгопериодических 
движений относительно поверхности параметрического резонанса в сечении  = const 
при малых значениях параметра h (б); в областях Г1 и Г2 существует по одному 
семейству долгопериодических движений, в области Г3 имеются два семейства  
                                            долгопериодических движений 

 

равновесия соответствуют два семейства долгопериодических дви-
жений (которые далее также будем обозначать I и II).  
В окрестности резонанса 2 12  ω = ω семейства долгопериодических 
движений I и II орбитально устойчивы в первом приближении [9].  
С помощью численного метода, описанного выше,  указанные семей-
ства были продолжены по параметрам до границ их существования 
при значениях константы энергии 0,1.≤h  Результаты численного 

исследования представлены на рис. 5–7, где через (3)γ  обозначена 

кривая резонанса 2 12ω = ω , через (4)γ  ― кривая резонанса 2 13ω = ω . 
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Рис. 5. Граница области существования семейства долгопериодических движений I 
в пространстве параметров h, ,  при малых значениях параметра энергии h (а) и ее 
   сечение плоскостью  = 2 (б); косой штриховкой показана область существования 

 

  
Рис. 6. Граница области существования семейства долгопериодических движений II в 
пространстве параметров h, ,  при малых значениях параметра энергии h (а) и ее  
  сечение плоскостью  = 2 (б); косой штриховкой показана область существования 

  
Рис. 7.  Граница области существования семейств долгопериодических движений I 
и II в пространстве параметров h, ,  при малых значениях параметра энергии h (а) и  
 ее сечение плоскостью  = 2 (б); косой штриховкой показана область существования 
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На рис. 8 показаны траектории точки пересечения оси динамиче-
ской симметрии спутника и единичной сферы, соответствующие 
движениям, принадлежащим семействам долгопериодических дви-
жений I и II. Эти семейства были построены аналитически в окрест-
ности параметрического резонанса при значениях параметров 

0,577;    1,5γ = δ =  и продолжены по энергетическому параметру h до 
значения h = 0,85. 

 
 

 
 

Рис. 8. Траектории точки пересечения оси динамической симмет-
рии спутника и единичной сферы для семейств I и II долгоперио-
дических движений при значениях параметров 0, 577;γ =                    

                                        1, 5;    0,85δ = =h  

 
Заключение. В работе выполнено численно-аналитическое по-

строение семейств долгопериодических движений симметричного 
спутника, рождающихся из его гиперболоидальной прецессии, ис-
следован вопрос об их бифуркации при малых амплитудах  и орби-
тальной устойчивости в первом приближении. 

Исследование выполнено в рамках государственного задания 
(проект № 3.3858.2017/4.6).  
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Numerical and analytical plotting of periodic motion  
and investigating motion stability in the case of a symmetric 

satellite 

©  E.A. Sukhov1, B.S. Bardin1,2  

1 Moscow Aviation Institute (MAI), Moscow, 125993, Russia 
2 Blagonravov Mechanical Engineering Research Institute of the Russian Academy of 

Sciences, Moscow, 101990, Russia 

A specific case of motion of a solid dynamically symmetric satellite along a circular orbit 
in reference to the centre of mass is its hyperboloid precession. If the hyperboloid preces-
sion is stable, the equations of satellite motion allow for existence of periodic motion 
families that describe the oscillations of the satellite's dynamical symmetry axis in the 
vicinity of the hyperboloid precession. It is possible to derive these families in the form of 
convergent series in powers of the small parameter, i.e. the oscillation amplitude. There 
exist two types of these motions: short-term and long-term. If the amplitude is not small, 
it is necessary to employ a numerical method in order to plot the motions. In the three-
dimensional space of the problem parameters, the authors plotted the region where long-
term motions exist that stem from the hyperboloid precession of a symmetric satellite. We 
deal with the cases of resonance being present and third order resonance being absent. 
We conducted a first-order investigation of the orbital stability problem for long-term 
motions. We provide the problem statement and the results of plotting the periodic mo-
tions analytically in the absence of resonances. We describe in brief the method for plot-
ting the periodic solution families numerically. We present the results of numerical and 
analytical plotting of long-term solution families stemming from the hyperboloid preces-
sion in the vicinity of the resonance. We draw conclusions on the first-order orbital sta-
bility of said solutions for small amplitudes. 

Keywords: Hamiltonian system, periodic motions, dynamically symmetric satellite, nu-
merical continuation of solution families, regular precession, orbital stability, resonance 
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