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Рассмотрена проблема моделирования набора дискретных ориентаций космиче-
ского аппарата, который может быть использован при тестировании систем 
управления его положениями в пространстве. В основу модели положен критерий 
равномерного заполнения ориентационного пространства. Использован авторский 
универсальный метод случайного равномерного распределения точек на гладких 
регулярных поверхностях в трехмерном евклидовом пространстве и его обобщение 
для гиперповерхностей, заданных параметрическим способом, в многомерных про-
странствах. Найдена функция плотности совместного распределения ориентаци-
онных параметров в виде углов Эйлера при равномерном распределении точек на 
поверхности в трехмерном пространстве. Установлено, что равномерно распре-
деленные точки на поверхности трехмерной единичной гиперсферы в четырех-
мерном евклидовом пространстве определяют соответствующее множество 
параметров Родрига — Гамильтона, что подтверждает факт двулистного 
накрытия трехмерной гиперсферой группы специальных ортогональных матриц 

(3).SO  Осуществлен переход от непрерывного к равномерному дискретному рас-

пределению. Реализован алгоритм дискретного заполнения пространства ориента-
ций на основе использования правильных центросимметричных многогранников 
в четырехмерном пространстве, вершины которых формируют множества необ-
ходимых параметров Родрига — Гамильтона или кватернионов. Даны конструк-
тивное доказательство правильности созданного алгоритма и его иллюстрация 
путем визуализации положений тела в трехмерном пространстве на примере созда-
ния 12 дискретных ориентаций, равномерно заполняющих ориентационное прост- 
ранство на основе двадцатичетырехячейника в четырехмерном пространстве. По-
казано, что в общем случае при создании системы дискретных ориентаций косми-
ческих аппаратов могут быть использованы сведения о координатах вершин пяти 
правильных четырехмерных многогранников (тессеракта, шестнадцатиячейника, 
двадцатичетырехячейника, стодвадцатиячейника, шестисотячейника). Описана 
возможная область практических применений предложенных результатов. 
 
Ключевые слова: параметры Родрига — Гамильтона, кватернионы, ориентаци-
онное пространство, трехмерная гиперсфера, правильные многогранники, равно-
мерное заполнение 

 
Введение. В ряде работ [1–6] авторами представлены результаты 

исследований, посвященных проблеме описания и моделирования 
равномерных распределений точек на поверхностях в евклидовых 
пространствах различной размерности, а также рассмотрены возмож-
ности применения равномерных распределений точек на поверхно-
стях для практических целей, включая аэрокосмические области. Од-
ним из полученных результатов является представление множества 
случайных равновероятных вращений в виде множества случайных 
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точек, равномерно распределенных на поверхности трехмерной ги-
персферы в четырехмерном пространстве [6]. Данный результат мо-
жет быть полезен для моделирования ориентаций космических аппа-
ратов, описываемых кватернионами, либо параметрами Родрига — 
Гамильтона при тестировании их систем управления [7, 8]. 

Доказательство того, что множество случайных равновероятных 
вращений может быть представлено множеством равномерно рас-
пределенных случайных точек на поверхности трехмерной гиперсфе-
ры, позволяет перейти к равномерному дискретному распределению 
точек на гиперсфере и, как следствие, равномерному дискретному 
заполнению пространства вращений — ориентационного простран-
ства. Для этого могут быть использованы правильные простран-
ственные многогранники. Вершины данных многогранников, впи-
санных в трехмерную гиперсферу, дадут дискретное равномерное 
распределение точек на гиперсфере и, соответственно, дискретный 
набор ориентаций, соответствующий равномерному заполнению 
пространства вращений. 

Равномерное распределение точек на гиперповерхностях. 
В работах [1–4] авторами был предложен метод описания и модели-
рования случайных равномерных распределений точек на гладких 
регулярных поверхностях в трехмерном евклидовом пространстве, 
а также его обобщение для пространств различной размерности [5, 6]. 

Пусть функции 1 1 2( , , ..., ),mx u u u  2 1 2( , , ..., ),mx u u u  …, 1 2( , , ..., ),n mx u u u  

где 1 2( , , ..., ) ,mu u u D  определяют гладкую регулярную m-мерную по-

верхность в n-мерном евклидовом пространстве. Здесь D  — m-мерная 
область определения функций 1 1 2( , , ..., ),mx u u u  2 1 2( , , ..., ),mx u u u  …, 

1 2( , , ..., ).n mx u u u  Плотность распределения параметров 1 2, , ..., ,mu u u  

соответствующая равномерному распределению точек на этой поверх-
ности, определяется функцией 
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Здесь det( )g gij  — определитель матрицы метрического тензора на 

поверхности. Матрица метрического тензора на поверхности имеет 
вид 
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Генерирование параметров 1 2, ,..., mu u u  по функции (1) с помощью 

обобщенного метода Неймана дает случайное равномерное распре-
деление точек на заданной гиперповерхности в многомерном евкли-
довом пространстве.  

Случайные равновероятные вращения и случайное равно-
мерное распределение точек на трехмерной гиперсфере. Одним из 
возможных приложений описанного выше метода для равномерного 
распределения точек на гиперповерхностях является его использова-
ние в задачах, связанных с вращением трехмерного евклидова про-
странства. Такие вращения описаны группой ортогональных матриц 

(3)SO  [9]. Принимая во внимание, что в работе [10] рассмотрена об-
щая связь групп преобразований и поверхностей в многомерных ев-
клидовых пространствах, предлагаемый подход может оказаться по-
лезным и при решении более широкого спектра задач. 

Наиболее распространенный способ описания вращений твердого 
тела — использование системы углов Эйлера ,  ,  .  При этом функ-
цию плотности совместного распределения углов Эйлера, используе-
мую для описания и моделирования множества равновероятных враще-
ний твердого тела, можно записать в виде равенства [11, 12]: 

2

sin
( , , ) .

8


   


f                                                  (2) 

Другой способ описания вращения твердого тела — использова-
ние параметров Родрига — Гамильтона 0 1 2 3, , ,     [13, 14], тожде-

ственных компонентам единичного кватерниона вращения 0     

1 2 3     
 

i j k . Параметры Родрига — Гамильтона удовлетворяют 

условию нормировки 
2 2 2 2
0 1 2 3 1                                                    (3) 

и связаны с углами Эйлера соотношениями 

0 cos cos ; sin cos ;12 2 2 2
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2 3sin sin ; cos sin ,
2 2 2 2

     
                           (4) 

где 0 2 ;     0 ;     0 2 .     
Используя геометрическую интерпретацию кватерниона как век-

тора четырехмерного пространства, можно каждому значению ква-
терниона поставить в соответствие точку с координатами 1 0 , x  

2 1, x  3 2 , x  4 3 x  в четырехмерном евклидовом пространстве 

с системой координат 1 2 3 4.Ox x x x  С учетом соотношения (3) для ко-

ординат каждой такой точки будет выполняться условие 

2 2 2 2
1 2 3 4 1.   x x x x                                          (5) 

Соотношение (5) тождественно уравнению трехмерной единичной 
гиперсферы в четырехмерном евклидовом пространстве. Таким обра-
зом, множество возможных значений параметров Родрига — Гамиль-
тона можно рассматривать как множество координат точек трехмер-
ной единичной гиперсферы в четырехмерном евклидовом простран-
стве. При этом уравнения (4) связи между параметрами Родрига — 
Гамильтона и углами Эйлера используются в качестве параметриче-
ских уравнений для задания данной единичной гиперсферы: 

1 2

3 4

cos cos ; sin cos ;
2 2 2 2

sin sin ; cos sin ,
2 2 2 2

     
 

     
 

x x

x x

                       (6) 

где 0 2 ;     0 ;     0 2 .     
Теперь, для гиперсферы, заданной уравнениями (6), используя 

формулу (1), найдем функцию плотности совместного распределения 
параметров (в данном случае углов Эйлера), которая соответствует 
равномерному распределению точек на ее поверхности. Результаты 
аналитических преобразований дают функцию (2). Исходя из этого, 
можно сделать вывод: множество равномерно распределенных точек 
на поверхности трехмерной единичной гиперсферы в четырехмерном 
евклидовом пространстве дает множество значений параметров Ро-
дрига — Гамильтона, соответствующих множеству равновероятных 
вращений твердого тела, что является отражением факта двулистного 
накрытия трехмерной гиперсферой группы (3)SO  [13]. 

Представление случайных вращений точками на трехмерной еди-
ничной гиперсфере в четырехмерном пространстве было рассмотрено 
в работе П. Робертса и Д. Винча [15], а также упомянуто в работе 
М.В. Боровкова и Т.И. Савеловой [16]. При этом в статье [15] была 
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использована параметризация трехмерной гиперсферы, отличная от 
параметризации (6), а вопрос о равномерном распределении точек на 
гиперсфере рассмотрен не был. 

Правильные четырехмерные многогранники и равномерное 
заполнение ориентационного пространства. Ранее был рассмотрен 
вопрос моделирования случайных равновероятных вращений с помо-
щью модели непрерывного равномерного распределения точек на 
трехмерной гиперсфере. Заменив непрерывное распределение точек на 
трехмерной гиперсфере в четырехмерном евклидовом пространстве 
дискретным распределением конечного числа точек, можно получить 
набор дискретных значений параметров Родрига — Гамильтона, зада-
ющий дискретную систему ориентаций космического аппарата, кото-
рая «равномерно» заполняет все ориентационное пространство. 

Существование пяти центросимметричных правильных четырех-
мерных многогранников, вписанных в трехмерную гиперсферу еди-
ничного радиуса, служит доказательством существования равномерно-
го распределения конечного числа точек на трехмерной гиперсфере 
в четырехмерном евклидовом пространстве. Такими многогранниками 
являются (в скобках указано число вершин): восьмиячейник (16), 
шестнадцатиячейник (8), двадцатичетырехячкйник (24), стодвадцатия-
чейник (600), шестисотячейник (120).  

При этом необходимо принимать во внимание факт двулистного 
накрытия трехмерной гиперсферой группы (3),SO  связанный с тождест- 

венностью кватернионов 0 1 2 3( , , , )     и 0 1 2 3( , , , )     [13, 

14], а также свойства симметрии четырехмерных многогранников.  
Таким образом, для моделирования дискретных наборов ориен-

таций космического аппарата, равномерно заполняющих ориентаци-
онное пространство, могут быть использованы вершины пяти пра-
вильных четырехмерных многогранников (восьмиячейника, шестнад- 
цатиячейника, двадцатичетырехячейника, стодвадцатиячейника, 
шестисотячейника) в совокупности с процедурой отбрасывания 
половины вершин по условию тождественности кватернионов 

0 1 2 3( , , , )     и 0 1 2 3( , , , ).     

Моделирование и визуализация вращений космического ап-
парата. В качестве примера дискретного заполнения ориентационно-
го пространства выбраны ориентации, соответствующие вершинам 
двадцатичетырехячейника с координатами     1, 0, 0 , ,  0      0, 1, 0 , ,  0  

     0, 0, 1, ,  0       0, 0, 0,  1 ,       0,5, 0,5, 0   ,5, 0,5 .     После отбрасы-

вания зеркально симметричных вершин находятся соответствующие 
единичные кватернионы с координатами: 1 —      1, 0, 0,  0 ;  2 — 

     0, 1, 0,  0 ;  3 —      0, 0, 1,  0 ;  4 —      0, 0, 0,  1 ;  5 —      0,5, 0,5, 0,5,  0,5 ;  
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6 —     0,5, 0,5, 0   ,5, 0,5 ;  7 —      0,5, 0,5, 0   ,5, 0,5 ;  8 —    0,5, 0,5,  

  0,5, 0,5 ;  9 —      0,5, 0,5, 0   ,5, 0,5 ;   10 —      0,5, 0,5, 0  ,5, 5 0, ;    

11 —      0,5, 0,5, 0,   5, 0,5 ;   12 —      0,5, 0,5, 0   ,5, 0,5 .    По этим 

кватернионам могут быть построены 12 положений объекта, равно-
мерно заполняющих все ориентационное пространство (рисунок). 

 

12 ориентаций твердого тела, равномерно заполняющих 
ориентационное пространство 

 
Заключение. Представленные результаты являются продолжени-

ем серии исследований авторов, посвященной математическому мо-
делированию равномерных распределений точек на поверхностях 
и их применению в различных исследованиях. Полученные ранее ре-
зультаты по моделированию случайных распределений на гиперпо-
верхностях и, в частности, на трехмерной гиперсфере, основанные на 
описании непрерывного равномерного распределения, в совокупно-
сти с использованием центросимметричных правильных простран-
ственных многогранников позволили получить метод для равномер-
ного дискретного заполнения ориентационного пространства.  

Результаты, представленные в данной статье, могут быть полезны 
для ряда теоретических научных направлений, а также в практиче-
ских приложениях. К примеру, моделирование случайных ориента-
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ций с помощью случайного равномерного распределения точек на 
поверхности трехмерной гиперсферы может быть использовано для 
тестирования систем управления положением космических аппара-
тов. Равномерные дискретные распределения могут быть применимы 
в предрасчетных алгоритмах управления положением и устойчиво-
стью космических аппаратов. 
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Spacecraft discrete orientations 
© S.A. Berestova, N.P. Kopytov, E.A. Mityushov 

Ural Federal University, Ekaterinburg, 620002, Russia 
 
We consider the problem of modeling the variety of spacecraft discrete orientations 
which can be used in testing the systems of controlling the spacecraft positions in space. 
The criterion of equable filling the orientational space forms the basis of this model. We 
use the proprietary universal methodology for the random distribution of the points on 
the smooth regular surfaces in the three-dimensional Euclidean space and its generaliza-
tion for the hypersurfaces defined by the parameter mode in multidimensional spaces. We 
have identified the function of the orientational parameters joint distribution density in 
the form of Euler angles with the uniform distribution of the points on the surface in the 
three-dimensional space. It is established that the uniformly distributed points on the 
surface of the three-dimensional unit hypersphere in the four-dimensional Euclidean 
space define the corresponding Rodriguez—Hamilton parameters set, that confirms the 
fact of two-sheeted covering the special orthogonal (3)SO matrixes group by the three-
dimensional hypersphere. We have carried out the transition from the continuous discrete 
distribution to the uniform one. The article introduces an algorithm for discrete filling 
the orientational space based on the application of regular centrosymmetrical polyhe-
drons in the four-dimensional space. The vertices of these polyhedrons form the sets of 
needed Rodriguez-Hamilton parameters or quaternions. We provide a constructive proof 
of the formulated algorithm correctness and its illustrating by means of the body position 
visualization in the three-dimensional space exemplified by creating 12 discrete orienta-
tions uniformly filling the orientational space on the basis of the 24-cell in the four-
dimensional space. It is shown that in the general case when creating a spacecraft dis-
crete orientations system we can use the information on the vertices coordinates of five 
regular four-dimensional polyhedrons (hypercube, 16-cell, 24-cell, 120-cell, 600-cell). 
The article describes the potential area of practical applications for the results obtained. 
 
Keywords: Rodriguez—Hamilton parameters, quaternions, orientational space, three-
dimensional hypersphere, regular polyhedrons, equable filling 
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