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Исследован актуальный вопрос разработки методики оптимизации межпланет-
ных траекторий космических аппаратов с проведением сквозной оптимизации 
всей миссии. Рассмотрена задача оптимизации экспедиции пространственного 
перелета космического аппарата, оснащенного двигателями большой и малой тя-
ги, к Фобосу с возвращением к Земле с учетом эфемерид, приуроченная к реальной 
миссии, которую планируется осуществить в недалеком будущем. Представлена 
методика построения экстремалей Понтрягина с учетом притяжения планет на 
планетоцентрических участках траектории. Задача космодинамики формализо-
вана как задача оптимального управления и решена численно методом стрельбы. 
Построены конкретные траектории, оценен возможный выигрыш при использо-
вании комбинированной тяги, а не только двигателей большой тяги.   
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Введение. В настоящее время управление космическим аппаратом 
(КА) посредством только реактивных двигателей большой тяги не поз-
воляет доставить к планете-цели удовлетворительную массу полезного 
груза. Значительно большую массу полезной нагрузки можно доста-
вить, используя только двигатели малой тяги. Но при этом время ухо-
да КА от Земли и его торможения у планеты-цели увеличится и может 
составить бîльшую часть времени перелета, став критическим с точ-
ки зрения отказоустойчивости всей системы. Достоинством исполь-
зования двигателей большой тяги является малое время перелета, 
а малой тяги — большая масса полезной нагрузки. Использование их 
комбинации объединяет достоинства маневров с использованием 
каждого из этих двигателей, позволяет избежать указанные недостат-
ки и таким образом реализовать доставку необходимой массы полез-
ной нагрузки за приемлемое время. 

Указанная проблема исследована в данной статье на примере акту-
альной задачи изучения дальнего космоса — забора проб грунта с Фо-



И.С. Григорьев, М.П. Заплетин, А.С. Самохин, М.А. Самохина   

2                                             Инженерный журнал: наука и инновации   # 7·2017 

боса, спутника Марса [1, 2]. Рассмотрены сложные задачи оптимизации 
траекторий, для решения которых необходим синтез методов локальной 
и многоэкстремальной оптимизации, оптимального управления, космо-
динамики, механики космического полета, небесной механики и чис-
ленных методов. 

Доставке проб грунта с Фобоса, различным аспектам этой про-
блемы и смежных задач марсианских экспедиций посвящено значи-
тельное количество работ, в частности [2, 3]. 

В первой версии проекта «Фобос — Грунт» планировалось осна-
стить КА комбинированной двигательной установкой, т. е. уход от 
Земли должен был осуществляться с помощью разгонного блока. За-
тем аппарат перестраивался и на протяжении перелета к Марсу 
управлялся электрореактивной двигательной установкой малой тяги, 
а маневры у Марса и возвращение обеспечивали двигатели большой 
тяги. При реализации проекта от перспективной схемы комбиниро-
вания двигателей большой и малой тяги отказались [4–7], однако 
проблема оптимизации комбинированных схем межорбитальных пе-
релетов, в том числе построение траекторий таких экспедиций, оста-
лась актуальной. 

Проблематика оптимизации траекторий перелетов КА с комби-
нированным управлением двигателями большой и малой тяги широ-
ко известна [8, 9]. Эффективность использования электроракетной 
двигательной установки (ЭРДУ) в межпланетных экспедициях неод-
нократно отмечалась в различных источниках [3, 10–12]. В частности, 
указано, что в проекте «Фобос — Грунт» использование двигатель-
ной установки малой тяги в дополнение к двигательной установке 
большой тяги позволило увеличить массу полезной нагрузки на 150–
200 кг по сравнению с массой полезной нагрузки при перелете с при-
менением только двигателя большой тяги [3]. 

В статьях [10–13] рассмотрена проблема оптимизации межпланет-
ных перелетов КА с комбинированным управлением двигателями 
большой и малой тяги. При этом работа двигательной установки боль-
шой тяги либо аппроксимируется импульсным воздействием, либо счи-
тается, что КА имеет гиперболический избыток скорости при старте от 
Земли и при подлете к Марсу [10–12]. И.С. Григорьевым решается зада-
ча оптимизации плоского перелета между низкими круговыми орбита-
ми искусственных спутников Земли (ИСЗ) и Марса [10], авторами ста-
тьи [12] — между орбитами Земли и Марса. В статьях [10, 12] выска-
зано предположение, что Земля и Марс движутся по компланарным 
круговым орбитам. В источнике [11] в качестве орбит Земли и Марса 
взяты средние эллиптические орбиты этих планет, при этом притя-
жение Марса не учитывается. 

В работе [13] рассмотрен полет КА, оснащенного двигательными 
установками большой и малой тяги. При этом максимизируется по-
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лезная масса, доставляемая к астероиду или комете. Принято, что на 
первом участке траектории, внутри сферы действия Земли, работает 
только двигательная установка большой тяги, разгоняющая КА до 
заданного значения полной геоцентрической энергии 2 / 2v . Кроме 
того, учтена зависимость характеристической скорости маневра от 
скорости ухода от Земли, которую нужно набрать на первом участке. 
После выключения двигательной установки большой тяги начинается 
второй участок, на котором работает двигательная установка малой 
тяги, а возмущения от Земли не учитываются. Расчет ведется после-
довательно: сначала для первого, а затем для второго участка. Масса 
КА после маневра определяется по формуле Циолковского. Выпол-
няется массовый расчет для двигателя малой тяги на основе траекто-
рии перехода к цели при выбранной начальной скорости .v  Выска-
зана надежда в том, что переход от идеально регулируемой малой 
тяги к кусочно-постоянной не приведет к существенным потерям 
массы полезной нагрузки.  

Постановка задачи. В настоящей работе рассматривается задача 
оптимизации экспедиции пространственного перелета КА к Фобосу 
с возвращением к Земле. 

Определен временной период перелета: с 2020 по 2030 гг. В пер-
вой части миссии (задача перелета «вперед») КА стартует с  круговой 
орбиты ИСЗ, соответствующей выведению с космодрома «Байконур» 
при фиксированных угле наклона к экватору 51,6 Bi  и высоте 

200Eh   км, а также при свободных долготе восходящего узла 0  Ω и 

положении КА на орбите 0 . 
Прилетев на Фобос, КА с помощью доставленной научной аппа-

ратуры проводит исследования, в том числе забор проб грунта. Про-
должительность пребывания КА на Фобосе составит не менее 30 сут. 
Во второй части миссии (задача перелета «назад») КА полетит в об-
ратном направлении — от Фобоса к Земле. 

Общая продолжительность экспедиции ограничена 1500 сут, по-
ложение Земли и Марса соответствует эфемеридам DE424, орбита Фо-
боса — MAR097 [14]. Гравитационные поля Солнца, Земли и Марса 
считаются центральными ньютоновскими. Гравитационное поле Зем-
ли учитывается только в первой части миссии. Поскольку в конечный 
момент времени КА тормозится об атмосферу Земли и их скорости 
не выравниваются. Можно предположить, что КА и Фобос представ-
ляют собой не притягивающие материальные точки, их координаты 
и скорости в конечный момент первой части и в начальный момент 
второй части миссии совпадают. Угловое положение КА на исходной 
стартовой орбите, моменты старта и финиша оптимизируются.  

Начальная масса КА на круговой орбите ИСЗ М0 = 10 т. Предпо-
лагается, что КА последовательно управляется четырьмя разными дви-
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гательными установками [2, 15]. Двигательная установка «Фрегат» 
с тягой Т = 19613 Н, удельной тягой Руд = 331 с и сухой массой 
МФ = 735 кг осуществляет разгон КА у Земли. Затем на протяжении 
перелета от Земли к Марсу может работать двигательная установка 
малой тяги СПД-230 с Т = 0,784532 Н вблизи Земли и Т = 0,392266 Н 
вблизи Марса, Руд = 2700 с, сухой массой ММТ = 350 кг. 

Торможение у Марса обеспечивается двигательной установкой 
перелетного модуля (ДУПМ) с T = 1529,8374 Н, удельной тягой 

уд 304P  с и сухой массой ДУПМM = 180 кг. Разгон у Марса при стар-

те в обратном направлении (к Земле) выполняется двигательной уста-
новкой возвращаемого аппарата (ДУВА) с T = 125 Н, удельной тягой 

уд 306 сP  и сухой массой ДУВАM = 139 кг. В первой части миссии 

каждая очередная ДУ после отработки сбрасывается. На Фобосе также 
остается перелетный модуль массой п.м 600 M   кг (550 кг — сам пе-
релетный модуль и 50 кг — доставленная научная аппаратура для 
проведения дальнейших исследований). 

Во второй части миссии двигательная установка возвращаемого 
аппарата сбрасывается в конечный момент времени, так как на протя-
жении перелета за ее счет можно проводить корректировочные вклю-
чения тяги. Они есть в схеме миссии, представленной в работе [2], но 
здесь они не учитываются. Предполагается, что сбросы двигательной 
установки вместе с баками происходят мгновенно, управление КА 
осуществляется модулем и направлением вектора реактивной тяги, 
отлет от Земли и подлет к ней и отлет от Марса — безвитковые, реали-
зующиеся за одно включение двигателей большой тяги. Моменты 
включения, выключения двигательных установок малой тяги и воз-
вращаемого аппарата оптимизируются, а двигательных установок 
«Фрегат» и перелетного модуля — заданы продолжительностями их 
работы — параметрами рассматриваемой задачи. 

Минимизируемым функционалом задачи является конечная масса: 

  д.у д.у
к 0 д.у

д.уд.у

Δ
  min,  

 
     

 


T
M M M

С
                   (1) 

где д.у удEC g P  — скорость истечения реактивной струи соответ-

ствующей двигательной установки; д.уΔ  — суммарное время рабо-

ты соответствующей двигательной установки; Eg = 9,81 м/с2 — уско-
рение свободного падения. 

В рамках постановки этой задачи проведем сквозную оптимиза-
цию траектории всей экспедиции по параметрам задачи, оценим воз-
можный выигрыш при использовании комбинированной тяги по 
сравнению с использованием только двигателей большой тяги. 
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Формализация. В связи с потерей точности [16], связанной с 
тем, что при использовании какой-либо одной системы координат 
(СК) вычисление правых частей дифференциальных уравнений дви-
жения КА вблизи Земли или вблизи Марса имеет значительные по-
грешности вследствие вычитания близких значений координат КА и 
притягивающего центра. Движение КА на каждом из пяти участков 
траектории рассматривается в одной из трех различных СК (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Схема перелета от Земли к Марсу 
 

На схеме (см. рис. 1) первой части экспедиции зеленым цветом 
выделен участок использования геоцентрической СК, синим — ге-
лиоцентрической и красным (при подлете к Марсу) — марсоцентри-
ческой. Задача возвращения рассматривается сначала в марсоцентри-
ческой, а затем в гелиоцентрической СК. Причем эти СК — невра-
щающиеся декартовы, их оси параллельны осям СК J2000. Ниже во 
всех формулах i  = 1…5 — номер участка траектории. 

Отметим, что на 1-м, 3-м и 4-м участках СК являются неинер-
циальными. 

Данная задача космодинамики как задача оптимального управле-
ния формализуется совокупностью динамических систем, поскольку 
вид дифференциальных связей изменяется в зависимости от участков 
траектории вследствие разных СК, и решается на основе соответ-
ствующего принципа максимума [17]. 

На каждом из пяти участков траектории компоненты векторов 
положения и скорости КА обозначим ,ix ,iy iz  и , , i i iu v w  соответ-
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ственно; компоненты векторов положения Земли и Марса в гелио-
центрической СК — SEx , SEy ,  SEz и SMx , SMy , ;SMz  компоненты 

разности этих векторов — MEx , MEy , ,MEz  а также введем другие 

обозначения: 1 1Ex x , 1 1Ey y , 1 1Ez z , 1Sx = 1x + SEx , 1Sy = 1y + SEy ,  

1Sz = z + SEz , 1Mx = 1x + MEx , 1My = 1y + MEy , 1Mz = z + MEz ; Ej j SEx x x  ,

,Ej j SEy y y   Ej j SEz z z  , Sj jx x , Sj jy y , Sj jz z , Mjx = j SMx x , 

Mjy = ,j SMy y  Mjz = j SMz z  для 2j  , 5; , Ek k MEx x x  Eky  

, k MEy y  ,Ek k MEz z z   , Sk k SMx x x  , Sk k SMy y y  Skz  

, k SMz z  Mk kx x , Mk ky y , Mk kz z  для 3k  , 4, где j  и k  — 
номера соответствующего участка экспедиции. 

Тогда на каждом из пяти участков расстояния от КА до центра 

Земли, Солнца и Марса можно записать так: 2 2 2 ,Ei Ei Ei Eir x y z    

2 2 2 ,Si Si Si Sir x y z    2 2 2 .  Mi Mi Mi Mir x y z  

Системы дифференциальных уравнений управляемого движения 
центра масс КА на каждом из пяти участков траектории имеют сле-
дующий вид: 

3

3

3

, cos cos ,

, sin cos ,

,  sin ,  ,

          
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i i i yi B i i vi
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i i i zi B i wi i

B Bi i i

x P
x u u g

r m

y P
y v v g

r m

z P P
z w w g m

r m C

          (2) 

где 1xg , 1yg , 1zg  — компоненты вектора ускорения Земли; 3xg , 3yg , 

3zg  и 4xg , 4 ,yg 4zg  — компоненты вектора ускорения Марса в гелио-

центрической СК; 2 2 2 5 5 5 0;x y z x y zg g g g g g       0( ) ( )/im t M t M  — 

обезразмеренная и ( )M t  — абсолютная масса КА; ( )iP t  — модуль 
вектора ускорения за счет реактивной тяги, изменяющийся в преде-
лах от 0 до max д.у 0;/P T M   i  и i  — углы, определяющие направ-

ление вектора тяги. 
Первое слагаемое в выражениях изменения скоростей в системе 

уравнений (2) обусловлено неинерциальностью рассматриваемых СК, 
остальные — отражают влияние закона всемирного тяготения: на КА 
действуют силы притяжения со стороны Солнца, Земли и Марса, рав-
ные 2( ) )/ (B BiM t r t , где  B — космическое тело (E — Земля, S — Солн-
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це, M — Марс), B  — гравитационный параметр тела B  = BM , 
11 2 2( 6,669 10  Н м кг      — гравитационная постоянная, BM  — масса 

тела). Гравитационный параметр Земли равен 5 3 23,986 013 10 км /с ,  E  

Марса — 4 3 24,297 780 10  км /с ,  M  Солнца — 11 3 21,32712 440018 10 км / .с  S  
Для задачи перелета «вперед» суммирование в системе уравнений (2) 
ведется по B   {E, S, M}, для задачи перелета «назад» — по B    {S, M}. 

Переход из первой во вторую СК происходит в момент времени 

Et  пересечения КА сферы влияния Земли, из второй в третью СК — 

в момент времени Mt  и из четвертой в пятую СК — в момент време-

ни 2Mt , в которые КА пересекает сферу влияния Марса. Поскольку на 
каждом из участков 1, 2, 3 или 4, 5 учитывается гравитационное воз-
действие одних и тех же притягивающих центров, система уравнений 
(2) при переходе от одного к другому качественно не изменяется, и на 
выбор моментов времени Et , Mt  влияет только потеря точности, 
а значит, их можно зафиксировать.  

До некоторого момента времени Et t  движение КА описывается 
в СК, связанной с Землей. В этот же момент выполняется и переход 
к описанию движения КА в гелиоцентрической СК: 

 2 1 2 1 2 1
2 1

2 1 2 1 2 1

,       ,       , 
      , 

,         ,       ,
SE SE SE

E E E

x x x y y y z z z
m m

u u u v v v w w w

     
      

     (3) 

где  , , E E Eu v w  — компоненты вектора скорости Земли в гелио-

центрической СК. 
Аналогичные формулы имеют место для связи гелиоцентрической и 

марсоцентрической СК. До некоторого момента времени Mt t  
движение КА описывается в СК, связанной с Солнцем, и в тот же 
момент происходит переход к описанию движения КА в марсо- 
центрической СК:  

 3 2 3 2 3 2
3 2

3 2 3 2 3 2

,       ,       , 
      , 

,       ,         ,
SM SM SM

M M M

x x x y y y z z z
m m

u u u v v v w w w

     
      

     (4) 

где  , , M M Mu v w  — компоненты вектора скорости Марса в 

гелиоцентрической СК. 
В задаче перелета «назад» движение КА сначала описывается в 

марсоцентрической СК. В момент времени 2Mt t  осуществляется 

переход к описанию движения КА в гелиоцентрической СК:  
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 5 4 5 4 5 4
5 4

5 4 5 4 5 4

,       ,       , 
       . 

,       ,         ,
SM SM SM

M M M

x x x y y y z z z
m m

u u u v v v w w w

     
      

    (5) 

Средний экваториальный радиус Земли обозначим ER = 6378,16 км. 

В начальный момент 0 ,t t  до включения двигательной установки 
«Фрегат», КА находится на круговой орбите ИСЗ: 

 

 

 

22 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1

1,  ,  0,    

,   cos .  

E E

E E
E E Б

E E E E

m x y z R h x u y v z w

u v w x v y u R h i
R h R h

        

  

     
 

    (6) 

Представленные соотношения означают, что масса КА задана, 
расстояние от КА до центра Земли равно радиусу круговой орбиты, 
вектор скорости КА относительно Земли ортогонален радиусу-
вектору КА, величина вектора скорости КА относительно Земли рав-
на круговой скорости, наклон орбиты соответствует выведению КА 
с космодрома «Байконур». 

В конечный момент времени первой части миссии 1,t t  после 
отработки двигательной установки перелетного модуля, координаты 
и скорости КА должны совпасть с координатами и скоростями Фо-
боса , ,  F F Fx y z   и ,  ,  F F Fu v w  соответственно: 

        3 3 3,   ,   ,F F Fx x y y z z    3 3 3 ,   ,   .F F Fu u v v w w          (7) 

В задаче возвращения при 2t t  координаты и скорости КА так-
же должны совпадать с координатами и скоростями Фобоса: 

        4 4 4,   ,   ,F F Fx x y y z z   4 4 4 ,   ,   .F F Fu u v v w w               (8) 

В конечный момент времени задачи возвращения при 3t t  коор-
динаты КА должны совпасть с координатами центра Земли. Предпо-
лагается, что скорость КА гасится об атмосферу Земли: 

5 5 5,   ,   E Ex x y y z  .Ez                                    (9) 

Формально обозначим: Ф м.т ДУПМ п.м в.а,  ,  ,  ,  t t t t t     — моменты 

времени до сброса соответствующей двигательной установки или пе-
релетного модуля (Ф — «Фрегат», м.т — малая тяга, в.а — возвращае-
мый аппарат); Ф м.т ДУПМ п.м в.а,   ,  ,  ,  t t t t t      — моменты времени после 

сброса. При этом предполагается, что Ф Ф Ф,t t t    м.т м.т м.т ,t t t  

ДУПМ ДУПМ 1,t t t    п.м п.м 2,t t t    в.а в.а 3.t t t    Тогда 
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1 Ф 1 Ф Ф 0 3 м.т 3 м.т м.т 0

3 ДУПМ 3 ДУПМ ДУПМ 0

4 п.м 4 п.м п.м 0 5 в.а 5 в.а в.а 0

( )(1 / ),  ( )(1 / ), 

( )(1 / ),  ,

 ( )(1 / ),  ( )(1 /

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ),)

n j n j

m t m t M M m t m t M M

m t m t M M a t a t

m t m t M M m t m t M M

   

   

   

   
   
    

 (10) 

где условие ( ) ( )n j n ja t a t   обозначает 30 условий вида 1 Ф 1 Ф( ) ( )x t x t   

непрерывности всех фазовых переменных, кроме массы в момент 
времени сброса двигательной установки или перелетного модуля. 

При решении задачи требуется определить неизвестные фазовые 
переменные ( ) ( ) ( ) (,  ,  ,  , ) ( ,  ,  ) ( ) ( )i i i i i i ix y z u v w m       , моменты времени 

0 1 2 3,  ,  ,,  t t t t  параметры управления ( ) ( ),  , ( )     i i iP , удовлетворяющие 

системам дифференциальных уравнений (2), краевым условиям (6)–(10) 
и минимизирующие функционал (1). 

Краевая задача. Применим к рассматриваемой задаче оптималь-
ного управления принцип максимума. Пусть существует оптималь-
ный в сильном смысле процесс в задаче, описываемой (1)–(10), такой, 
что  0 :   ( )Eir t     0 1 ,  t t t   и ( )Sir t   , ( )Mir t   ,  0 3 ,  ,t t t   

и выполняются условия гладкости: правые части систем дифференци-
альных уравнений (2) и их частные производные по ,  ,  , i i ix y z  

 , ,  ,  ,  1...5i i i iu v w m i  непрерывны в окрестности оптимальной траекто-
рии, функции, определяющие функционал, и ограничения (1), (6)–(10) 
непрерывно дифференцируемы на каждом отрезке  1, k kt t , 1...8,k   

где kt  последовательно «пробегает» через токи  0 Ф,  ,  ,  ,E Mt t t t  

1 2 2 3 .,  ,  ,  ,  МТ Mt t t t t  Тогда согласно принципу максимума Понтрягина 

для задач управления совокупностью динамических систем [17] су-
ществуют множители Лагранжа: константы 0 ,r  0 ,rv  0 ,v  Б0 ,i  

,xF  ,yF  ,zF  ,uF  ,vF  ,wF  ,xtE  ,ytE  ,ztE  ,utE  ,vtE  ,wtE  

,xtM  ,ytM  ,ztM  ,utM  ,vtM  ,wtM  2,xF  2 ,yF  2,zF  2,uF  2,vF  

2,wF  ,xE  ,yE  ,zE  2,xtM  2 ,ytM  2,ztM  2,utM  2,vtM  2,wtM  

,Tall  TF , 0m , mE , mM , 2mM , 5 констант mj  и 30 констант 

na j  для условий (10) и функции ,  ,  ,  ,  ,  ,  xi yi zi ui vi wi mip p p p p p p , не 

равные одновременно нулю, такие, что на оптимальной траектории 
выполняется система необходимых условий оптимальности. Выпи-
шем основные задачи конструкции принципа максимума — функции 
Понтрягина: 

/ ,i xi i yi i zi i ui ui vi vi wi wi mi i iH p u p v p w p p p p P C           

и терминант:  

0 0 1 2 2 3к t tE tM t t tM t m al M l l l l l l l l l           , 
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где для задачи перелета «вперед» 

 0 Б0 1 1 1 1 0 1 1 1 1  cos   (  
 

         

E
t i E E Б rv

E E

l x v y u R h i x u y v
R h

 

  22 2 2 2 2 2
1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 ) E

v r E E
E E

z w u v w x y z R h
R h

               
 

0 0 01   при  ( ) ;   m m t t  

   2 1 2 1 2 1 )  (            tE xtE SE ytE SE ztE SEl x x x y y y z z z  

       2 1 2 1 2 1 2 1                 utE E vtE E wtE E mEu u u v v v w w w m m  

при ; Et t  

   3 2  3 2 3 2)     (             tM xtM SM ytM SM ztM SMl x x x y y y z z z  

   3 2  3 2 3 2   (  )            utM M vtM M wtM Mu u u v v v w w w  

 2 1 mM m m  при  ;Mt t  

     1 3 3 3 3   ( )        t xF F yF F zF F uF Fl x x y y z z u u     

   3 3 1   при ;      vF F wF Fv v w w t t   

для задачи перелета «назад» 

       2 2 4 2 4 2 4 2 4        t xF F yF F zF F uF Fl x x y y z z u u             

   2 4 2 4 2  при  ;vF F wF Fv v w w t t        

 2 2 5 4tM xtM SMl x x x     

     2 5 4 2 5 4 2 5 4     ytM SM ztM SM utM My y y z z z u u u             

     2 5 4 2 5 4 2 5 4 2  при ; vtM M wtM M mM Mv v v w w w m m t t            

     3 5 5 5 3  при  ;t xE E yE E zE El x x y y z z t t          

для сброса двигательной установки или перелетного модуля 

 
0

;( ) ( ) ( ) ( )    ,n

j
m j mj k j k j a j n a j n j n j

M
l m t m t l a t a t

M
   

            
 

где индекс j  последовательно «пробегает» набор {Ф, м.т, ДУПМ, 
п.м, в.а}; индексу k  при этом соответствуют числа {1, 3, 3, 4, 5}; na  
для каждого фиксированного k последовательно пробегает , kx

,  ,k ky z ,  ,  k k ku v w . 
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Применение принципа максимума сводит решение исходной за-
дачи оптимального управления к решению краевой задачи, состоя-
щей из исходных уравнений (2)–(10) и следствий условий оптималь-
ности, а именно: к системе дифференциальных уравнений (2) добав-
ляется сопряженная система (11): 

 

    

    

    

2
5

2
5

2
5

3 3 ,

3 3 ,

3 3 ,

,    ,    ,   

 
    

 
 

    
 
 

    
 

     













  

B
xi ui Bi Bi vi Bi Bi wi Bi Bi

BiB

B
yi vi Bi Bi ui Bi Bi wi Bi Bi

BiB

B
zi wi Bi Bi ui Bi Bi vi Bi Bi

BiB

ui xi vi yi wi zi

p p r x p x z p x y
r

p p r y p y z p y x
r

p p r z p z y p z x
r

p p p p p p
2

 ,











 




 i i
mi

i

P
p

m

          (11) 

 
где для задачи перелета «вперед» суммирование ведется по B = {E, S, M}, 

«назад» — по B = {S, M}, 2 2 2 .i ui vi wip p p     

Из условий трансверсальности и стационарности к краевым усло-
виям (6)–(8), (10) добавляются следующие соотношения: 
при 0t t  

1 0 1 0 1 Б0 1 1 0 1 0 1 Б0 1

1 0 1 0 1 Б0 1 1 0 1 0 1 Б0 1

1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 1

2 ,   2 ,  

2 ,   2 ,  

2 ,  2 ,   0,   0,

          
           
          

x r rv i u rv v i

y r rv i v rv v i

w r rv w rv v m

p x u v p x u y

p y v u p y v x

p z w p z w p H

 (12) 

при 1t t  

 3 3 3 3 3 3 3 ,x F y F z F u xF v yF w zFH p u p v p w p g p g p g             (13) 

где  ,  ,  xF yF zFg g g — компоненты вектора ускорения Фобоса в 

марсоцентрической СК; 
при 2t t  

4 4 4 4 4 4 4 ; x F y F z F u xF v yF w zFH p u p v p w p g p g p g            (14) 

при 3t t  

5 5 5 5 5 5 5 0,   0,   0,  .u v w x E y E z Ep p p H p u p v p w             (15) 

Кроме того, в задачу добавляются условия дополняющей нежест-
кости и неотрицательности: 
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    3 0 2 1

0  

1500 0,  30 0,    

0,  0,  0, 

       

     

T all TF

T all TF
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а также условия непрерывности сопряженных переменных в момен-
ты сброса двигательной установки или перелетного модуля и форму-
лы их пересчета при переходах между разными СК: 

 1
1 ( ) ,(  ( ) )i

i k k i k
i

x
p t t p t

x








                                (17) 

где kt  — момент склейки участков i  и 1.i   
В фиксированный момент времени, когда КА «сидит» на Фобосе, 

перестает учитываться притяжение Земли. При этом функция Понт-
рягина терпит разрыв, фазовые и сопряженные переменные остаются 
непрерывными. 

Функция переключения управления имеет вид i mi
i i

m p

C
    , 

направление тяги определяется соотношениями 

cos cos ,  cos sin ,  sin .ui vi wi
i i i i i

i i i

p p p
       

  
                (18) 

При iχ 0  тяга двигателя максимальна, при iχ 0  — выключена. 
Использование для фазовых переменных формул пересчета (3) в 

момент времени Et t , формул (4) в момент времени Mt t , формул (5) 

при M2t t  и системы уравнения (10) в моменты сброса двигательной 
установки или перелетного модуля, а также условий непрерывности при 

Ф м.т 1 2 3{ , ,  ,  ,  t t t t t t } и склейки (17) при 1 2 2{ , ,  ,  ,  }E М Mt t t t t t  для со-
пряженных переменных позволяет свести решение совокупности ше-
ститочечной краевой задачи перелета «вперед» и трехточечной задачи 
перелета «назад» к решению двухточечных задач. 

Вычислительная схема. Полученную нелинейную краевую за-
дачу принципа максимума 70-го порядка (2)–(18) можно решить 
только численно. В настоящей работе задача решена по вычисли-
тельной схеме с использованием метода стрельбы [18, гл. 2] и моди-
фицированного метода Ньютона [19, 20]. Задачи Коши интегрирова-
лись методом Рунге — Кутты порядка 8(7) с автоматическим выбо-
ром шага [21]. Системы линейных уравнений решались методом 
Гаусса с выбором главного элемента [22] и повторным пересчетом. 
Производная вектора-функции невязок по параметрам пристрелки 
вычислялась численно с помощью центральных разностей [16]. 

Для решения задачи методом Ньютона следует подобрать близ-
кое к решению локальное начальное приближение. Поскольку исход-
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ная задача многоэкстремальна, для поиска области, в которой следует 
искать локально оптимальное решение,  необходимо предварительно 
провести глобальную оптимизацию. Для этого сначала задача иссле-
довалась на основе решения серии задач Ламберта с учетом одного 
притягивающего центра на каждом участке перелета [23, 24], а затем 
решалась в импульсной постановке на основе принципа Лагранжа. 
В результате проведенного анализа для импульсного случая (рис. 2) 
получена окрестность экстремалей с лучшим значением функциона-
ла, в которой далее уже можно решать задачу с ограниченной тягой 
[25]. К тому же из рисунка видно, что окна старта к Марсу есть каж-
дые два года, время старта t0 отсчитывается от 1 января 2020 г., 
а лучший функционал оказался у экспедиции со стартом в 2026 г. 
 

 
 

 
Рис. 2. Окна старта к Марсу в период 2020–2030 гг.: 

F(t0) — сумма модулей импульса у Земли и двух импульсов у Марса в импульсной  
                   задаче оптимизации экспедиции; t0 — время старта 

 
При исследовании задачи в упрощенной постановке выявлено, 

что КА на Фобосе выгодно «сидеть» около одного земного года. 
А значит,  TF  в условии (16) обращается в нуль, и исходную задачу 
можно в окрестности данного предполагаемого локального миниму-
ма легко разбить на две независимые: задачу «вперед» и задачу 
«назад», причем совокупность их решений будет экстремалью в об-
щей задаче. 

После получения начального приближения траектории строились 
следующим образом. Задачу перелета «вперед» просчитывали с двух 
концов 0(t  и 1)t  в середину траектории  t  (рис. 3), затем задачу пере-

лета «назад» считали от 2t  к 3t . В качестве параметров пристрелки 

выбирались 12–14 значений: 0r , 0Ω , 0 , 1 0( ),t  1 0( ),t  3 1( ),t  3 1( ),t  

3 1( ),xp t  3 1( ),yp t  3 1( ),zp t   k , где   k  — моменты включения и отклю-

чения малой тяги в задаче «вперед», при исследовании задачи на тра-
екториях реализовывалось управление с двумя или тремя активными 
участками малой тяги, тогда 2k   или k = 4  соответственно. И семь 
параметров пристрелки: ДУВАΔ , 3t  и 4 ,xp  4 ,yp  4 ,zp  4 , 4  при 
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2t t  в задаче «назад». По данным величинам с учетом эфемерид 
можно найти значения всех фазовых и сопряженных переменных, 
кроме ,mip  в моменты времени 0t , 1t , 2t . 

 
 

  
Рис. 3. Вычислительная схема. Просчет  
с двух концов в середину траектории 

 

Невязками выступают 12 условий склейки фазовых и сопряжен-
ных переменных в момент времени t, 7 краевых условий на правом 
конце 3t  и, если необходимо, 2 условия 2 3( .() 0)i i       Значения 

mp  для интегрирования определялись из условий 1( ) ( )i i k       

4 ДУВАΔ .( ) 0     В качестве нормировки принималось условие не-

прерывности mp  в точке t. 
При построении экстремалей Понтрягина время работы двига-

тельной установки большой тяги Ф  и ДУПМ  и моменты времени 

0t , 1t , 2t  считались заданными, далее проводилась внешняя оптими-
зация задачи по этим величинам с использованием градиентных ме-
тодов и продолжения решения по параметру. При заданных значени-
ях времени Ф , ДУПМ , 0t , 1t , 2t  и выбранных значениях парамет-
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ров пристрелки k , ДУВАΔ ,  3t  массу следует вычислять аналитиче-

ски по системам (2), (6), (10) и исключить из неизвестных. 
В промежуточных расчетах при продолжении решения по пара-

метру положение Фобоса на орбите вокруг Марса в момент времени 

1t  не фиксировалось из эфемерид, а рассматривалось как параметр. 

Для существенного ускорения счета при продолжении решения по 
параметрам задачи использовалась линейная и параболическая ап-
проксимация параметров пристрелки. 

Результаты расчетов. Предложенная методика позволяет стро-
ить экстремали Понтрягина в исходной задаче. Численные расчеты 
проводились для большого набора значений параметров, в том числе 
при различных двигательных установках малой тяги, м.т ,M 0M , 

2( ),M t  Ф ,  ДУПМ ,  0t , 1t , 2t ,  с помощью метода продолжения 

решения по параметру.  
Приведем пример конкретной экстремали. Для представленной 

на рис. 4 проекции траектории экспедиции на плоскость эклиптики 
суммарное время работы двигательной установки малой тяги состав-
ляет 130,85 сут.  Стартует КА в момент времени 0t  (23 октября 2026 г. 

03:56:06), при этом 1  879,17 004 851x  км, 1 4809,14 287 323 y  км, 

1 4401,294 563 67 z км, 1 6,91407 517u  км/с, 1 1,64 304 414 v  км/с, 

1 3,17 640 222w   км/с, 1 7,94 503 038 xp , 1 52,07 783 556 yp , 

1 60,02 088 770 zp , 1 0,84 320 936up  , 1 0,05 977 325 vp , 

1  0,53 425195,wp  0 8774,83 082 009,r   0Ω 1,02314187,   

0 5,68 775 345,   1 0,07 076941,   1 0,56 362 257.    

Двигательная установка «Фрегат» работает 1088,04 541 645 с,  
реализуя за это время избыток скорости 3, 477 367 км/с. В момент 

времени 1t  (1 сентября 2027 г., 16:29:02) 3 4724,89 723 949 x км, 

3 5692,78 565 309y  км, 3 5539,12 730 912z  км, 3 1,56937 954u  км/с, 

3 1,48 650 262v   км/с, 3 0,17102 365w  км/с, 3 8,38 336 441xp  , 

3 8,98 237 741 yp , 3 5,17 004 776zp   , 3 0,78 211515up  , 

3 0,62 007 751vp  , 3 0, 06 164 224wp  , 3 0,67 034 830  , 

3 0,06168135  .  

Двигательная установка перелетного модуля работает 
1502,36195 216 с, реализуя за это время избыток скорости 1,352682 км/с. 

Невязки в задаче «вперед» вычислялись в момент времени 
*

0 150t t   сут. 
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Рис. 4. Проекция траектории экспедиции на OXY плоскость эклиптики: 

t0, t1, t2 — области работы двигательной установки большой тяги, 1 — работа двигательной  
    установки малой тяги; 2 — пассивные участки; 3 — орбита Земли; 4 — орбита Марса 

 
В обратном направлении КА улетает с Фобоса в момент времени 

2t  (3 сентября 2028 г. 18:49:31). При этом 4 7438,14156 580x    км, 

4 5620,52 029 090y   км, 4 1097,27 061370z  км, 4 0,93 517 617u  км/с,

4 1,43 311628v   км/с, 4 1,27 677 228w   км/с, 4 12,38 649 475,xp    

4 3,75 652 430,yp    4 4, 29 612 288,zp   4 0,63 345 872,up 

4 0,49 066 283,vp    4 0,59 831 432wp    и прилетает к Земле в мо-

мент 3t  (9 августа 2029 г. 03:51:04). Двигательная установка в рабо-
тает 6213,57162 695  с, реализуя избыток скорости 1,848 938  км/с. 
Моменты времени перехода между различными СК: 

0 3,12124 399Et t   сут, 1M Mt t   , 2 2M Mt t   , где 

2,71974141M   сут. 
Основные расчетные единицы: а.е./100 1 495 978,70 691  км и 

E.D. 86 400  с. При использовании других величин приведенные 

значения сопряженных переменных необходимо пересчитать. 
График функции переключения на участке работы двигательной 

установки малой тяги представлен на рис. 5. На данной траектории 
имеем один пассивный и два активных участка ее работы. Около 
Земли двигательная установка малой тяги работает 46,54 311 508 сут, 
вблизи Марса — 84,305 953 28 сут. 
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Рис. 5. Функция переключения управления (время считается  

в днях в системе наблюдения J2000) 
 
График изменения массы представлен на рис. 6.  
В таблице для сравнения приведены значения массы КА после 

посадки на Фобос, перед отлетом с Фобоса и доставленной к Земле в 
конечный момент времени после сброса двигательной установки воз-
вращаемого аппарата в различных вариантах миссии. Выигрыш по 
массе при использовании большой и малой тяги на данной экстрема-
ли при посадке на Фобос составляет 128 кг, или 12,3 %, при отлете от 
Фобоса — 29,3 %, при подлете к Земле — 66,58 кг, или 67,7 %, что 
позволяет сделать вывод о целесообразности использования в миссии 
комбинации двигательных установок большой и малой тяги. 
 

  
Рис. 6. Изменение массы в зависимости от времени: 

1 — уменьшение массы за счет работы двигательных установок большой тяги: «Фрегата» от 
t0 до tФ, перелетного модуля от tм.т до t1, возвращаемого аппарата от t2 до t2 + Δτдува; 2 — 
участки работы двигательных установок малой тяги от tФ до τ1 и от τ2 до tм.т; 3 — уменьше-
ние массы в моменты времени tФ, tм.т, t1, t2, t3 за счет сброса двигательных установок и пере- 

летного модуля; 4 — пассивные участки траектории перелета КА 
 

Масса, доставляемая к Фобосу и обратно к Земле,  
в различных вариантах экспедиции 

Обозначение 
Масса, кг, при тяге 

большой и малой,  
работавшей 130,85 сут 

большой  большой и малой, 
работавшей 0 сут 

М(t1) 1162,69 655 986 1035,04 885 519 858,50 068 947 
М(t2) 562,69 655 986 435,04 885 519 258,50 068 947 
М(t3) 164,86 977 357 98,28 969 192 3,53 554 911 
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График окна старта представлен на рис. 7, на нем видно, что 
в окрестности момента времени 0t  есть примерно месяц для старта, ко-
гда масса, доставленная на Фобос, будет меньше массы на представлен-
ной экстремали не более чем на 5 %. 

 

  
Рис. 7. Окно старта: 

по оси ординат — абсолютное отличие t даты старта от t0; по оси 
абсцисс — уменьшение конечной массы на такой экстремали 

 

Характерный вид выигрыша в результате применения комбиниро-
ванной тяги при полете к Марсу по сравнению с использованием только 
двигателей большой тяги представлен на рис. 8. При построении этого 
графика задача была исследована в упрощенной постановке — два про-
должительных участка работы двигательной установки большой тяги 
аппроксимировались импульсными воздействиями, направление кото-
рых оптимизировалось, а значение было задано и изменялось про- 
порциональными шагами в пределах от ΔE = 3,65 и ΔM = 2,00 км/с, что 
соответствует решению без использования двигательной установки 
малой тяги до значений 3,22 и 0,87 км/с, минимально необходимых 
для безвиткового ухода от Земли и подлета к Марсу. Лучшей траек-
тории без малой тяги соответствует точка А. Видно, что в первый 
момент времени, когда двигательная установка малой тяги установ-
лена на КА, но не работает, происходит резкий проигрыш по функ-
ционалу из-за ее массы, а с уменьшением ΔE  и ΔM  продолжитель-
ность работы установки постепенно увеличивается и в итоге получа-
ется существенный выигрыш массы. 
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Рис. 8. Изменение конечной массы при уве-
личении времени работы двигательной уста- 

новки малой тяги: 
по осям абсцисс — прирост значений импульсов 
у Земли и у Марса Е и М по сравнению с теми 
же параметрами у КА без двигателей малой тя-
ги;  по  оси  ординат  —  масса, доставленная КА 

на Фобос 
 

Отметим характерное «насыщение» на графике — в определен-
ный момент кривая массы достигает максимального значения, а со-
отношение времени работы двигательной установки малой тяги и 
значений импульсов становится локально оптимальным.  

Заключение. Разработанная методика вносит существенный 
вклад в теорию решения сложных задач траекторной оптимизации. 
Она позволяет проводить сквозную оптимизацию экспедиции КА с 
построением единой экстремали Понтрягина с учетом эфемерид и 
притяжения планет, с комбинированным управлением КА. В рас-
сматриваемых задачах требуется синтез методов локальной и много-
экстремальной оптимизации. Представленная методика построения 
начального приближения дает возможность проведения глобальной 
оптимизации с помощью последовательной аппроксимации и иссле-
дования миссии на основе серии задач Ламберта и принципа Лан-
гранжа.  

На основе принципа максимума Понтрягина для управления со-
вокупностью динамических систем в данной работе проанализирова-
на актуальная задача оптимизации миссии к Фобосу с возвращением 
к Земле. Представленные результаты численных расчетов девятито-
чечной краевой задачи 70-го порядка позволяют рассматривать целе-
сообразность использования комбинированного управления КА с 
помощью двигательных установок большой и малой тяги.  
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Optimization of Phobos mission with hybrid propulsion 
returning to the Earth  
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The article considers the problem of optimizing the spacecraft recovery space flight to 
Phobos. On the one hand, this task is confined to a real mission to Phobos, which the 
Russian Federation plans to accomplish in the coming years. On the other hand, the de-
velopment of techniques for optimizing the spacecraft interplanetary trajectories is the 
question of present interest. Usually, in such tasks, the circumplanetary legs of trajectory 
are neglected and there is no end-to-end optimization of the entire mission. The paper 
shows a technique for constructing Pontryagin extremals in similar problems, taking 
these features into account, using the example of an expedition to Phobos. The positions 
of the Earth, Mars and Phobos correspond to the ephemerides DE424 and MAR097. 
Gravitational fields of the Sun and Mars are considered to be central Newtonian. Space-
craft is equipped with high- and low-thrust engines. The problem of cosmodynamics is 
formalized as an optimal control task and then it is solved numerically by shooting meth-
od. The paper shows the particular constructed trajectories, estimates the possible gain 
due to using hybrid propulsion instead of only high-thrust engines. 
   
     
Keywords: low-thrust, hybrid propulsion, end-to-end optimization, interplanetary flight 
optimization, spacecraft trajectory optimization, Phobos, flight to Phobos,  Phobos mis-
sion, Mars mission, cosmodynamics problem 
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