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Рассмотрена задача о выборе массы аккумуляторной батареи, обеспечивающей 
максимальную продолжительность полета электрического мультикоптера в 
режиме висения с учетом изменения КПД электромотора. Определено, что 
максимальной продолжительности полета мультикоптера в режиме висения 
можно достичь, когда относительная масса аккумуляторной батареи находится 
в переделах от 1 до 2. Установлено, что учет изменения КПД двигателя почти не 
влияет на значения относительной массы аккумуляторной батареи. Даны реко-
мендации по относительной массе аккумуляторной батареи и определен диапазон 
ее значений — от 0,36 до 0,90.   
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Введение. В работах [1–3] указано, что наибольшая продолжи-
тельность полета (висения) электрического мультикоптера (рис. 1) 
достигается, когда относительная масса аккумуляторной батареи 
 

  
Рис. 1.  Квадрокоптер: 

1 — несущие винты (пропеллеры); 2 — бесколлекторные электромоторы;  
3 — элементы бортовой аппаратуры; 4 — аккумуляторная батарея; 5 —  
                             рама; 6 — полезная нагрузка (фотокамера) 
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равна 2. Под относительной массой m понимают отношение массы 
аккумуляторной батареи MАКБ к массе M0 летательного аппарата (ЛА) 
без нее: 

АКБ

0
.Mm

M
=                                                       (1) 

Вместе с тем приведенные в работе [3] результаты вычислитель-
ного эксперимента свидетельствуют о том, что максимума зависимо-
сти времени от относительной массы аккумуляторной батареи в ре-
альных конфигурациях можно достичь при m < 2 (рис. 2) [3].  

 

  
Рис. 2. Зависимость времени полета мультикоптера от массы 

аккумуляторной батареи (вычислительный эксперимент) 
 

Задачи настоящей работы — уточнение математической модели, 
использованной в статье [3] для определения оптимальной относи-
тельной массы аккумуляторной батареи, и уточнение расчета опти-
мальной относительной массы аккумуляторной батареи. В новой мо-
дели учтено непостоянство КПД электродвигателя при изменении 
массы аккумуляторной батареи и ЛА. 

КПД бесколлекторного мотора при висении. В конструкции 
мультикоптеров используются почти исключительно бесколлектор-
ные (вентильные) электродвигатели [4, 5]. В работе [6] представлена 
формула, дающая оценку КПД бесколлекторного электродвигателя 
при его работе в режиме висения ЛА у поверхности Земли: 

 
( )
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где kT  — безразмерный коэффициент запаса тяги у поверхности 
Земли (тяговооруженность ЛА); η100 — безразмерный коэффициент, 
характеризующий жесткость механической характеристики электро-
двигателя. 

Безразмерный коэффициент Tk  запаса тяги у поверхности Земли 
определяют по выражению 

 100
T

zTk
G

= ,                                               (3) 

где z — количество пропеллеров мультикоптера; T100 — тяга, 
создаваемая одним пропеллером при работе на месте при 100 % газа 
(управляющего сигнала) у поверхности Земли; G — масса ЛА. 

Безразмерный коэффициент 100n , характеризующий жесткость 
механической характеристики электродвигателя, можно вычислить 
из равенства 

 100
100 100

0
, 1n

n
η = η ≤ ,                                       (4) 

где n0 — частота холостого хода электродвигателя (об/с); n100 — 
частота вращения мотора и пропеллера при 100 % газа при работе 
винтомоторной группы (ВМГ) на месте у поверхности Земли, т. е. в 
режиме максимальной тяги. Величина η100 приближенно равна КПД 
мотора при работе ВМГ в этом режиме. 

Оценка времени полета с учетом КПД двигателя. Время поле-
та τ в режиме висения может быть оценено [3] как 
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где K — коэффициент, который остается постоянным в условиях 
обсуждаемой задачи. 

При изменении массы батареи изменяется и тяговооруженность. 
Выразим массу ЛА через массу аккумуляторной батареи и массу ЛА 
без нее: 

 ( ) ( )0 АКБ 0 1 ,G g M M gM m= + = +                              (6) 

где g — ускорение свободного падения.  
Подставим выражение (6) в формулу (3): 
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Формулу (7) можно переписать в виде 
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T
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,                                                (8) 

где 0
100

0
T

zTk
gM

=  — тяговооруженность, рассчитанная по массе без ак-

кумуляторной батареи (при нулевой массе аккумулятора). 
Подставив формулу (8) в выражение для КПД мотора (2), а фор-

мулу для КПД мотора (2) в формулу (5), по которой оценивается 
время висения, получаем 

 
( ) ( )( )

0

0

100
3 2 2

100 1001 1 1
T

T

k m
K

k m m

η
τ =

η + + − η +
.                       (9) 

Для того чтобы определить значение опт ,m  при котором функция (9) 
достигает максимума, найдем ее производную по m и приравняем 
производную нулю. Получаем уравнение для определения оптm : 

 ( ) ( )( )0 100 опт 100 опт опт2 2 1 1 1 0Tk m m mη − + − η − + = .           (10) 

Аналитическое решение уравнения (10) сводится к вычислению 
корней алгебраического уравнения третьей степени. Воздержимся, 
однако, от использования громоздких формул, которые получились 
бы в этом случае.  

Одним из ключевых параметров при проектировании мультикоп-
тера является тяговооруженность. При этом разработчика интересует 
тяговооруженность аппарата с учетом массы аккумуляторной бата-
реи, т. е. kT при найденном опт ,m  а не значение 0 .Tk  Чтобы найти 

оптm  для заданной тяговооруженности оптимальной конфигурации, 
выразим  0Tk  из (8) через :Tk  

 ( )0 опт1T Tk k m= + .                                      (11) 

Подставим выражение (11) в уравнение (10): 

 ( ) ( ) ( )( )опт 100 опт 100 опт опт1 2 2 1 1 1 0.Tk m m m m+ η − + − η − + =   (12) 

Теперь уравнение (12) можно разделить на опт1 ,m+  понизив его 
степень: 

 ( ) ( )( )100 опт 100 опт2 2 1 1 0.Tk m mη − + − η − =                (13) 

Решение уравнения (13) дает значение относительной массы ак-
кумуляторной батареи, при котором достигается наибольшее время 
висения при заданной тяговооруженности: 
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Графики зависимости времени висения от относительной массы 
аккумуляторной батареи построены в соответствии с формулой (9) 
(рис. 3). Значения по оси ординат нормированы так, чтобы макси-
мальное значение в варианте 2 было равно 1. 

 

 
 

Рис. 3. Зависимость относительного времени полета от относительной  
массы аккумуляторной батареи: 

1 — η100 = 0,65,  kT  = 1,7,  kT0 = 4,33;  mопт = 1,55;  2 —  η100 = 1,  mопт = 2,0 

 

Рассмотрим частные случаи. Если η100 = 1, что соответствует мо-
тору с идеально жесткой характеристикой и КПД = 100 %, по форму-
ле (14) получаем оптm  = 2 (кривая 2, рис. 3). Это значение совпадает с 
найденным в работе [3] для модели, в которой КПД мотора считается 
постоянным при изменении массы аккумулятора. При η100, стремя-
щемся к нулю, формула (14) дает оптm  = 1. При 0 < η100 < 1 значение 
относительной массы аккумуляторной батареи, при котором достига-
ется наибольшее время висения, находится в пределах от 1 до 2, за-
висит от тяговооруженности и монотонно возрастает с ростом η100. 

На рис. 4 приведена зависимость оптимального значения относи-
тельной массы аккумуляторной батареи от η100 при двух значениях 
тяговооруженности  kT. При тяговооруженности, равной  4, что мож-
но считать верхним пределом для реальных ЛА,  зависимость линей-
на;  kT = 1 — это теоретический нижний предел тяговооруженности.  
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Рис. 4. Зависимость оптимальной относительной массы аккумуляторной 

 батареи от тяговооруженности и КПД: 
1 —  kT = 4;  2 —  kT = 1 

 
Рациональный выбор массы аккумуляторной батареи. Исполь-

зование относительной массы аккумуляторной батареи, соответствую-
щей максимальной продолжительности полета, сталкивается с опреде-
ленными препятствиями. Для того чтобы с ростом массы аккумулятор-
ной батареи сохранялась тяговооруженность ЛА в приемлемых 
пределах, необходимо увеличивать мощность моторов и размер про-
пеллеров, что ведет к возрастанию массы и обусловливает необходи-
мость усиления конструкции, в свою очередь увеличивающего массу. 
При больших значениях относительной массы аккумуляторной батареи 
такого рода зависимости могут оказаться труднопреодолимыми. 

Представляется рациональным использование относительной 
массы аккумуляторной батареи меньшего значения — опт .m  При этом 
можно исходить из того, что вблизи максимума зависимость времени 
от относительной массы аккумуляторной батареи (см. рис. 3) мало-
чувствительна к изменению m. Поэтому заметное уменьшение m не 
приведет к существенному сокращению времени полета. В работе [3] 
предложены два критерия для выбора рациональной массы аккуму-
лятора: интегральный и дифференциальный. 

Интегральный критерий выбора рациональной массы акку-
мулятора. В соответствии с интегральным критерием предлагается 
выбирать такое значение m, при котором средний темп увеличения 
времени полета с ростом массы аккумуляторной батареи будет не 
меньше темпа увеличения ее массы. В модели, которая не учитывает 
изменение КПД мотора, получаем значение 

 инт 2 3
3 1 0,89.

2
m = − ≈                                     (15) 
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Используем такой же критерий и в рассматриваемом случае. Как 
и в работе [3], рассмотрим относительное время полета, т. е.  время, 
отнесенное к максимально возможному времени полета. Уравнение 
для определения относительной массы интm  по интегральному крите-
рию можно записать так: 

 
max

.mτ =
τ

                                             (16) 

Значение maxτ  можно найти подстановкой в формулу (5) значе-
ния опт ,m  которое определяется по формуле (14). Условимся, что в 
дальнейших выкладках опустим коэффициент K, который не влияет на 
относительное время полета. После подстановок и преобразований по-
лучаем 
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Уравнение (16) с учетом формулы (5), если опустить K, запишем 
как 
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а его решение будет следующим:  

 
2 3вис

инт
max

1,Mm
 η= − τ 

                                       (19) 

где вис
Mη вычисляется по формуле (2), а maxτ  — по формуле (17). 

Следует отметить, что использование выражения (5) в приведен-
ных для получения формулы (19) выкладках не означает, что зависи-
мость времени полета от массы аккумулятора в рассматриваемом 
случае такая же, как и в модели, не учитывающей изменение КПД 
мотора. Зависимость (5) при фиксированных η100 и kT показывает, как  
будет изменяться время полета, если при каждом значении m обеспе-
чивается заданная фиксированная тяговооруженность (значение kT).  
Это предполагает, что масса ЛА без аккумулятора не остается посто-
янной. Зависимость времени от m при фиксированной массе M0 вы-
ражается формулой (9). Именно максимум этой функции использует-
ся для нормирования времени в уравнении (16). 

Значение интm  при изменении η100 от 1 до 0 составляет от 

2 3
3 1 0,89

2
− ≈  до 1. При значениях η100 и kT, соответствующих пара-
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метрам реальных ЛА, изменение будет меньше. Так, при η100 ≥ 0,5 и 
1,25 ≤ kT ≤ 2,5 значение интm  варьирует в пределах от 0,89 до 0,92. На 
практике это означает, что таким изменением можно пренебречь 
и в качестве рекомендованного значения относительной массы акку-
мулятора по интегральному критерию принять интm  ≈ 0,9 независимо 
от значений η100 и kT. 

Дифференциальный критерий. В соответствии с работой [3] 
минимальной рациональной относительной массой аккумуляторной 
батареи можно считать такое значение диф ,m  при котором производ-
ная по m относительного времени полета равна 1.  

Дифференцируя левую часть (18) по m и приравнивая производ-
ную к 1, получаем уравнение 

 
вис

5 2
max

2 1.
2(1 )

М m
m

η − =
τ +

                                   (20) 

Его численное решение при изменении η100 от 1 до 0 дает значение 
корня в диапазоне от 0,355 до 0,390. При η100 ≥ 0,5 и 1,25 ≤ kT ≤ 2,5, что 
примерно соответствует значениям этих параметров у реальных ЛА,  
значение дифm  изменяется в небольших пределах: от 0,355 до 0,366. Это 
означает, что на практике такими изменениями можно пренебречь и 
ориентироваться на дифm  ≈ 0,36 независимо от значений η100 и kT. 

Заключение. При учете непостоянства КПД электромотора мож-
но достичь максимальной продолжительности полета в режиме висе-
ния, когда относительная масса аккумуляторной батареи (отношение 
массы аккумуляторной батареи к массе ЛА без нее) находится в пре-
делах от 1 до 2. Значение относительной массы, соответствующее 
максимуму времени, в существенной степени зависит от жесткости 
механической характеристики двигателя (КПД двигателя при макси-
мальной нагрузке) и в меньшей — от тяговооруженности. 

Вместе с тем учет изменения КПД двигателя почти не влияет на 
значения относительной массы аккумуляторной батареи, которые 
определяются с использованием интегрального и дифференциально-
го критериев [3].  Значения относительной массы аккумуляторной 
батареи, находящиеся в диапазоне от 0,36 до 0,90, можно рекомендо-
вать как рационально обоснованные. 
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Selecting the optimum battery for a multi-rotor unmanned 
electric helicopter (multicopter) 

© S.Z. Sverdlov  

Vologda State University, Vologda, 160000, Russia 

The study deals with selecting a rechargeable battery mass that ensures maximum flight 
duration for an electric multicopter in hover mode, taking into account the changes in the 
electric motor energy conversion efficiency. As a result of studying a refined model that 
takes into account the changes in energy conversion efficiency, we discovered that using 
a relative battery mass between 1 and 2 leads to achieving the maximum flight duration 
in hover mode. The relative mass value corresponding to the maximum in time greatly 
depends on how rigid the speed-torque characteristic of the engine is, and depends on the 
thrust-to-weight ratio to a lesser degree. Taking into account the energy conversion effi-
ciency of the engine does not really affect relative battery mass values that are deter-
mined using the integral and differential criteria. We can recommend designers to use the 
values we obtained for the relative battery mass.    
    
Keywords: multi-rotor unmanned electric helicopter, multicopter, rechargeable battery, 
maximum flight duration, relative battery mass, thrust-to-weight ratio, energy conversion 
efficiency, brushless electric motor  
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