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Представлены результаты предварительного анализа пневмо-
транспорта слоя сыпучих материалов в трубах при импульсной
подаче газа. Показано, что существует два принципиально раз-
личных режима транспорта газа в зернистом слое. Первый высо-
коскоростной режим реализуется для разреженного слоя частиц.
Второй режим – низкоскоростная фильтрация газа в зернистом
слое. Этот режим является основным для обеспечения транспор-
та дисперсного материала при импульсной подаче газа. Установле-
но, что оба режима являются решением уравнения телеграфного
типа, полученного из системы уравнений гидродинамики сжимае-
мого газа в слое частиц.
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Теоретическая работа посвящена анализу нового способа транс-
порта пылеугольного топлива в котлы ТЭС. Традиционный транспорт
пылеугольного топлива в энергетические котлы осуществляется в ре-
жиме турбулентного дисперсного потока газа с мелкодисперсной при-
месью по трубопроводам. В СССР в 1990-х годах была проведена
исследовательская экспериментальная работа по транспорту дисперс-
ного материала в импульсном режиме, когда на вход канала подается
импульс сжатого газа, который распространяясь по трубе, подхваты-
вает локальный объем дисперсного материала и транспортирует его
по трубе. Периодичность подачи импульса газа обеспечивает эконо-
мичность предлагаемого нового способа транспорта пылеугольного
топлива по сравнению с традиционным пневмотранспортом.

Устойчивость режима транспорта локальных пакетов дисперсного
материала нарушается в результате нескольких причин. Во-первых,
для разреженного слоя частиц (слой с большой порозностью) газ про-
ходит через слой за время, существенно меньшее, чем время динами-
ческой релаксации частиц при стесненном обтекании. В этом случае
слой частиц транспортируется на небольшое расстояние. Вторая при-
чина — псевдоожижение слоя частиц, слой становится текучим как
жидкость и быстро разрушается. Оба фактора, определяющие гра-
ницы устойчивого транспорта, зависят от времени прохождения газа
через зернистый слой частиц.

В работе проведен качественный анализ процесса прохождения
газа через неподвижный слой дисперсных частиц. Показано, что су-
ществует два принципиально различных режима транспорта газа в
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зернистом слое. Первый высокоскоростной режим реализуется для
разреженного слоя частиц. В этом случае газ проходит через слой со
скоростью звука, частицы не успевают вовлечься в движение газа.
Второй режим — низкоскоростная фильтрация газа в зернистом слое.
Этот режим является основным для обеспечения транспорта дисперс-
ного материала при импульсной подаче газа. Показано, что оба режима
являются решением одного уравнения телеграфного типа, полученно-
го из системы уравнений аэродинамики с учетом межфазного взаимо-
действия и баланса массы сжимаемого газа. Сила сопротивления при
фильтрации газа через зернистый слой моделируется полуэмпириче-
ской зависимостью Эргуна.

Уравнения движения газа в зернистом слое. На рис. 1 показа-
на схема транспорта пакета частиц газом в импульсном режиме. В
рамках модели взаимопроникающих континуумов [1] запишем урав-
нения движения газа и дисперсной фазы. В настоящем исследовании
мы ограничиваемся прохождением импульса газа через неподвижный
слой частиц. Это дает возможность выявить основные режимы неста-
ционарной аэродинамики газа при фильтрации через зернистый слой.
Уравнение баланса аксиальной компоненты импульса газа в слое дис-
персного материала с порозностью ε имеет вид

∂ (ερUx)

∂t
+
∂ (ερUxUx)

∂x
= −

∂εP

∂x
−
∂εP

∂x

∣
∣
∣
∣
d

, (1)

где P — давление в газе, Ux — скорость газа в свободном пространстве,
ρ — плотность газа.

В уравнении баланса импульса (1) учитывается потеря импульса
газа только при трении о частицы. В формуле (1) ∂εP/∂x|d — перепад
давления в зернистом слое, аппроксимируемый формулой Эргуна [2]

∂εP

∂x

∣
∣
∣
∣
d

= 150
η (1− ε)2 u

ε2d2
+ 1.75

1− ε
ε3

ρu2

d
, (2)

где d — диаметр частиц, u = εUx — скорость газа, отнесенная к еди-
нице площади поперечного сечения слоя частиц, η — коэффициент
динамической вязкости газа.

Рис. 1. Схема импульсного транспорта дисперсного материала в трубе. В насто-
ящей работе скорость частиц Vx = 0Vx = 0Vx = 0
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Первое слагаемое в правой части (2) описывает силу трения газа
о частицы в ламинарном приближении, второе — связано с инерцион-
ными эффектами при стесненном обтекании газом коллектива частиц.
Уравнение Эргуна широко используется для моделирования фильтра-
ции газа через слой частиц различной конфигурации [3–5].

Уравнения баланса массы газа в слое частиц имеет вид

∂ερ

∂t
+
∂ (ερUx)

∂x
= 0. (3)

При записи уравнений баланса (1) и (3), вследствие условия прилипа-
ния и симметрии, пренебрегали вкладом радиального потока импульса
и массы.

Исследовали нестационарный процесс прохождения газа через не-
подвижный слой частиц при постоянной порозности. Перепад давле-
ния в газе, возникающий в результате трения о частицы, записываем
в виде

∂εP

∂x

∣
∣
∣
∣
d

=
2

τ
ερUx =

2

τ
ρu. (4)

Здесь τ– характерное время релаксации, которое с учетом нелинейных
эффектов имеет вид

τ =
1

75

ρε2d2

η (1− ε)2

[

1 + 0,012
Red

ε (1− ε)

]−1
,

где Red = Uxdρ/η — число Рейнольдса, вычисленное по скорости газа
в свободном пространстве и диаметру частиц.

Время релаксации уменьшается для мелких частиц примеси и ма-
лой порозности слоя. При ε → 1 время релаксации τ → ∞, что со-
ответствует отсутствию силы межфазного взаимодействия. С целью
качественного анализа в силе сопротивления (4) учитываются только
слагаемые, линейные по скорости газа.

С учетом (4) уравнение баланса импульса газа в неподвижном зер-
нистом слое (1) принимает вид

∂ (ερUx)

∂t
+
∂ (ερUxUx)

∂x
= −

∂εP

∂x
− 2

ερUx

τ
. (5)

Проводим осреднение уравнений баланса массы (3) и импульса (5) по
сечению трубы с зернистым слоем. Средняя плотность газа в слое ρ̃
определяется как

εS◦ρ̃ = 2π

R◦∫

0

ερrdr. (6)
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Расход газа в слое равен

G = 2π

R◦∫

0

ερUxrdr. (7)

Проводя осреднение по сечению в уравнении баланса массы (3), на-
ходим

S◦
∂ερ̃

∂t
+
∂G

∂x
= 0. (8)

Осреднение уравнения баланса импульса (20) приводит к результату

∂G

∂t
+

∂

∂x



2π

R◦∫

0

ερU2xrdr



 = −S◦
∂εP

∂x
− 2

G

τ
. (9)

При фильтрации через достаточно длинный однородный слой ча-
стиц конвективным слагаемым в уравнении (9) можно пренебречь. В
результате получается система уравнений вида

∂G

∂t
+ S◦

∂εP

∂x
+ 2

G

τ
= 0, (10а)

S◦
∂ερ̃

∂t
+
∂G

∂x
= 0. (10б)

Используя уравнение состояния газа, записываем градиент давления
в виде

∂P

∂x
=
∂P

∂ρ

∣
∣
∣
∣
S

∂ρ̃

∂x
= a2

∂ρ̃

∂x
.

Здесь a =
√
∂P/∂ρ|S — скорость звука в газе.

Раскрыв производную от давления в (10a) через уравнение состо-
яния газа, получаем

∂G

∂t
+ S◦a

2∂ερ̃

∂x
+
2

τ
G = 0. (11)

Исключив из (11) и уравнения (10б) плотность газа, приходим к
уравнению баланса расхода газа в неподвижном слое

2

τ

∂G(x, t)

∂t
+
∂2G

∂t2
= a2

∂2G

∂x2
. (12)

Уравнение (12) называется телеграфным уравнением. Начальные
условия — отсутствие импульса газа в зернистом слое

G (x, 0) = 0,
∂G(x, t)

∂t

∣
∣
∣
∣
t=0

= 0. (13)

На входе в слой задано изменение расхода газа во времени

G(x, t) = G◦(t), G◦(t) = 0 при t ≤ 0. (14)
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Рассматривается фильтрация газа в полупространстве 0 ≤ x <∞. На
большом удалении от входа в слой выполняются условия

G(x, t)→ 0,
∂G(x, t)

∂x
→ 0 при x→∞. (15)

Из уравнения (12) следует, что транспорт газа через зернистый слой
может происходить в двух принципиально различных режимах. В пер-
вом случае, при разреженном слое частиц ε→ 1 следует τ →∞. Урав-
нение (12) соответствует гиперболическому типу и описывает движе-
ние газа со скоростью звука. Вовлечение слоя частиц в движение газа
будет незначительным. Во втором случае для плотного слоя частиц
ε < 1 уравнение (12) принадлежит параболическому типу и описы-
вает диффузию газа через слой с эффективным коэффициентом диф-
фузии D = τa2. Режим низкоскоростной фильтрации газа через слой
приведет к увлечению частиц потоком газа и транспорту дисперсного
материала.

Впервые телеграфное уравнение было получено в работе Макс-
велла при изучении прохождении электрического сигнала по длин-
ному кабелю. В работах Катаннео телеграфное уравнение модели-
рует неравновесные (релаксационные) эффекты в теплопроводности
(см., например, [6]).

Решение телеграфного уравнения в полупространстве. Реше-
ние телеграфного уравнения (12) с начальными и граничными усло-
виями (13) — (15) ищется методом одностороннего преобразования
Фурье [7]. Используется замена функции

G(x, t) = w(x, t)e−
t
τ . (16)

Для функции w(x, t) из (12) получаем уравнение в виде

∂2w(x, t)

∂t2
= a2

∂2w(x, t)

∂x2
+
1

τ 2
w(x, t). (17)

Начальные условия вытекают из (13)

w (x, 0) = 0,
∂w(x, t)

∂t

∣
∣
∣
∣
t=0

= 0. (18)

Поведение функции на бесконечности следует из (15)

w(x, t)→ 0,
∂w(x, t)

∂x
→ 0 при x→∞. (19)

Граничное условие при x = 0 (14) переписывается с учетом (16) в
виде

w (0, t) = ψ(t) = G◦(t)e
t
τ . (20)
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Используем синус преобразование Фурье [7]

W (k, t) =
2

π

∞∫

0

w(x, t) sin(kx)dx, (21а)

w(x, t) =

∞∫

0

W (k, t) sin(kx)dk, (21б)

где k — волновое число.

Применяя одностороннее преобразование Фурье (21a) к уравне-
нию (17), получаем для слагаемых в правой части следующие выра-
жения

2

π

∞∫

0

sin(kx)
∂2w(x, t)

∂t2
dx =

=
∂2

∂t2
2

π

∞∫

0

sin(kx)w(x, t)dx =
d2W (k, t)

dt2
. (22)

При записи (22) волновое число рассматривается как параметр.

Операция одностороннего преобразования Фурье (21a) для первого
слагаемого в левой части (17) приводит к следующему результату

a2
2

π

∞∫

0

sin(kx)
∂2w(x, t)

∂x2
dx = a2

2

π
sin(kx)

∂w(x, t)

∂x

∣
∣
∣
∣

∞

0

−

− a2k
2

π

∞∫

0

cos(kx)
∂w(x, t)

∂x
dx = −a2

2

π
cos(kx)w(x, t)|∞0 −

− a2k2
2

π

∞∫

0

sin(kx)w(x, t)dx =
2

π
a2kψ(t)− a2k2W (k, t). (23)

При записи (23) использованы условия на бесконечности (19) и
граничное условие (20). Из (17), (22) и (23) получаем обыкновенное
дифференциальное уравнение для спектральной функции W (k, t)

d2W (k, t)

dt2
+ Ω2kW (k, t) =

2

π
a2kψ(t). (24)

Здесь квадрат частоты Ω2k равен

Ω2k = a
2k2 −

1

τ 2
. (25)
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Начальные условия для уравнения (25) вытекают из условий (18)

W (k, 0) = 0,
dW (k, t)

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

= 0. (26)

Решение уравнения (25) с начальными условиями (26) имеет вид

W (k, t) =
2

π

a2k

Ωk

t∫

0

sin [Ωk(t− s)]ψ(s)ds. (27)

Преобразование спектра к физическому пространству производится
на основе интегрирования по формуле (21б).

Частные решения. Анализ результатов. В этом разделе иллю-
стрируется, что из общего решения (27) следуют два предельных слу-
чая. Во-первых, прохождение газа через разреженный слой частиц. В
этом случае решение должно совпадать с решением для распростране-
ния звуковой волны в свободном канале. Во втором предельном случае
фильтрации газа через плотный слой частиц решение (27) должно пе-
реходить в решение о диффузии газа в полупространстве.

Разреженный зернистый слой. Для разреженного слоя частиц
ε → 1 потери давления, связанные с трением о частицы, существен-
но меньше, чем изменение давления в результате сжимаемости газа
τ →∞.

В этом случае Ω2k = a2k2 и выражение для спектральной функ-
ции (27) принимает вид

W (k, t) =
2

π
a

t∫

0

sin [ak(t− s)]ψ(s)ds. (28)

Подстановка (28) в (21б) приводит к формуле

w(x, t) =
2

π
a

t∫

0

dsψ(s)

∞∫

0

sin [ak(t− s)] sin(kx)dk. (29)

Рассмотрим интеграл в (29), используя представления синусов, по-
лучаем

I =
2

π

∞∫

0

sin(kx) sin [ak(t− s)] dk =

= −
1

2π

∞∫

0

(
eikx − e−ikx

) (
eiak(t−s) − e−iak(t−s)

)
dk =
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1

2π

∞∫

−∞

(
eik[x−a(t−s)] − eik[x+a(t−s)]

)
dk =

= δ (x− a(t− s))− δ (x+ a(t− s)) . (30)

При записи последнего выражения привлекается спектральное
представление дельта-функции Дирака [8]

δ(x) = −
1

2π

∞∫

−∞

eikxdk.

В результате интеграл в (29) принимает вид

w(x, t) = a

t∫

0

ψ(s)δ
(
x− a(t− s)

)
ds = ψ

(
t−

x

a

)
. (31)

В (31) учитывается только волна, проходящая в положительном на-
правлении оси x.

Плотный зернистый слой. В случае диффузионного режима филь-
трации газа через зернистый слой τak � 1 и выражение (25) перепи-
сывается в виде

Ω2k = −
1

T 2k
, Ωk = ±

i

Tk
. (32)

Здесь i — мнимая единица, Tk– временной масштаб.

Tk =
τ

√
1− a2k2τ 2

. (33)

С учетом (33) формула для спектральной функции W (k, t) (27) при-
нимает вид

W (k, t) =
2

π
a2kTk

t∫

0

sinh

(
t− s
Tk

)

ψ(s)ds. (34)

Для временного интервала (t − s)/τ � 1, гиперболический синус в
(34) аппроксимируем выражением

sinh

(
t− s
Tk

)

≈
1

2
exp

(
t− s
τ

√
1− a2τ 2k2

)

≈

≈
1

2
exp

(
t− s
τ

)

exp

(

−
a2τk2

2
(t− s)

)

. (35)

С учетом неравенства τak � 1 и формулы (35) выражение для спек-

42 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2012



тральной функции (34) приобретает вид

W (k, t)e−
t
τ =
2

π
Dk

t∫

0

e−Dk
2(t−s)ψ(s)e−

s
τ ds, (36)

где D = a2τ/2 — коэффициент диффузии газа.
Принимая во внимание преобразование функций (16), (20) и (36),

для спектральной функции U(k, t) = W (k, t)e−
t
τ получаем

U(k, t) =
2

π
Dk

t∫

0

e−Dk
2(t−s)ϕ(s) ds, (37)

где ϕ(s) = ψ(s)e−
s
τ — значение искомой функции на границе полупро-

странства.
Интегралы в прямом и обратном преобразованиях Фурье (21a) и

(21б) для решения (37) находим методом дифференцирования по па-
раметру. Рассматривается следующий интеграл

J1(m) =

∞∫

0

cos(mx)e−a
2x2dx (38)

как функцию параметра m. Значение интеграла при m = 0 известно

J1 (0) =

∞∫

0

e−a
2x2dx =

√
π

2a
. (39)

Дифференцируя (38) по параметру m, получаем интеграл

dJ1(m)

dm
= −

∞∫

0

x sin(mx)e−a
2x2dx = −J2(m). (40)

Интегрирование по частям J2(m) приводит к результату

∞∫

0

x sin(mx)e−a
2x2dx = −

1

2a2
e−a

2x2 sin(mx)

∣
∣
∣
∣

∞

0

+

+
m

2a2

∞∫

0

cos(mx)e−a
2x2dx =

m

2a2
J1(x).

Из (38) и (39) следует дифференциальное уравнение для интеграла
J1(m) с начальным условием (39)

dJ1(m)

dm
= −

m

2a2
J1(m),
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Рис. 2. Распределение расхода газа в зернистом слое в разные моменты времени.
Профили расхода газа в слое ε → 1 (а) и фильтрация в слое частиц с низкой
порозностью (б)

Решение этого дифференциального уравнения приводит к резуль-
тату

J1(m) =

∞∫

0

cos(mx)e−a
2x2dx =

√
π

2a
e−

m2

4a2 . (41)

Используя (41) находим из (40) выражение для интеграла

J2(m) =

∞∫

0

x sin(mx)e−a
2x2dx =

√
πm

4a3
e−

m2

4a2 .

Преобразование спектральной функции (36) в физическое про-
странство представляет распределение газа в неподвижном зернистом
слое

G(x, t) =
xD

2
√
π

t∫

0

ϕ(s)

[D(t− s)]3/2
exp

[

−
x2

4D(t− s)

]

ds. (42)

Рис. 2 иллюстрирует процесс фильтрации газа через слой частиц
большой и малой порозности. На вход слоя подается расход газа, име-
ющий форму ступеньки во времени. Представлены профили безраз-
мерного расхода газа для различных безразмерных моментов времени.
Видно, что для высокой порозности через слой частиц проходит зву-
ковая волна без искажения формы (рис. 2, а). В случае плотного зер-
нистого слоя сопротивление, возникающее при движении через систе-
му частиц, приводит к существенному искажению исходного профиля
(рис. 2, б). В этом случае в результате сил вязкого трения теряется
импульс газа. Расчеты проведены по формуле (42).

Заключение. В работе проведено теоретическое исследование ре-
жимов транспорта мелкодисперсных материалов в трубах при им-
пульсной подаче газа. Получены результаты, имеющие практическое
и методическое значения, а именно:
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1. Получено единое уравнение, описывающее транспорт импульса
газа в зернистом слое в трубе. Уравнение телеграфного типа, которое
в зависимости от величины межфазного трения переходит в гипербо-
лический или параболический тип.

2. Установлено существование двух принципиальных режимов
фильтрации газа. Переход между этими режимами зависит от по-
розности слоя и размера частиц. Для достаточно разреженного слоя
частиц газ проходит через слой с высокой скоростью и частицы не
вовлекаются в режим транспорта. Для мелких частиц с низкой пороз-
ностью слоя реализуется режим диффузионной фильтрации газа. В
этом случае время фильтрации достаточно для увлечения слоя частиц
импульсом газа.

Работа выполнена в рамках проекта РФФИ 11-08-00645-а.
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