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Выдвинуто  предложение представлять элементы транспортной машины и про-
филь грунта в виде многогранников и исследовать их пересечение с применением 
известных алгоритмов — GJK (Gilbert–Johnson–Keerthi), EPA (Expanding Polytope 
Algorithm) и CA (Сlipping Algorithms), так как при моделировании взаимодействия 
ходовой части транспортной машины с опорным основанием исследователи ча-
сто оставляют без внимания геометрические формы контактирующего элемента 
и профиля грунта, исследуя «точечный контакт». Приведены краткие описания 
алгоритмов и их адаптация для рассматриваемого применения. Показан способ 
разбивки трассы на выпуклые многогранники, необходимый для работы алгорит-
мов. Продемонстрированы результаты моделирования простой механической си-
стемы в среде MATLAB. Приведен пример моделирования движения мобильного 
робота с колесно-шагающей ходовой частью по лестнице. Перечислены основные 
трудности применения рассматриваемого способа моделирования. 
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Введение. Многие существующие имитационные компьютерные 
модели, предназначенные для исследования движения транспортной 
машины по недеформируемому твердому опорному основанию [1, 2, 
3], используют так называемый точечный контакт. В этом случае 
силы взаимодействия с грунтом либо вычисляют по вертикальной 
координате контактирующего c грунтом элемента машины, либо 
находят по площади сектора окружности колеса, отсекаемого плос-
ким опорным основанием. Используя подобный подход, невозможно 
учесть взаимодействие с опорным основанием сложного профиля 
(имеющим ступени, ямы, углы подъема 90° или больше). Кроме того, 
остаются невыясненными вопросы контакта с грунтом корпусных 
деталей машины, навесного оборудования, торцов колес, затруднено 
исследование машин с нетрадиционными движителями.  

Если заранее выбрать на транспортной машине значительное ко-
личество точек, которые будут в модели взаимодействовать с опор-
ным основанием, то появится возможность решить часть указанных 
проблем. Таким образом выполнена имитационная модель, предло-
женная в статье [4]. Опорное основание транспортной машины в ней 
рассматривается как функция поверхности z(x, y). Для вершин трас-
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сы-функции были посчитаны нормали, вдоль которых вычислялись 
проникновение в грунт.  

В той же статье [4] описаны недостатки предлагаемого метода — 
сложность моделирования движения по профилю опорного основа-
ния с сильными изгибами, вычисление только контактов типа верши-
на — плоскость и необходимость выбора бîльшего количества точек 
для контакта. 

Настоящая статья посвящена решению таких трудностей путем 
представления геометрии трассы и транспортной машины в виде 
многогранников и использования существующих алгоритмов для 
анализа их пересечений. Это позволит определять точки контакта 
(точка К на рис. 1), направление и глубину проникновения много-
гранников (вектор pntr  на рис. 1) в ходе моделирования. Назовем 
нахождение точек контакта и векторов проникновения многогранни-
ков разрешением контакта.  

 

 
 

Рис. 1. Схема определения сил взаимодействия машины  
и опорного основания 

   
Таким образом, после разрешения контакта для каждой точки по-

явится возможность найти следующие показатели: 
—  нормальные реакции NF , воспринимающие вес машины; 
— касательные силы TF , обусловленные тягой машины и сопро-

тивлением движению; 
— момент от суммарной силы взаимодействия с опорным осно-

ванием. 
Нормальные реакции NF  вычисляют по глубине pntr  и скорости 

проникновения pntv  в опорное основание. Касательные силы TF  
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находят по касательной скорости tanv , нормальной силе и коэффици-
енту трения, т. е. 

K ;   ( , );    ( , )tan pnt N pnt pnt T tan Nv v v F f r v F f v F= − = = ; 

где Kv  — скорость точки контакта. 
Однако для адекватного разрешения контакта прежде всего необ-

ходимо определить факт пересечения геометрии грунта и транспорт-
ной машины. Для решения этой задачи наиболее подходит алгоритм 
GJK (Gilbert–Johnson–Keerthi). 

Алгоритм GJK (Gilbert–Johnson–Keerthi). В конце 1980-х гг. 
разработан алгоритм GJK, предназначенный для эффективного ана-
лиза пересечения многогранников и нахождения расстояния между 
ними. С тех пор видоизмененные версии алгоритма применяются в 
различных приложениях — от компьютерных игр до систем модели-
рования [5, 6]. В Интернете доступно множество описаний GJK и 
примеров его реализации [7]. 

Приведем только основные положения алгоритма. Итак, для пары 
выпуклых многогранников можно построить так называемое конфи-
гурационное пространство препятствий — CSO (Configure Space 
Obstacle, по терминологии его разработчиков), представляющее со-
бой массив вершин. Координаты вершин CSO вычисляют как разность 
координаты каждой вершины первого и каждой вершины второго мно-
гогранника. После чего можно утверждать, что выпуклые многогранни-
ки пересекутся только в том случае, когда составленная из внешних 
вершин CSO фигура будет содержать начало координат (рис. 2). 

Для многогранников на рис. 2, имеющих шесть и восемь вершин, 
пространство CSO состоит из 48 вершин, поэтому в процессе работы 
алгоритма полностью CSO нельзя вычислить. Вместо этого ищут 
простейшую геометрическую фигуру — симплекс (в трехмерном 
случае — тетраэдр ABCD на рис. 3), содержащую начало координат 
(точка О). Обычно для построения тетраэдра используют так называ-
емую вспомогательную функцию (support function), которая находит 
самую дальнюю вершину CSO в заданном направлении. С помощью 
этой функции случайно выбранную в CSO точку последовательно 
развивают до линии, треугольника, тетраэдра, всякий раз выбирая 
направление на начало координат. 

Если по итогам работы алгоритма GJK удается построить сим-
плекс, содержащий начало координат, то можно сделать вывод о пе-
ресечении многогранников. В противном случае, находят вектор рас-
стояния между ними — от ближайшего треугольника симплекса до 
начала координат. В настоящей работе алгоритм GJK используется 
только для определения факта пересечения, хотя часто его применя-
ют и для нахождения прочих параметров контакта [5]. 
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Рис. 2.  Анализ пересечения многогранников CSO: 

а — пересечение многогранников; б — отсутствие пересечения; 
1 — вершины CSO; 2 — вершины многогранников; 3 — начало координат 

 

  
Рис. 3. Анализ пересечения многогранников  

 
GJK позволяет использовать данные предыдущих расчетов: на 

каждом шаге интегрирования модели можно начинать анализ с сим-
плекса предыдущего шага. Это признано одним из хороших его ка-
честв. Во многих случаях такой симплекс будет содержать начало 
координат для нового положения многогранников.  

При обнаружении пересечения многогранников глубину и 
направление их проникновения часто находят с помощью алгоритма 
EPA (Expanding Polytope Algorithm, или алгоритм расширяющегося 
многогранника). 
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Алгоритм EPA (Expanding Polytope Algorithm). Суть EPA со-
стоит в получении фигуры, состоящей только из внешних вершин 
CSO и содержащей начало координат (ABCDE на рис. 3). Предлага-
ется [4] использовать в качестве начальной фигуры симплекс, полу-
ченный по итогам работы GJK. Затем необходимо попытаться уда-
лить ближайшую к началу координат сторону (ABD) и добавить к 
фигуре с помощью вспомогательной функции новую, как можно бо-
лее дальнюю вершину E. Операцию повторяют, пока не будет полу-
чена вершина, уже имеющаяся в фигуре EPA. Расстояние от бли-
жайшей стороны фигуры (ABC на рис. 3) до начала координат (по 
нормали) называют вектором проникновения многогранников pntr . 

Определение контактных точек. Зная направление взаимного 
проникновения многогранников, можно найти точки их контакта. 
Обычно для этого применяют алгоритм обрезки (Clipping Algorithm 
[7]). Реализация алгоритма для модели, рассматриваемой в данной 
статье, была выполнена в ниже следующей последовательности. 

1. Нахождение крайних в направлении контакта точек много-
гранников. 

2. Поиск на обоих многогранниках треугольников, содержащих 
крайние точки и имеющих нормали, самые близкие к направлению 
контакта pntr . Плоскость «наиболее перпендикулярного» треугольни-
ка называется набегающей (incident plane [7], 1 на рис. 4), плоскость 
другого многогранника — опорной (reference plane [7], 2 на рис. 4). 
Считается, что точки контакта находятся на опорной плоскости. 

 

  
Рис. 4. Поиск точек контакта: 

1 — набегающая плоскость; 2 — опорная плос-
кость; 3 — пересечение проекций многоугольни- 
                    ков;  4 — контактные точки 
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3. Создание на набегающей и опорной плоскостях многоугольни-
ков 1 и 2 сторон соответствующих многогранников (см. рис. 4), на 
опорной плоскости — двухмерной системы координат. Проецирова-
ние на нее полученных многоугольников, выполняемое в направле-
нии пересечения многогранников pntr . 

4. Получение многоугольника  3  — продукта пересечения проек-
ций многоугольников 1 и 2. 

5. Вычисление трехмерных координат вершин многоугольника 3: 
находящиеся выше набегающей плоскости являются точками контак-
та, а их расстояния до набегающей плоскости — глубинами проник-
новения. 

Следовательно, зная точки контакта, глубину и направление про-
никновения, можно рассчитать силы и моменты взаимодействия с 
опорным основанием, как указано выше. Однако описанные выше 
алгоритмы предназначены для работы исключительно с выпуклой 
геометрией. Если взаимодействующие с грунтом детали транспорт-
ной машины легко представить в упрощенном виде как выпуклые 
многогранники, то трассы почти всегда будут иметь важные для за-
дачи моделирования вогнутые участки. Обычный подход в таких 
случаях — это разбиение невыпуклой геометрии на выпуклые много-
гранники. 

Разбиение трассы на выпуклые многогранники. В общем случае 
задача разбивки довольно сложна даже для двухмерных моделей [8]. 
Однако в рассматриваемом здесь случае трасса принимается как не-
подвижный объект, в котором отсутствуют самопересечения и отвер-
стия. Это позволяет разбить трассу на выпуклые многогранники до 
начала моделирования с помощью простого алгоритма. Алгоритм та-
кой работы приведен ниже. 

1. Представление трассы в виде массива треугольников (триангу-
ляция). Вычисление нормалей каждого треугольника. 

2. Выбор произвольного треугольника. Расчет скалярных произ-
ведений его нормали и сторон соседних треугольников, не являю-
щихся общими. Если скалярное произведение меньше или равно ну-
лю, то считается, что треугольники образуют выпуклый объект. Ис-
ключение их из массива трассы и сохранение в новом массиве — 
выпуклой фигуре. 

3. Анализ необработанных треугольников до тех пор, пока тако-
вых не останется. 

Результаты работы алгоритма для двух трасс представлены на 
рис. 5 и 6. Для наглядности многогранники разнесены в простран-
стве. 
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Рис. 5. Обработка трассы «ступени»: 
а — исходная трасса; б — массив выпуклых многогранников 

 
Следует обратить внимание на то, что трассы, имеющие плавные 

вогнутые участки (например, синусоидальный профиль грунта на 
рис. 6), описанный алгоритм разобьет на достаточно большое коли-
чество многогранников, что негативно скажется на производительно-
сти модели. В данном случае эффективнее использовать подход, опи-
санный в статье [4]. Тем не менее можно улучшить производитель-
ность, анализируя только многогранники, центры которых удалены 
менее чем на половину суммы их габаритов (этот метод применен в 
описываемой далее модели). 

Краткое описание реализации имитационной компьютерной 
модели. Для реализации в имитационной компьютерной модели 
уравнений динамики масс, преобразования координат и расчета шар-
ниров использованы блоки Simulink/Simscape/SimMechanics из 
MATLAB R2013b. Данные объектов моделирования  и  трассы  созданы 

а 
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б 

Рис. 6. Обработка трассы «синусоида»: 
а — исходная трасса; б — массив выпуклых многогранников 

 

и обработаны, по возможности, до начала моделирования.  Алгорит-
мы GJK/EPA/Clipping вследствие сложности выполнены в виде  
S-функции (Simulink level 2 S-function). Триангуляция трасс и объек-
тов для отображения графики выполнена с помощью функции 
surf2patch и класса delaunayTriangulation. Поиск разности много-
угольников для алгоритма обрезки произведен посредством удобной, 
но, к сожалению, очень медленной функции polybool. 

Общий принцип работы S-функции анализа контакта следующий: 
1) на вход подают абсолютную координату, скорость, матрицу 

поворота и угловую скорость объекта — элементы машины; 
2) осуществляется поиск многогранников трассы, с которыми 

возможен контакт; 

а 



Моделирование взаимодействия мобильного робота и опорного основания… 

Инженерный журнал: наука и инновации   # 12·2016                                             9 

3) с помощью алгоритма GJK определяют наличие пересечения с 
многогранниками; 

4) в случае пересечения  алгоритмом EPA вычисляют вектор про-
никновения; 

5) определение точек контакта алгоритмом обрезки; 
6) вычисление силы и момента, действующих на тело, и их ввод в 

модель. 
В целом реализация модели на этом этапе обладает высокой ста-

бильностью вычислений, однако содержит решения, снижающие 
производительность. 

Для качественной проверки адекватности разработанной имита-
ционной компьютерной модели была составлена механическая си-
стема (рис. 7). Тело в форме параллелепипеда скатывается вниз по 
ступеням, испытывая различные виды контакта (грани, плоскости, 
вершины). На рис. 7 обозначены характерные положения, точки, траек-
тория и векторы сил контакта. 

 
 

 
Рис. 7. Работа модели «ящик на ступенях» 

 

Разработанная модель демонстрирует правдоподобное поведение 
объектов на трассах сложного профиля, что дает возможность перей-
ти к моделированию транспортной машины. 

Моделирование транспортной машины с колесно-шагающим 
движителем. Интенсивное развитие робототехники вызывает у ис-
следователей интерес к необычным движителям. Так, в некоторых 
условиях (например, в пределах города) может быть эффективен ко-
лесно-шагающий трехкатковый движитель. Несмотря на существова-
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ние действующих и даже коммерческих образцов машин с такой хо-
довой частью, имитационное моделирование их движения является 
актуальной задачей [9].  

На рис. 8 представлена схема колесно-шагающего движителя. Его 
конструкцию можно описать как планетарный механизм. Солнечное 
колесо механизма связано с валом электродвигателя, сцепленные сатте-
литы приводят в движение катки, вместо зацепления сателлитов с ко-
ронным колесом выступает контакт катков с грунтом. Водило может 
свободно вращаться относительно корпуса машины. Осуществление 
движения за счет вращения катков соответствует режиму качения. Во-
дило в этом случае неподвижно или незначительно качается, повторяя 
профиль грунта. Увеличение момента сопротивления на катках (напри-
мер, при упоре в стену) вынуждает вращаться водило и весь планетар-
ный механизм в целом, что соответствует режиму шагания. 

 

  
Рис. 8. Схема колесно-шагающего движителя: 
1 — солнечная шестерня (ведущая); 2 — сцеп-
ленный саттелит; 3 — саттелит, приводящий 
колесо; 4 — колесо;  5 —  водило;  6 — опорное  
                                основание 

 
Модель машины с колесно-шагающим движителем была выполнена 

в виде набора выпуклых многогранников, связанных соответствую-
щими шарнирами и передаточными отношениями (рис. 9). На рис. 10 
представлен вариант прохождения машиной трассы со ступенями. 

 

  
Рис. 9. Модель машины с колесно-шагающим движителем 
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Рис. 10. Моделирование движения мобильного робота по трассе: 

1 — траектория точки корпуса; 2 — траектория точки на переднем правом водиле 
 

Ниже показаны графики угловых скоростей колеса относительно води-
ла (рис. 11, кривая 1) и водила относительно корпуса машины  
(рис. 11, кривая 2) для переднего правого движителя. Видно, что про-
хождение трассы началось с режима качения до упора в ступень пе-
редними движителями. Затем последовал режим шагания (зона, за-
штрихованная на рис. 11) и снова качения после преодоления пре-
пятствия передними движителями. 
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Рис. 11. Запись угловой скорости для переднего правого движителя: 
1 — угловая скорость колеса; 2 — угловая скорость водила 

 
Моделирование подтвердило способность машины с колесно-

шагающим движителем преодолевать крупные препятствия опреде-
ленного профиля. Однако в процессе подбора размеров и передаточ-
ных чисел механизма движителя обозначились его известные серьез-
ные недостатки. Так, при недостаточной массе, избыточной тяге или 
неправильно подобранных передаточных числах шестерен движитель 
может перейти в режим шагания на ровной площадке. В случае же не-
достаточного сцепления катков с грунтом или слишком большой массы 
машины шагание не начнется даже при упоре в стенку. Поэтому часто в 
механизме предусматривают возможность торможения водила на кор-
пус и блокировку водила с приводной солнечной шестерней. 

Заключение. Применение алгоритмов для проведения анализа 
пересечения многоугольников GJK, EPA и CA, а также средств моде-
лирования MATLAB/Simulink позволило создать компьютерную 
имитационную модель движения транспортной машины по трассе 
сложного профиля. Трасса может содержать вертикальные или обла-
дающие отрицательным уклоном стенки. Объект моделирования 
должен состоять из набора выпуклых многогранников. В целом мо-
дель позволяет проводить анализ профильной проходимости и тяго-
вооруженности транспортных машин, в том числе с нетрадиционны-
ми движителями. 

Предложенный метод позволяет реализовать сложные методы рас-
чета сил взаимодействия с опорным основанием, разработанные для 
моделирования «контакта в точке» (например, как в работах [10, 11]). 

К сожалению, с помощью разработанной модели невозможно ис-
следование гибкой гусеницы транспортной машины. Кроме того, на 
результат моделирования может влиять представление плавных фи-
гур (например, цилиндрического или торообразного колеса) в виде 
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многогранников с ограниченным количеством вершин. Так, рассмот-
ренная машина имеет колеса в виде десятигранных призм, а не ци-
линдров. Именно этим вызваны высокочастотные колебания угловых 
скоростей на рис 11. Уменьшить колебания можно, увеличив число 
вершин, но, конечно, ухудшив производительность модели. 

Все это делает описанный в статье способ моделирования кон-
такта наиболее подходящим для исследования взаимодействия с 
опорным основанием корпусных деталей, манипуляторов, лыж, аут-
ригеров и в несколько меньшей степени — колес.  

Для моделирования движения по трассе колес, опорных катков и 
гусеничного обвода можно быть эффективно представить их в виде 
набора дуг и отрезков (полилиний), как это сделано в симуляторе 
RobSim [12]. Похожий принцип используется и в математических 
моделях, описанных в работе [13]. 
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Simulating the interaction between a mobile robot  
and a supporting surface with the help of polygon  

intersection algorithms 

© A.A. Stadukhin  

 Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 

When simulating the interaction between vehicle chassis and supporting surfaces, re-
searchers often disregard geometrical shapes of the contacting element and the ground 
profile, studying “point contact” only. This article suggests representing machine ele-
ments and ground profile as polygons and studying their intersection by employing well-
known algorithms — GJK (Gilbert–Johnson–Keerthi), EPA (Expanding Polytope Algo-
rithm) and CA (Clipping Algorithms). We supply a short description of the algorithms 
and explain how to adapt them to the application under consideration. We show a tech-
nique for splitting the path into convex polygons, required for algorithm operation. We 
demonstrate the results of simulating a simple mechanical system in the MATLAB envi-
ronment. As an example, we provide a simulation of a mobile robot with a roller walker 
chassis climbing stairs. We specify the primary difficulties concerning the application of 
the simulation technique discussed. 
    
Keywords: transportation, robot, supporting surface, simulation, MATLAB, GJK, EPA.  
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