
Инженерный журнал: наука и инновации   # 12·2016                                               1 

УДК 539.3                                    DOI 10.18698/2308-6033-2016-12-1557 
 

Расчет полного тензора напряжений 
в тонких моноклинных композитных оболочках 

на основе метода асимптотической гомогенизации 
© Ю.И. Димитриенко, Е.А. Губарева, Ю.В. Юрин 

МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, 105005, Россия 
 
Представлены результаты разработки тонких многослойных анизотропных оболо-
чек на основании общих уравнений трехмерной теории упругости путем введения 
асимптотических разложений по малому геометрическому параметру, без каких-
либо гипотез относительно характера распределения перемещений и напряжений 
по толщине. Рассмотрен случай моноклинных слоев оболочек, которые имеют не 
более 13 независимых упругих констант. Предложен алгоритм получения явных ана-
литических формул для расчета распределения компонент полного тензора напря-
жений по оболочке. Алгоритм основан на решении специальных локальных задач 
первого, второго и третьего приближения. Он позволил получить выражения для 
всех шести компонент тензора напряжений в компактной замкнутой форме в виде 
зависимости от деформаций, искривлений срединной поверхности оболочки, а так-
же их производных по продольным координатам. Полученные формулы позволяют 
расcчитывать все компоненты тензора напряжений в оболочке без решения допол-
нительных задач, а используя только решения осредненной задачи теории оболочек.  
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Введение. Для решения многих инженерных задач проектирова-

ния конструкций из композитных материалов необходимо достаточ-
но точное вычисление компонент полного тензора напряжений в лю-
бой точке конструкции. Так, для расчета прочности при изгибе 
трехслойных композитных конструкций недостаточно имеющейся 
информации о значениях только изгибных напряжений: следует 
знать распределение по толщине напряжений межслойного сдвига, 
а иногда и поперечных нормальных напряжений. В связи с низкой 
прочностью на сдвиг и поперечный отрыв трехслойные сотовые кон-
струкции при некоторых видах нагружения могут разрушаться имен-
но из-за этих межслоевых и поперечных напряжений [1]. Поперечные 
нормальные и межслоевые напряжения имеют также чрезвычайно 
важное значение в механизмах расслоения теплозащитных компо-
зитных конструкций [2], многослойных оболочек при длительных 
температурно-влажностных воздействиях, при интенсивных излуче-
ниях и других видах нагружения. 

Известно много работ [3–9], авторами которых предпринята по-
пытка вычислить все компоненты тензора напряжений. Однако их по-
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давляющее большинство основано на определенных допущениях от-
носительно неизвестных функций — перемещений и напряжений, ко-
торые тем не менее с математической точки зрения не имеют доста-
точного обоснования. В работах [10–15] предложены теории тонких 
пластин и оболочек, в том числе с двумерной микроструктурой — 
гофрированными, сотовыми и сетчатыми конструкциями. Для их 
обоснования использован метод асимптотического осреднения (ме-
тод гомогенизации), хорошо зарекомендовавший себя при осредне-
нии композитов с трехмерной периодической структурой [16–19]. 
В этих источниках введено допущение о линейном характере переме-
щений по толщине. Авторами работ [20–22] разработано асимптотиче-
ское осреднение тонких многослойных плоских пластин, в котором, 
однако, априори не сделано предположение о линейности распределе-
ния перемещений, но оно позволяет получить явное выражение для 
всех шести компонент тензора напряжений в тонких пластинах. В ста-
тье [23] проведено сравнение численных решений, полученных с по-
мощью разработанной асимптотической теории многослойных тонких 
пластин и непосредственного численного решения задачи трехмерной 
теории упругости. Полученные результаты показали высокую точ-
ность разработанного метода асимптотического осреднения. Авторами 
работы [24] этот метод развит для случая криволинейных тонких много-
слойных оболочек. 

Цель настоящей статьи заключается в дальнейшей разработке 
асимптотической теории многослойных тонких композитных оболо-
чек, направленной на получение явных аналитических соотношений 
для всех шести компонент тензора напряжений в оболочках.  

Уравнения трехмерной теории упругости в криволинейных 
координатах. В трехмерном пространстве 3R  с декартовыми коор-
динатами ix  рассмотрим поверхность 0Σ , заданную с помощью ор-

тогональных координат ( )k iq x  в виде 3( ) 0,iq x =  где 
0

2
i xx R∈Σ ⊂  — 

область изменения значений декартовых координат. 
Рассмотрим оболочку — тело, которому соответствует область 

3,V R⊂  ограниченная внешней +Σ  и внутренней −Σ  поверхностями, 
уравнения которых имеют вид 3 / 2,q h= −  3 / 2,q h=  а также торце-
вой поверхностью ,TΣ  уравнение которой в криволинейных ортого-
нальных координатах kq  имеет вид 1 2( , ) 0.F q q =  Соотношение 

( )ji iq q x=  между криволинейными iq  и декартовыми координатами 

jx  будем считать гладкими функциями. Параметр h  — толщина обо-

лочки, поверхность 3 0q =  — срединная поверхность оболочки 0 ,Σ  
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она пересекает торцевую поверхность по контуру 0.∂Σ  Предполо-
жим, что координатные линии 1q  и 2q  ориентированы по линиям 
главной кривизны срединной поверхности оболочки, а линия 3q  — 
по нормали к этой поверхности. Все криволинейные координаты 
считаем размерными величинами — длинами дуг по соответствую-
щим координатным направлениям.  

В криволинейных координатах iq  уравнения равновесия тела 
(оболочки) имеют вид [25]: 

( ) ( ) ( )3 3 3
3

3
3 33 3 3 3

3
0;

H H H H H H
q q q

H H H HH H H H H H f
q q q q

β αα α αβ α β α
α β

β α α
ββ β αβ α β β α

α α β

∂ ∂ ∂σ + σ + σ −
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂−σ − σ + σ + σ − =
∂ ∂ ∂ ∂

 

, 1, 2;α β =  α ≠ β ;                                         (1) 

( ) ( ) ( )1 2 33 2 3 13 1 3 23
3 1 2

3 31 2
11 2 22 1 13 2 23 1 1 2 3

3 3 1 2
0,

∂ ∂ ∂σ + σ + σ −
∂ ∂ ∂

∂ ∂∂ ∂−σ − σ + σ + σ − =
∂ ∂ ∂ ∂

H H H H H H
q q q

H HH HH H H H H H f
q q q q

    (2) 

где Hα  — параметр Ламе оболочки; αβσ  — компоненты тензора 
напряжений в ортогональных координатах ;iq  fα  — компоненты 
вектора плотности массовых сил.  

Соотношения Коши, связывающие деформации αβε  композита 

с перемещениями uα , в этой криволинейной системе координат iq  
имеют вид [25]: 

3
1 2 3 3

1 1 1 ;u H Hu u
H q H H q H H q

α α α
αα β

α α β α

∂ ∂ ∂ε = + +
∂ ∂ ∂

 

1 1 2 2
12

2 2 1 11 2
2 ;H u H u

H q H qH H
   ∂ ∂ε = +      ∂ ∂   

 

3 3 3
33 1 2

3 3 3 1 1 3 2 2

1 1 1 ;u H Hu u
H q H H q H H q

∂ ∂ ∂ε = + +
∂ ∂ ∂

 

3 3
3

3 3 3
2 ,H u H u

H q H qH H
α α

α
α αα

   ∂ ∂ε = +      ∂ ∂   
                      (3) 
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где ααε  — компоненты тензора малых деформаций; uα  — компонен-
ты вектора перемещений в криволинейных координатах iq . 

Оболочку примем многослойной, все слои которой ортогональны 
направлению 3q  и являются линейно-упругими и моноклинными 
[26], т. е. содержат не более 13 независимых упругих констант 
с главными осями криволинейной анизотропии, совпадающими с ко-
ординатными линиями .iq  Тогда определяющие соотношения обо-
лочки, связывающие деформации αβε  и напряжения ,αβσ  имеют сле-
дующий вид в криволинейной системе координат :iq  

33 33 3 3 3 3 33 33 3333 33; 2 ; ,σ = ε + ε σ = ε σ = ε + εIJ IJKL KL IJ I I K K KL KLC C C C C  (4) 

где ijklC  — модули упругости слоев оболочки; здесь и далее индексы, 
обозначенные заглавными буквами латинского алфавита , , , ,I J K L M  
и строчными греческими , ,α β  принимают значения 1, 2, причем 

,α ≠ β  а индексы , , ,i j k l  — значения 1, 2, 3. 
На внешней и внутренней поверхностях оболочки считаем задан-

ными: давление ;p±  на торцевой поверхности тΣ  — перемещение 

;eiu  на границе SΣ  раздела слоев оболочки — условия идеального 
контакта слоев оболочки: 

3 3 3 3: ; : ; :[ ] 0; [ ] 0,i i T i ei S i ip u u u± ±Σ p:  − δ Σ : Σ p::      (5) 

где [ ]iu  — скачок функций.  
Основные допущения асимптотической теории. Введем не-

сколько основных допущений.  
1. Рассмотрим очень тонкую оболочку, для которой выполняется 

соотношение  

/ 1,h L= <<æ                                         (6) 

где æ  — малый параметр; L  — диаметр срединной поверхности 0.Σ  
Введем глобальные безразмерные криволинейные координаты kq  

и локальную ξ  координату:  

3/ , / .k kq q L q= ξ = æ                               (7) 

Далее все функции рассмотрим как зависящие от безразмерных 
координат ( , ), 1, 2iu qα u α =  и предположим их безразмерными. 
Воспользуемся следующим правилом дифференцирования от безраз-
мерных координат:  
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3
1( , ) ( , ) ( , ),i i j i

j j
u q u q u q

q qα α α
∂ ∂ ∂u = u(  δ u

∂ ∂ ∂uæ
              (8) 

где /i iu u L=  — безразмерные перемещения. 

Безразмерными примем также все напряжения 0/ ,ij ij Eσ = σ  мо-

дули упругости 0/ijkl ijklC C E=  и давления 0/ ,p p E± ±=   разделив их 

на характерное значение модуля упругости 0E . Черту над безразмер-
ными величинами опустим. 

Введем еще два ограничения.  
2. Рассмотрим только случай малого значения давления на внеш-

них поверхностях оболочки: 
3 ,p p± ±= − æ                                           (9) 

где p±  — конечные значения безразмерного давления, (1).p О± =  
3. Примем, что тонкая оболочка не содержит резких изломов 

геометрической формы, в том смысле, что следующие производные 
от параметров Ламе имеют порядок более высокий, чем (1)O по от-
ношению к параметру æ  [24]:  

3 3 3; (1); (1); 1.H HH H O O H
q

α α
α α

β

∂ ∂= = = =
∂ξ ∂

æ             (10) 

Тогда формулы (3) с учетом равенств (10) можно записать таким 
образом: 

, 1 2 , 3 3 ;O u O O H u O H uαα α α α α β β α αε = + +  

12 1 2 1 1 ,2 2 1 2 2 ,12 ( ) ( ) ;H O u O H O u Oε = (  

33 3/3
1 ;uε =
æ

 3 /3 3, 3
12 ( ),u O u H uα α α α α αε = ( −
æ

              (11) 

где 1/O Hα α=  — обратные параметры Ламе; /3( , ) ,i
i

uu qα
∂u =
∂u

 

, ( , ) i
i j

j

uu q
qα

∂u =
∂

 — производные по глобальным координатам kq  

и локальной ξ  координате. 
Асимптотические разложения для многослойной оболочки. 

Компоненты тензора модулей упругости ( ),Cαβ ξ  как предполагается, 
зависят от координаты ,ξ  так как этот тензор различен для разных 
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слоев оболочки. Поэтому задача, отображенная в формулах (2)–(6), 
содержит определение локальной координаты ,ξ  а также малого па-
раметра æ  в граничных условиях (коэффициент при давлении в фор- 
муле (9)). Таким образом, ее решение представим в виде асимптоти-
ческого разложения по параметру æ  как функции, зависящей от гло-
бальных и локальной координат: 

(0) ( ) (0) (1) 2 (2)

1
3 (3)

( ) ( , ) ( , )

( , ) ... .

n n
k ijk k k k

n

k

u u u u q u q u q

u q

∞

α α α
=

α

= ( = (u(u(   

(u( 

∑æ æ æ

æ      (12) 

Подставив разложение (12) в соотношения Коши (11), воспользу-
емся при этом правилами дифференцирования функций локальных 
координат (8) и получим асимптотическое разложение для следую-
щих деформаций: 

( ) (0) (1) 2 (2)

0
... .n n

ij ij ij ij ij
n

∞

=
ε = ε = ε ( ε ( ε (∑æ æ æ                     (13) 

Здесь 
( ) ( ) ( ) ( )

, 1 2 , 33 ,n n n nO u O O H u u H Oαα α α α α β α αβε = ((   

( ) ( ) ( )
1 2 1 ,2 2 1 2 ,112 1 22 ( ) ( ) ,n n nH O u O H O u Oε = (  

( ) ( 1)
33 3/3 ,n nu (ε =  

( ) ( 1) ( ) ( )
3 3, 3/32 , 0,1, 2, ... .(

α α α α α ααε = ( − =n n n nu O u O H u n            (14) 

Подставив формулу (13) в закон Гука (4), получаем асимптотиче-
ское разложение для напряжений: 

( ) (0) (1) 2 (2)

0
... .n n

ij ij ij ij ij
n

∞

=
σ = σ = σ ( σ ( σ (∑æ æ æ                 (15) 

Здесь 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

33 3 333 3 3, 2 ,n n n n n
IJKL IJ I KIJ KL I KC C Cσ = ε ( ε σ = ε  

( ) ( ) ( )
33 333333 33 .n n n

KL KLC Cσ = ε ( ε                                 (16) 

Формулировка локальных задач. Подставив разложения (12) и 
(15) в уравнения равновесия и граничные условия систем (1), (2), по-
лучаем 
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( 1) (0) (1) 2 (2)1 0; , 1, 2;−
α α α α((((    = α β =N N N Næ æ

æ
 

( 1) (0) (1) 2 (2)
3 3 3 3

1 0;N N N N− ((((    =æ æ
æ

 

(0) (1) (2)2 3
3 3 3 3 3: ... ;± ±Σ σ ( σ ( σ (:  − δi i i iσæ æ æ  

(0) (1) 2 (2) 3 (3): ... .Σ :((((:     T i i i i i eiu u u u u uæ æ æ               (17) 

В формулах (17) обозначены следующие величины: 
( 1) (0) ( 1) (0)

1 2 1 233/3 33/3, ;N H H N H H− −
α α= σ = σ  

( ) ( ) ( )( ) ( )
, , , ,

( ) ( 1) ( )
3 3 3 1 2 3/3

( ) ( )

( 2 ) , , 1, 2;

α β αα α α β α β β ααβ αβ ββ

(
α β β α α β αα

= σ ( σ ( σ − σ (

((  σ ( σ − α β =

n n nn n

n n n

N H H H H

H H H H H H H f
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 ,1 1 ,2 2 13 1 233 13 23 11 22

( ) ( 1) ( )
13 2 1 23 1 2 1 233 333/3

( ) ( )

( ) ;

n n n n n

n n n

N H H H H H H

H H H H H H H H f(

= σ ( σ − σ − σ (

( σ ((  σ −
 

(0) ( )(0) ( )
3 3 3, , 0, 0, 0 , 1, 2.α α α= = = = > α β =n nf f f f f f n             (18) 

Приравняв в уравнениях равновесия члены ( 1) ( 1)
3,N N− −

α  при 1−æ  

к нулю, а члены ( ) ( )
3,n nN Nα  при остальных степенях от æ  к некото-

рым величинам ( ) ( )
3, ,n nh hα  не зависящим от ,ξ  получаем рекуррент-

ную последовательность локальных задач Ln. Локальная задача L0 
имеет вид 

(0)
3/3 0;iσ =  

(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)
33 33 3 3 3 3 33 33 3333 33; 2 ; ;σ = ε ( ε σ = ε σ = ε ( εIJ IJKL KL IJ I I K K KL KLC C C C C  

(0) (0) (0) (0)
, , 1 2 3 3 ;O u H O O u H O uαα α α α α β α αβε = ((   

(0) (0) (0)
1 2 1 ,2 2 1 2 ,112 1 22 ( ) ( ) ;H O u O H O u Oε = (  

(0) (1) (0) (1) (0) (0)
333 3 3,3/3 /3; 2 ;u u H O u O uα α α αα ααε = ε = − (  

(0)
3 3: 0;i±Σ σ :  

(0) (1) (1)
3:[ ] 0; [ ] 0; 0.S i ii u uΣ σ ::  < ;:                   (19) 
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Локальные задачи Ln, n>1 имеют следующий вид: 

( 1) ( 1) ( 1)( 1)
, , , ,

( 1) ( ) ( ) ( 1)
3 3 3 1 2 3/3

( ) ( )

( 2 ) ; , 1, 2;

− − −−
β αα α α β α β β ααβ αβ ββ

− −
α β β α α β α αα

σ ( σ ( σ − σ (

((  σ ( σ − = α β =

n n nn

n n n n

H H H H

H H H H H H H f h
 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
2 13 ,1 1 23 ,2 2 13 11 1 23 22

( 1) ( ) ( ) ( 1)
13 2 1 23 33 1 2 3 333/3

( ) ( )

( ) ;

− − − −

− −
β

σ ( σ − σ − σ (

((  σ ( σ − =

n n n n

n n n n

H H H H H H

H H H H H H H f h
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
33 33 3 3 3 3 33 33 3333 33; 2 ; ;σ = ε ( ε σ = ε σ = ε ( εn n n n n n n n

IJ IJKL KL IJ I I K K KL KLC C C C C  

( ) ( ) ( ) ( )
, , 1 2 3 3 ;n n n nO u H O O u H O uαα α α α α β α αβε = ((   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1 1 2 1,2 2,112 1,2 2,1 1 22 ( );n n n n nO u O u O O H u H uε = ( − (  

( ) ( 1)
33 3/3 ;n nu (ε =  

( ) ( 1) ( ) ( )
33 3,/32 ;n n n nu H O u O u(

α α α αα ααε = − (  

( ) ( )
3 3: ;± ±Σ σ :n n

i iS  

( ) ( 1) ( 1)
3: [ ] 0; [ ] 0; 0.(( Σ σ ::  < ;:n n n

S i i iu u                   (20) 

В формулах (20) введена операция осреднения по толщине оболоч-

ки 
0,5

( ) ( )

0,5

,
−

< >= ξ∫n n
i iξξ  d  а также обозначена функция граничных усло-

вий: 
3

( ) ( )0, если 1, 2, 4, 5, ...; , если 3.n n
i iiS n S p n

±± ±= = = − δ =  Уравне-

ния равновесия (17) после введения функций ( ) ( )
3,n nh hα  принимают вид 

( ) (0) (1) 2 (2)

0
... 0.n n

i i i i
n

h h h h
∞

=
= (((   =∑æ æ æ                   (21) 

Решением локальной задачи нулевого приближения (19) при n = 0 
являются функции (1) (0) (0), ,j ijklu ε σ  (напряжения ( ) 0, 0).n

ij nσ = <  Они за-
висят от локальных координат lξ  и входных данных этой задачи — 

перемещений (0) ( ).j Ju x  Решением задачи (21) при n = 1 для первого 

приближения являются функции (1)(2) (1), ,ε σj ijklu , а (0)(1) (0), ,ε σj ijklu   
в этой задаче — входные данные. В задаче (21) для второго прибли-
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жения при n = 2 функции (2)(3) (2), ,ε σj ijklu  — неизвестные, а 
(1)(2) (1), ,ε σj ijklu  — входные данные и т. д. 

Решение задачи нулевого приближения. Ввиду того, что задачи 
(19) являются одномерными по локальной переменной ,ξ  их решение 
можно найти аналитически. Решение уравнений равновесия с гра-
ничными условиями в локальной задаче нулевого приближения име-
ет вид 

(0)
3 0; : 0,5 0,5.iσ : ∀ξ − < ξ <                            (22) 

Подставив (22) во вторую и третью группу определяющих соотно-
шений в системе (19), получаем: (0)

3 3 3 0,I K KC ε =  (0) (0)
33 3333 33 0.KL KLC Cε ( ε =  

Отсюда следует, что в нулевом приближении деформации межслойного 
сдвига во всех слоях являются нулевыми, а поперечная деформация — 
ненулевая 

(0)
3 0;ε =K  (0) (0)

33 3 ;ε = − εKL KLZ  1
3 3333 33 .KL KLZ C C−=                (23) 

Подставив в (23) выражения для деформаций (0)
3εK  (0)

33ε из (19), по-
лучаем: 

(1) (0)(0)
3 3,/3

(1) (0)
33/3

; 1, 2;

.
α α α α αα = − α =

= − εKL KL

u H O u O u

u Z                       (24) 

После интегрирования этих уравнений с учетом условий (1) 0iu< >=  

находим перемещения (1):iu  

(0)(1) (0)
3, 3

(1) (1) (0)
3 3

( );

.
α α α α α= −ξ (

= εKL KL

ξ O ξ H ξ

ξ U
 
                                   (25) 

Здесь учтено, что деформации (0) ( ),JKL qε  согласно выражению (15), не 
зависят от величины .ξ  Также здесь введено обозначение для следу-
ющей операции: 

(1)
3 3 ;ξ= − < ;KL KLU Z  

0,5 0,5

.
ξ ξ

ξ
− −

< > = ξ− < ξ >∫ ∫iKL iKL iKLZ Z d Z d        (26) 

Подставив выражения (23) в первую группу определяющих соот-
ношений системы (19), находим напряжения (0):IJσ  

(0) (0) (0) ;σ = εIJ IJKL KLC  (0)
33 3 .IJKL IJ KLIJKLC C C Z= −                   (27) 
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Решение локальных задач Ln высших приближений. Решение 
уравнений равновесия (вторая группа уравнений в системе (20)) вме-
сте с граничными условиями на sΣ и 0,5ξ = −  имеет вид 

( ) ( 1) ( 1) ( 1)( 1)
3 1 2 , , , ,

0,5

( 1) ( 1)
3 3 3 1 2

( 1)

(( ) ( )

( 2 ) ) (

)( 0,5), 1, 2, 3,...;

ξ
− − −−

α β αα α α β α β β ααβ αβ ββ
−

− −
α β β α α α

−
β α

σ = − σ ( σ ( σ − σ (

((  σ ξ ((

( ξ ( =

∫n n n nn

n n

n

O O H H H H

H H H H d O O h

H f n (28) 

( ) ( 1) ( 1) ( 1)
33 1 2 2 13 ,1 1 23 ,2 2 13 11

0,5

( 1) ( 1) ( 1)
1 23 22 13 2 1 23 33 1 2 3

( 1) ( )
1 2 3 3

(( ) ( )

( ) ) (

)( 0,5) , 1, 2, 3,... .

ξ
− − −

−

− − −

−
−

σ = − σ ( σ − σ −

− σ ((  σ ξ ((

( ξ ((  =

∫n n n n

n n n

n n

O O H H H H

H H H H H H d O O h

H H f S n         (29) 

Условия существования решений для (28), (29) задачи (20), удо-
влетворяющих граничным условиям ( ) ( )

3 3: ,(( Σ σ :n n
i iS  на внешней по-

верхности 0,5,ξ =  приводят к следующей системе уравнений для 
вычисления функций ( ) ( )

3, :n nh hα  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , , ,

( )
3 3 3

(( ) ( )

( 2 ) ) ;

n n n n n n

n

h H f H H H H

H H H H

α β α β αα α α β α β β ααβ αβ ββ

α β β α α

( =< σ ( σ ( σ − σ (

((  σ ;
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 1 2 3 1 2 2 13 ,1 1 23 ,2 2 13 11

( ) ( ) ( )
1 23 22 13 2 1 23 33 3

( ) ( ) ( )

( ) , 0,1, 2, ...,

( = < σ ( σ − σ −

− σ ((  σ > (∆ =

n n n n n

n n n

O O h H H f O O H H H H

H H H H H H S n
 
(30) 

где ( ) ( ) ( )
3 3 3 .n n nS S S( −∆ = −  

С учетом формул (30) выражения для напряжений ( )
3
m

iσ  в форму-
лах (28)–(29) принимают вид 

( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1 2 , , , ,3

( 1)
3 3 3

{(( ) ( )

( 2 ) )} ;

n n n n n

n

O O H H H H

H H H H

− − − −
β αα α α β α β β αα αβ αβ ββ

−
α β β α ξα

σ = − σ ( σ ( σ − σ (

((  σ  

( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1 2 2 ,1 1 ,2 2 13 1 2333 13 23 11 22

( 1) ( ) ( )
13 2 1 13 33 3 3

{( ) ( )

( ) } ( ( 0,5)).

n n n n n

n n n

O O H H H H H H

H H H H S S

− − − −

−
ξ −

σ = − σ ( σ − σ − σ (

((  σ ((  ∆ ξ (
 
(31)
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Здесь обозначен оператор  

{ }( , )If q ξξ = ( )
0,5

( , ) ( , ) .I If q f q d
ξ

−

ξ − < ξ > ξ∫                  (32) 

С помощью определяющих соотношений для сдвиговых и попе-
речных напряжений в системе уравнений (20) находим сдвиговые 
и поперечные деформации: 

( ) 1 ( )
3 33 32 ;n n

I KK IC−ε = σ  

( ) 1 ( ) ( )
3333 333 33 .n n n

KL KLC Z−ε = σ − ε                                 (33) 

Из кинематических соотношений (шестая и седьмая группы 
уравнений) системы (20) с учетом формул (30) и условий нормировки 

( 1)* 0n
iu (< >=  находим перемещения высоких приближений ( )

3 ,nu  ( ):n
Iu  

( ) ( 1) ( 1) ( 1)1
3 33 3 3333 33 ,− − −−

ξ ξ ξ=< ε > = − < ε > ( < σ >n n n n
KL KLξ Z C  1, 2, 3, ... ;=n  

( 1) ( 1)( ) ( 1)
3 3 3,2 ,− −−

α α ξ α α α ξ α α ξ= < ε > ( < > − < >n nn nξ H O ξ O ξ  2, 3, ... .=n  (34) 

Выражение решения первого приближения через нулевое 
приближение. С практической точки зрения для достижения прием-
лемой инженерной точности вычислений для напряжений IJσ  доста-

точно ограничиться только нулевым и первым приближениями (0)
IJσ  

и (1) ,IJσ  для сдвиговых напряжений 3Iσ  минимально необходимым 

является второе приближение, а для поперечных напряжений 33σ  — 
третье приближение. Найдем для них явные формулы через функции 
нулевого приближения. 

Подставив выражения (22) и (27) в (31), получаем для сдвиговых 
напряжений (1)

3ασ  и нормальных напряжений (1)
33σ  первого приближе-

ния следующие формулы, выражающие их через деформации нуле-
вого приближения (0) :KLε  

(1) (0) (0) (0) (0)
3 1 2 , ,

(0) (0) (0)
, ,

({ } ( ) { } ( )

({ } { } ) ), 1, 2;

α αα ξ β α ξ α βαβ

ξ α β ξ β ααβ ββ

σ = − ε ( ε (

( − ε α =

KL KL KLKL

KLKL KL

O O C H C H

C H C H          (35) 

(1) (0) (0) (0)
33 1 13 11 2 23 22( { } { } ) .ξ ξσ = ( εKL KL KLO H C O H C                    (36)  

Здесь учтено, что деформации (0)
KLε  и параметры Ламе Hβ  не зависят 

от координаты ,ξ  а зависят от нее только модули упругости (0).ijklC  
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В свою очередь, полагаем, что эти модули (0)
ijklC  не зависят от гло-

бальных координат .Iq  
Дифференцируя в выражении (35) по частям произведения функ-

ций (0)
,( )KLHβ αε  и приводя подобные, формулы (35) и (36) перепишем 

в следующем более компактном виде: 
(1) (1) (0) (1) (0)

,3 3 ;KL KLJ KL JKLC Rαα ασ = − ε − ε  
(1) (1) (0)
33 33 .KLKLCσ = ε                                        (37) 

Здесь введены обозначения для функций от локальной и глобальных 
координат: 

(1) (0) (0) (0)
3 1 2 , ,({ } ) 2{ } );α αα ξ β α ξ α βββ αβ= − (KL KL KL KLC O O C C H C H  

(1) (0) (0)
1 2 ({ } { } );α αα ξ β α ξ α βαβ= δ ( δKLJ KL J JKLR O O C H C H  

(1) (0) (0)
33 1 13 11 2 23 22{ } { } .ξ ξ= (KL KL KLC O H C O H C                    (38) 

Выразим деформации (1)
3Kε  и (1)

33ε из соотношений (33) при n = 1:  
(1) 1 (1)

3 33 32 ;I KK KC−ε = σ  
(1) 1 (1) (1)

3333 333 33 ,KL KLC Z−ε = σ − ε                                (39) 
где использовано обозначение из (23). 

Подставив (39) в третью группу формул системы (20), находим 
аналог формул (27) для первого приближения: 

(1) (0) (1) (1)
3 33 .IJIJ IJKL KLC Zσ = ε ( σ                                (40) 

Подставив выражения (37) в равенство (40), получаем формулу 
(1) (0) (1) (1) (0) .σ = ε ( εIJ IJKL KL IJKL KLC G                               (41) 

В формуле (41) обозначены функции: 
(1) (0)

3 33 .IJIJKL KLG Z C=                                      (42) 

Выразим деформации (1)
KLε  первого приближения через деформа-

ции (0)
KLε  и перемещения нулевого приближения. Для этого восполь-

зуемся первой и второй формулами в системе (14) и подставим в них 
формулы (25). Тогда после приведения подобных получаем: 

(0)(1) Ф ;αα αα ααε = ξη ( εKL KL  

(1) (0)
12 12 12Ф .ε = ξη ( εKL KL                                   (43) 
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В системе формул (43) введены обозначения для деформаций 
кривизны оболочки: 

(0) (0) (0) (0)
3 , 1 2 , 33, 3,( ( )) ( );O O u H u O O O H u H uαα α α α α α β α β βα β β−η = (((    

2 (0) (0) 2 (0) (0)
12 1 2 1 13 ,2 2 1 2 23 ,13,1 1 3,2 22 ( ( )) ( ( )) ,H O O u H u H O O u H u− η = (((        (44) 

а также обозначены компоненты тензора Ф :ααKL  

3 3Ф ;αα α α=KL KLO H U  12Ф 0.=KL                           (45) 

Формулы (43) можно записать в едином тензорном виде 
(1) (0)Ф .ε = ξη ( εIJ IJ IJKL KL                                     (46) 

Подставив выражение (46) в равенство (41), получаем итоговую 
формулу для напряжений первого приближения (1)

IJσ  через деформа-

ции (0)
KLε  и кривизны KLη нулевого приближения: 

(1) (0) (1) (0) .KLIJ IJKL IJKL KLC Cσ = ξη ( ε                             (47) 

В формуле (47) введены обозначения: 
(1) (1) (0) Ф .= (IJKL IJKL IJMN MNKLC G C                              (48) 

Использовав формулы (34), находим перемещения второго при-
ближения: 

(2) (1) (1)1
3 3 3333 33 ,−

ξ ξ= − < ε > ( < σ >KL KLξ Z C  1, 2, 3, ... ;=n  

(1) (1)(2) 1 (1)
3 3 3 3 3, ,−

α α ξ α α α ξ α α ξ=< σ > ( < > − < >K Kξ C H O ξ O ξ  2, 3, ... .=n  (49) 

С учетом уравнений (25), (37) и (46) эти выражения запишем в 
виде 

(2) (2) (0)
33 3 ;KL KLKLKLu U J= ε − η  

(0) (2) (0) (0)(2) 2 (0)
3 3, 3 ,( ) .α ξ α α α α α α α= − < ξ > ( − ε − εKL KL KLJ KL Jξ H O ξ H ξ U K       (50) 

В выражениях (50) обозначены: 
(2) (1)1
3 3 3333 33Ф ;−

ξ ξ= − < ;(  < ;KL KL KLIJ KLU Z C C  

(2) (1)1
3 3 3 ;−

α α ξ=< ;KL I I KLU C C  

3 3 ;ξ=< ξ ;KL KLJ Z  (1) (1)1
3 3 3 .−

α α ξ α ξ α=< > ( < > δKLJ I IKLJ KL JK C R O U      (51) 
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Выражение решения второго приближения через нулевое 
приближение. Из формул (31) при n = 2 получаем выражение для 
сдвиговых и поперечных напряжений:  

(2) (1) (1) (1) (1)
1 2 , , , ,3

(1)
3 3 3

{(( ) 2

( 2 ) )} ;

O O H H H H

H H H H
β αα α α β α β β αα αβ αβ ββ

α β β α ξα

σ = − σ ( σ ( σ − σ (

((  σ
 

(2) (1) (1) (1) (1)
1 2 2 ,1 1 ,2 2 13 1 2333 13 23 11 22

(1)
13 2 1 23 33

{( ) ( )

( ) } .

O O H H H H H H

H H H H ξ

σ = − σ ( σ − σ − σ (

((  σ       (52) 

Подставив в (52) выражения (37) для (1)
33σ (1)

3ασ  и выражение (47) 

для (1) ,IJσ  после группировки слагаемых получаем искомые соотно-

шения между сдвиговыми (2)
3ασ  и поперечными (2)

33σ напряжениями 
второго приближения и деформациями нулевого приближения: 

(2) (2) (0) (2) (0)
3 3 ,,3 3 3 ;KL KL KLJ KL JKL KL JKL KLJC R N Vα αα α ασ = − ε − ε − η − η  

(2) (2) (0) (2) (0) (2) (0) (2)
, ,33 33 33 33 33 .KLKL KL J KL JMKL KLJ KLJM KLC R E Nσ = ε ( ε ( ε ( η      (53) 

В (53) обозначены следующие тензоры: 
(2) (1) (1) (1)

1 2 , ,3

(1)
3 3 3

({( ) } 2{ }

( 2 ){ } );
KLKL KL KL

KL

C O O C C H C H

H H H H C
ξ β α ξ α βααα ββ αβ

α β β α ξα

= − ξ ( ξ −

− (
 

(2) (1) (1)
1 23

(1)
3 3

({ } { }

( 2 ){ } );
J JKLKLJ KL

KLJ

R O O C H C H

H H H H R
ξ β α ξ α βααα αβ

α β β α ξα

= ξ δ ( ξ δ −

− (
 

(0) (0) (0)
3 1 2 , ,({( ) } 2{ } );KL KL KL KLN O O C C H C Hα ξ β α ξ α βαα ββ αβ= − ξ ( ξ  

(0) (0)
3 1 2 ({ } { } );KLJ J JKL KLV O O C H C Hα ξ β α ξ α βαα αβ= ξ δ ( ξ δ  

(2) (1) (1) (1)
1 2 2,1 1,2 2 1333 13 23 11

(1) (1)
1 23 2 13 1 2322 33

({ } { } { }

{ } ( ){ } );
KL KL KL KL

KL KL

C O O C H C H C H H

C H H H H H H C
ξ ξ ξ

ξ ξ

= ((( 

( − (
 

(2) (1) (1)
1 2 2 1 1 233 13 23

(1) (1)
2,1 1,21 2

({ } { }

{ } { } );
J JKLJ KL KL

KLJ KLJ

R O O C H C H

R H R H
ξ ξ

ξ ξ

= δ ( δ (

((
 

(2) (1) (1)
1 2 2 133 1 2({ } { } );KLJM KLJ KLJE O O R H R Hξ ξ= (  

(2) (0) (0)
1 2 2 13 1 2333 11 22({ } { } ).KL KL KLN O O C H H C H Hξ ξ= ξ ( ξ              (54) 
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Выразим деформации (2)
3Kε  и (2)

33ε из соотношений (33) при n = 2: 

(2) 1 (2)
3 33 32 ;I KK KC−ε = σ  

(2) 1 (2) (2)
3333 333 33 ,KL KLC Z−ε = σ − ε                                (55) 

где использовано обозначение из (23). 
Подставив (55) в третью группу формул системы (20), находим 

аналог формулы (27) для второго приближения: 
(2) (0) (2) (2)

3 33 .IJIJ IJKL KLC Zσ = ε ( σ                                (56) 

Выразим деформации (2)
KLε  второго приближения через деформа-

ции (0)
KLε  и перемещения нулевого приближения. Для этого воспользу-

емся первой и второй формулами в системе уравнений (14) при n = 2: 
(2) (2) (2) (2)

, 1 2 , 33

(2) (2) (2)
1 2 1 ,2 2 1 2 ,112 1 2

;

2 ( ) ( )

O u O O H u u H O

H O u O H O u O

αα α α α α β α αβε = ((

ε = (                   (57) 

и подставим в них выражения (50) для перемещений (2) (2)
3 , .u uα  Тогда 

после приведения подобных получаем: 
(2) (2) (0) (2) (0) (2) (0)(2) (2)

, ,Ф ;αα ξ αα αα αα αα ααε =< ξ ; η − η − ε − ε − εKL KL KL KL KLJ KL J KLJM KL JML B K  

(2) (2) (2) (0) (2) (0) (2) (0)
12 12 12 12 , 12 ,2 2 2Ф 2 2 .ξε = < ξ > η − ε − ε − εKL KL KLJ KL J KLJM KL JMB K    (58) 

Здесь обозначены 
(2) (2)

3 3 ,KL KLL H O Jα ααα =  (2)
12 0;KLL =  

(2) (2) (2)
1 2 , 3 3Ф ;αα α β α α α= −KL KL KLO O H U H O U  

(2) (2) (2)
12 2 1 1 1 ,2 1 2 2 2 ,12Ф ( ) ( ) ;= (KL KL KLO H O U O H O U  

(2) (2)
1 2 , ;J KLJKLJ KLB O U O O H Kα α α β ααα α= δ (  

(2) (2) (2)
2 1 1 2 2 1 2 1 1 ,2 1 2 2 ,112 1 22 ( ) ;J J KLJ KLJKLJ KL KLB O O H U H U O H K O H K= δ ( δ ((   

(2) ;KLJ MKLJMK O Kα α ααα = δ  

(2)
2 1 1 2 1 2 2 1122 KLJ M KLJ MKLJMK O H K O H K= δ ( δ                 (59) 

и введены обозначения для деформаций кривизны оболочки второго 
приближения: 
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(2) 2 (0) (0) 2 (0) (0)
3 3 , 1 2 , 3 33, 3,( ( )) ( );O H O u H u O O H H O u H uαα α α α α α α α β β β βα β β−η = (((     

(2) 2 (0) (0)
2 1 13 1 13 ,212 3,1 1

2 (0) (0)
1 2 23 2 23 ,13,2 2

2 ( ( ))

( ( )) .

O H H O u H u

O H H O u H u

− η = ((

((
   

                       (60)
 

Формулы (58) можно записать в едином тензорном виде 
(2) (2) (2) (2) (0) (2) (0) (2) (0)

, ,Ф .ξε =< ξ > η − η − ε − ε − εSP SP SPKL KL SPKL KL SPKLJ KL J SPKLJM KL JML B K  (61) 

Подставив выражение (53) для (2)
33σ  и выражение (61) для (2)

SPε  
в равенство (56), получаем формулу 

(2) (0) (2) (2) (2) (0) (2) (0) (2) (0)
, ,

(2) (0) (2) (0) (0)
3 33 3 , , 33

( Ф )

( ).

ξσ = < ξ > η − η − ε − ε − ε (

( ε ( ε ( ε ( η

IJ IJSP SP SPKL KL SPKL KL SPKLJ KL J SPKLJM KL JM

IJ KL KL KLJ KL J KLJM KL JM KL KL

C L B K

Z C R E N
 
(62) 

Введя обозначения 
(2) (0) (2) (2)

3 33Ф ;= −IJKL IJSP SPKL IJ KLC C Z C  

(2) (0) (2) (2)
3 3 ;IJIJKLM IJSP SPKLM KLMR C B Z R= −  

(0) (2)
3 ;IJKLMN IJ KLMNIJSP SPKLMNE C K Z E= −  

(0) (2)
3 33 ,IJKL IJ KLIJSP SPKLN C L Z N= −                          (63) 

запишем формулу (62) в итоговом компактном виде 
(2) (0) (2) (2) (0) (2) (0)

,

(0)
, .

ξσ = < ξ > η − ε − ε −

− ε − η

IJ IJKL KL IJKL KL IJKLM KL M

IJKLMN KL MN IJKL KL

C C R

E N
             

(64) 

Выражение решения третьего приближения через нулевое 
приближение. Из формул (31) при n = 3 получаем выражение для 
поперечных напряжений третьего приближения: 

(3) (2) (2) (2) (2)
1 2 2 ,1 1 ,2 2 13 1 2333 13 23 11 22

(2)
13 2 1 23 333

{( ) ( )

( ) } ( ( 0,5)).i

O O H H H H H H

H H H H p pξ ±

p = − p(p   − p − p(

((p   − δ ( ∆ ξ (
     

(65) 

Все входящие в формулу (65) напряжения второго приближения 
уже вычислены, и их можно выразить по формулам (53) и (64). После 
подстановки этих формул получаем окончательно: 

(3) (3) (0) (3) (0) (3) (3) (3)
, ,33 33 33 33 33

(3) (3) (2)
,33 ( ( 0,5)).

KLKL KL J KL JMKL KLJ KLJM KL

KL M KL KLKLM

C R E N

V W p p±

p = ε ( ε ( ε ( η (

( η ( η − ( ∆ ξ (
 
     (66) 
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В уравнении (66) обозначены тензоры: 
(3) (2) (2) (2)
33 1 2 13 2,1 23 1,2 2 13 11

(2) (2)
1 23 22 13 2 1 23 33

({ } { } { }

{ } ( ){ } );

ξ ξ ξ

ξ ξ

= ( − −

− − (

KL KL KL KL

KL KL

C O O C H C H H H C

H H C H H H H C
 

(3) (2) (2) (2)
33 1 2 13 2,1 23 1,2 2 13 11

(2) (2)
1 23 22 13 2 1 23 33

({ } { } { }

{ } ( ){ } );

ξ ξ ξ

ξ ξ

= ( − −

− − (

KLM KLM KLM KLM

KLM KLM

R O O R H R H H H R

H H R H H H H R
 

(3) (2) (2)
33 1 2 2 13 11 1 23 22

(2)
13 2 1 23 33

( { } { }

( ){ } );

ξ ξ

ξ

= − ((

((

KLJM KLJM KLJM

KLJM

E O O H H E H H E

H H H H E
 

(3) (2) (2) (2)
33 1 2 13 2,1 23 1,2 2 13 11

(2) (2)
1 23 22 13 2 1 23 33

({ } { } { }

{ } ( ){ } );

ξ ξ ξ

ξ ξ

= ( − −

− − (

KL KL KL KL

KL KL

N O O N H N H H H N

H H N H H H H N
 

(3) (2) (2)
33 1 2 13 2,1 23 1,2({ } { } );ξ ξ= (KLM KLM KLMV O O V H V H  

(3) (0) (0)
1 2 2 13 11 1 23 22( { } { } ).ξ ξ ξ ξ= < ξ > ( < ξ >KL KL KLW O O H H C H H C      (67) 

Явный вид компонент полного тензора напряжений в компо-
зитной многослойной оболочке. Подставив формулы (27) и (47) 
в асимптотическое разложение (15) и сохранив члены до первого по-
рядка относительно ,æ  получим следующее выражение для компо-
нент IJσ  тензора напряжений через деформации (0)

KLε  и кривизны ну-
левого приближения: 

(1) (0) (0)ˆ ˆ .IJ KLIJKL KL IJKLC Cσ = ε ( ξη                               (68)  

Подставив формулы (37) и (53) в то же асимптотическое разло-
жение (15) и сохраняя члены по второго порядка относительно ,æ  
получаем следующее выражение для сдвиговых компонент 3Iσ  тен-

зора напряжений через деформации (0)
KLε  и кривизны нулевого при-

ближения: 
(2) (0) (2) (0)

3 3 3 ,,3 3
ˆ ˆ ˆ ˆ .KL KL KLJ KL JKL KL JKL KLJC R N Vα α αα α−σ = ε ( ε ( η ( η           (69)  

Подставив формулы (37) и (53), (66) в асимптотическое разложение 
(15) и сохраняя члены вплоть до третьего порядка относительно ,æ  по-
лучаем выражение для поперечной компоненты 33σ  тензора напряже-

ний через деформации (0)
KLε  и кривизны нулевого приближения: 
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(3) (0) (3) (0) (3) (3) (3)
33 , ,33 33 33 33

(3) (3) (2)
,33

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ( ( 0,5)).
KLKL KL J KL JMKL KLJ KLJM KL

KL M KL KLKLM

C R E N

V W p p±

p = ε ( ε ( ε ( η (

( η ( η − ( ∆ ξ (
        (70) 

В формулах (68)–(70) обозначены тензоры, зависящие только от 
упругих характеристик слоев оболочки, толщин слоев и параметров 
Ламе срединной поверхности оболочки: 

(1) (0) (1)ˆ ,IJKL IJKL IJKLC C C= ( æ  (0) (0)ˆ ;IJKL IJKLC C= æ  

(2) (1) 2 (2) (2) (1) 2 (2)
3 3 3 3 3 3

ˆ ˆ, ;KL KL KL KLJ KLJ KLJC C C R R Rα α α α α α= ( = (æ æ æ æ  

2 2
3 3 3 3

ˆ ˆ, ;KL KL KLJ KLJN N V Vα α α α= =æ æ  

(3) (1) 2 (2) 3 (3)
33 33 33 33

ˆ + ,KL KL KL KLC C + C C= æ æ æ  (3) 2 (2) 3 (3)
33 33 33

ˆ + ;KLJ KLJ KLJR R R= æ æ  

(3) 2 (2) 3 (3)
33 33 33

ˆ + ,KLJM KLJM KLJE E E= æ æ  (3) 2 (2) 3 (3)
33 33 33

ˆ + ;KL KL KLN N N= æ æ  

(3) 3 (3)
33 33
ˆ ,KLM KLMV V= æ  (3) 3 (3)ˆ .KL KLW W= æ                        (71) 

Формулы (68)–(70) дают выражение для полного тензора (всех 
шести компонент) напряжений в многослойной композитной оболоч-
ке через деформации (0)

KLε  и кривизны нулевого приближения (0)
KLη , а 

также кривизны второго приближения, которые согласно выражени-
ям (60), отображаются через перемещения нулевого приближения 

(0) ,Iu  (0)
3 .u  

Осредненные уравнения равновесия многослойных оболочек. 
Перемещения нулевого приближения (0) ,Iu  (0)

3u  вычисляют с помо-
щью решения осредненной системы уравнений для всей оболочки: 

, , , ,

, , , , 1 2

2 1 ,1 1 2 ,2 2 13 11 1 23 22 1 2

( ) ( ) 0;

( ) ( ) 0;

( ) ( ) 0.

H T H T H T H T

H M H M H M H M H H Q

H Q H Q H H T H H T H H p

β αα α α αβ β α β αβ β α ββ

β αα α α αβ β α β αβ β α ββ α

((  − =

((  − − =

( − − − ∆ =

 

    (72) 

Вывод этих уравнений на основе асимптотической теории пред-
ставлен в работе [24]. В системе уравнений (72) обозначено 

2 .p p∆ = ∆æ  Уравнения совпадают с классическими осредненными 
уравнениями теории оболочек Кирхгофа — Лява и Тимошенко [25], 
но усилия ,IJT  моменты IJM  и перерезывающие сил IQ в оболочке, 
входящие в систему (72), определяются специальным образом, в виде 
асимптотических разложений: 
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(0) (1)

(0) 2 (1)

(1) 2 (2)
3 3

;

;

.

IJ IJ IJ

IJ IJ IJ

I I I

T

M

Q

=< σ ;(  < σ ;(

= < ξσ ;(  < ξσ ;(

= < σ ;(  < σ ;(







æ

æ æ

æ æ

  

                    (73) 

Подставив выражения (27) и (47) для напряжений (0) ,IJσ  (1)
IJσ  

в формулы (73), получаем с точностью до значения порядка малости, 
указанного в формулах (73): 

(0) ;IJ IJKL IJKL KLKLT C B= ε ( η  

(0) ,IJ IJKL IJKL KLKLM B D= ε ( η                               (74) 

где обозначены мембранные жесткости оболочки ,IJKLC  смешанные 

жесткости ,IJKLB  IJKLB  и изгибные жесткости :IJKLD  

(0) (1) ;IJKL IJKL IJKLC C C=< ;(  < ;æ  2 2 (0) ;IJKL IJKLD C= < ξ ;æ  

(0) ;IJKL IJKLB C= < ξ ;æ  (0) 2 (1) .IJKL IJKL IJKLB C C= < ξ > ( < ξ >æ æ       (75) 

От классических выражений для жесткостей тонких оболочек 
выражения (75) отличаются: 1) наличием жесткостей первого поряд-
ка (1)

IJKLC< >æ  и 2 (1) ,IJKLC< ξ >æ  которые обычно малы по сравнению 

с соответствующими жесткостями нулевого порядка (0)
IJKLC< >  и 

(0) ;IJKLC< ξ ;æ  2) слагаемыми 33 3IJ KLC Z  в выражениях (27) для жест-
костей нулевого приближения, учитывающими пуассоновские эф-
фекты. Поправки обоих типов могут вносить изменения в жесткости 
оболочек.  

Вместе с кинематическими соотношениями (44) и (19) (третья 
и четвертая группа уравнений этой системы) уравнения (72) и (74) 
образуют замкнутую систему относительно трех перемещений (0) ,Iu  

(0)
3u  и двух перерезающих сил ,Qα  которые являются функциями 

только двух переменных — продольных координат .qα  После реше-

ния этой системы, например, численными методами, можно найти 
все шесть компонент тензора напряжений как функции уже всех трех 
координат: qα и ,ξ  используя для этого только аналитические явные 

формулы (68)–(70) и не решая при этом никаких дополнительных за-
дач. Полученные выражения (68)–(70) представляют собой асимпто-
тически точные выражения напряжений в общей трехмерной теории 
упругости. 
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Выводы. На основе ранее разработанной асимптотической тео-
рии тонких многослойных моноклинных анизотропных оболочек 
предложен алгоритм получения явных аналитических формул для 
расчета распределения компонент полного тензора напряжений по 
оболочке, в том числе по ее толщине. Решены локальные задачи тео-
рии оболочек первого, второго и третьего приближений, которые 
позволили получить выражения для всех шести компонент тензора 
напряжений в компактной замкнутой форме в виде зависимости от 
деформаций, искривлений срединной поверхности оболочки, а также 
их производных по продольным координатам, которые вычисляют 
с помощью решения осредненных уравнений асимптотической тео-
рии оболочек.  
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Explicit formulas for the calculation of the complete tensor  
of the stresses in the monoclinic thin composite shells  

based on the asymptotic homogenization method 
© Yu.I. Dimitrienko, Е.A. Gubareva, Yu.V. Yurin 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 
   
The article presents the results of further development of the previously proposed by the 
authors’ new asymptotic theory of thin multilayer anisotropic shells.  The theory is con-
structed on the equations of the general three-dimensional theory of elasticity by intro-
ducing small geometric parameter asymptotic expansions without any hypotheses on 
stresses and displacements distribution over the thickness. The case of monoclinic layers 
having at the most 13 independent elastic constants is considered. An algorithm for ob-
taining explicit analytic formulas for the calculation of the complete stress tensor compo-
nent distribution over the shell is proposed. The algorithm is based on solving specific 
local problems of the first, second and third approximations. It allows obtaining expres-
sions for all six components of the stress tensor in a compact closed form, as a function 
of strain, curvature of the middle surface of the shell, as well as their derivatives with re-
spect to the longitudinal coordinates. These formulas allow calculating all stress tensor 
components in the shell without additional tasks, using only the solutions of the averaged 
problem of shell theory. 
 
Keywords: stress tensor, multilayer thin monoclinic shells, composites, the method of as-
ymptotic averaging, asymptotic theory of shells 
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