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Разработана  методика расчета вязкоупругих характеристик  пенопластов при 
установившихся циклических колебаниях, основанная на применении теории 
асимптотического осреднения периодических структур. Сформулированы локаль-
ные задачи вязкоупругости на ячейке периодичности. Методика  позволяет вычис-
лять полный набор компонент тензора комплексных модулей упругости пенопла-
стов в заданном диапазоне частот. Приведен пример численного моделирования 
вязкоупругих характеристик пенопластов, который показал, что вязкоупругие 
свойства пенопластов, характеризуемые тангенсом угла потерь комплексных мо-
дулей упругости, могут иметь многоэкстремальный характер с наличием несколь-
ких критических частот. Приведен пример трехмерного конечно-элементного 
расчета полей тензоров концентрации микронапряжений в стенках пенопласта. 
Для расчетов методом конечных элементов использовалось специализированное 
программное обеспечение, разработанное на кафедре вычислительной математи-
ки и математической физики МГТУ им. Н.Э. Баумана. 
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Введение. Пенопласты широко используются в технике благода-
ря их высокоэффективным характеристикам: относительно высокой 
удельной жесткости при очень малой плотности, относительно низ-
кой стоимости, а  также широким возможностям по технологии при-
менения. Пенопласты применяют в качестве заполнителей трехслой-
ных композитных конструкций [1–3] в авиастроении, машинострое-
нии, судостроении и других отраслях. С использованием пенопластов 
создают конструкции с высокими значениями удельной энергии рас-
сеивания, высокими жесткостными характеристиками и низкой плот-
ностью. Благодаря высоким удельным демпфирующим свойствам 
такие конструкции находят широкое применение в технике. Для про-
ектирования трехслойных конструкций используют методы расчета 
не только упруго-прочностных характеристик пенопластов, но и их 
диссипативных свойств при циклических колебаниях [4–13]. По-
скольку микроструктура пенопластов является существенно трех-
мерной, то точность классических инженерных методов для расчета 
упруго-диссипативных характеристик материалов, например смесе-
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вого метода, оказывается недостаточно высокой. В этих случаях 
необходимо применять методы конечных элементов (МКЭ) микро-
механического анализа, разработанные для  гетерогенных материалов 
и композитов. 

Цель настоящей работы — разработка  методики расчета вязко-
упругих  характеристик пенопластов, основанной на конечно-
элементном решении локальных задач [14] теории вязкоупругости 
при циклическом нагружении [5, 13], которые возникают при исполь-
зовании метода асимптотического осреднения [14–16].  

Задача линейной вязкоупругости при циклических колеба-
ниях. Рассмотрим задачу механики линейно вязкоупругой среды [13] 
при гармонических колебаниях и относительно невысоких частотах, 
когда инерционными силами можно пренебречь: 
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Здесь ∇ — набла-оператор [17]; ∗σ , ∗ε  — комплексные амплитуды 
тензоров напряжений и деформаций;  ∗u — комплексная амплитуда 
вектора перемещений; ∗S — вектор амплитуд внешних усилий на ча-
сти границы 1Σ ; *eu — вектор амплитуд заданных перемещений на 
части границы 2Σ ; n — вектор внешней нормали; 4 *( , )ωC ξ — тензор 
4-го ранга — тензор комплексных модулей упругости, зависящий от  
приведенной частоты колебаний ( )aθω = ω θ ; ( ( ))aθ θ τ  — функция 
температурного сдвига; 1 2,a a  — константы; θ — температура; 

0∆θ = θ − θ ; 0θ  —  начальное значение температуры, 

 4 4 4( ) ( ),∗ ∗ω = − ωC С K       4 4
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( ) ( ) ,ie d
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∗ − ωτω = τ τ∫K K 

                  (2) 

где 4С — тензор модулей упругости; 4 ( )τK  — тензор ядер релакса-
ции. 

Для изотропных вязкоупругих материалов тензор модулей упру-
гости имеет две независимые константы: K — модуль объемного 
сжатия и G — модуль сдвига, тензор ядер релаксации имеет две неза-
висимые функции: ( ),  ( )G KK t K t — ядра объемной и сдвиговой ре-
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лаксации, причем для большинства  твердых сред объемной релакса-
цией можно пренебречь [5, 13].  

Тогда тензоры 4С  и 4 ( )tK  можно представить в следующем  
виде [13]: 

4 2 2 ;
3

K G G = − ⊗ ( ∆  C E E  4 1( ) 2 ( ) ,
3Gt K t  = − ⊗ ( ∆  K E E

  
     (3) 

где ∆  — единичный тензор 4-го ранга; E  — метрический тензор.  
После подстановки соотношений (2) в выражения (1) получаем  
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   Комплексный модуль  сдвига: 
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 Принимаем для функции релаксации ( )GK t  модель экспонен-
циальных ядер [13]: 
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где Aγ , γτ  — вязкоупругие константы материала — спектр 
релаксации и спектр времен релаксации соответственно.  

Тогда для  G∗ — комплексного модуля сдвига в зависимости  от 
приведенной частоты колебаний запишем следующее аналитическое 
выражение:  
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В рамках рассмотренной модели вязкоупругие характеристики 
изотропных материалов характеризуются следующим набором 
констант: ,  ,G K  Aγ , γτ , 1 2,  ,a a  1, ..., mNγ = . Комплексный модуль 

упругости матрицы  E∗  и комплексный коэффициент Пуассона  ∗ν
вычисляют по формулам, формально совпадающим с формулами для 
упругих констант [4, 13]: 
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Метод асимптотического осреднения для вязкоупругих мате-
риалов с периодической структурой. Пенопласты обладают ярко 



Ю.И. Димитриенко, И.Д. Димитриенко, С.В. Сборщиков 

4                                             Инженерный журнал: наука и инновации   # 11·2016 

выраженной микроструктурой, близкой к регулярной, с наличием 
большого числа повторяющихся ячеек — ячеек периодичности (ЯП). 
Для такой периодической структуры можно применить метод асимпто-
тического осреднения [15, 18, 19]. Примем, что ЯП пенопласта состоит 
из двух компонентов: полимерного материала, из которого образованы 
стенки пенопласта, и пустоты (поры), которую будем моделировать 
также твердым веществом с фиктивными упругими характеристиками, 
существенно более низкими, чем соответствующие упругие  характе-
ристики полимера. Пусть на границах раздела SΣ компонентов 
выполняются условия идеального контакта  

        [ ] 0∗ ⋅ =σ n ;  [ ] 0∗ =u ,                                          (9)    

где [  ] — скачок функций. Тогда для композита в целом можно 
сформулировать задачу (6), но тензор комплексных модулей упруго-
сти 4 ∗C  будет зависеть еще и от координат, в качестве которых выбе-
рем локальные координаты ξ  ЯП композита [14, 16, 18, 19], тогда   
4 4 ( , )∗ ∗= ωC C ξ . Введем малый параметр /k l L= , где l — характерный 
размер ЯП, L — глобальный размер конструкции из ПКМ, x  — гло-
бальные координаты, связанные с локальными координатами соотно-
шением / k=ξ x . Функции ( , )∗u x ξ  и 4 4 ( , )∗ ∗= ωC C ξ  будем считать 
периодичными по ξ . Введем также обозначения для производных по x  

и ξ :  i
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e , где ie — векторы базиса. Имеет место 

следующее правило дифференцирования периодических функций: 
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ратор осреднения по ЯП.  
Тогда в соответствии с методом асимптотического осреднения 

представим перемещения ( , )∗u x ξ , напряжения ∗σ  и деформации ∗ε ,  
являющиеся решением задачи (3), в виде асимптотического разложе-
ния по степеням малого параметра k:  

(0) (1) 2 (2)( , ) ( )  ( , ) ( , ) ... .k k∗ ∗ ∗ ∗= ( ( (u x ξ u x u ξ x u ξ x                   (10) 
(0) (1) 2 ...,k k∗ ∗ ∗= ( (ε ε ε

       
(0) (1) 2 ... ,k k∗ ∗ ∗= ( (σ σ σ

 
Подставляя разложения (10) в уравнения системы (1) и собирая в 

каждом уравнении члены при одинаковых степенях малого парамет-
ра k , получаем из условия равенства нулю членов при наименьших 
степенях параметра k  следующую задачу вязкоупругости ЯП: 
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где ( )(0) (0)Т1 ,
2 x x

∗ ∗ ∗= ∇ ⊗ ( ∇ ⊗ε u u (0)[[ ]] 0, ∗ ⋅ =σ n  (1)[[ ]] 0∗ =u — усло-

вия периодичности функций на границах ЯП,  (1) 0∗< ;=u  — условие 
нормировки.  

Вследствие линейности задачи (11) ищем ее решение в компо-
нентной форме в виде следующих сумм:  

 
3

(1)
( )

, 1
;i pqi

p q
u u∗ ∗

=
= ∑   

3
(0)

( )
, 1

;ij pqij
p q

∗ ∗

=
ε = ε∑  

3
(0)

( )
, 1

,ij pqij
p q

∗ ∗

=
p = p∑          (12) 

причем для функций *(1)
( )i pqu  для каждой комбинации индексов (p, q) 

выделяется линейная часть по локальным координатам: 

        ( )( ) ( ) ( ),q p l
i pq pq ip iq i pqu U∗ ∗ ∗= −ε δ ξ ( δ ξ ( ξ                        (13) 
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i
i pqU ξ — искомые комплексно-значные  функции, называемые  

псевдоперемещениями, для которых для каждой комбинации индексов  
(p, q) получаем  следующую  задачу Lpq на ячейке периодичности: 
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где SξΣ — поверхность раздела компонентов в 1/8 ЯП. Кроме того, к 
системе (14) присоединяются условия на координатных плоскостях 

{ 0},s
sΣ = ξ = на торцевых поверхностях ЯП { 1/ 2},s sΣ = ξ =′  s = 1, 2, 3, 

которые запишем следующим образом: 
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где * *
( ) ( )j pq ij pq jS n= p  — компоненты вектора напряжений; jn — ком-

поненты вектора нормали.  
Вычисляя средние значения напряжений по ЯП ( ) ( ) ,ij pq ij pq

∗ ∗p = p

можно найти компоненты эффективного тензора комплексных моду-
лей упругости пенопласта: 

                                        ( ) ,ij pq
ijpq

pq
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который вследствие решения (12) связывает средние по ЯП напряже-
ния *(0)

ijp  и деформации * :pqε   

                           ij ijkl klC∗ ∗ ∗p = ε .                                               (17)        

Тензор амплитуд концентрации  напряжений в пенопласте вы-
числяем по формулам  

                ( )

,
П ,ij pq

ijkl pqkl
pqp q

B
∗

∗ ∗
∗

p
=

ε∑                                      (18)     

где П pqkl
∗  — компоненты тензора эффективных комплексных подат-

ливостей, обратного :ijklC∗  1П ( ) .pqkl ijklC∗ ∗ −=   
Для решения локальных задачи вязкоупругости  Lpq (14), (15) 

применяли МКЭ, алгоритм которого подробно изложен в работе [14]. 
Для решения комплекснозначных систем линейных алгебраических 
уравнений, возникающих в методе МКЭ, использовали метод сопря-
женных градиентов.   

Алгоритм  расчета констант вязкоупругих характеристик пе-
нопласта. Рассмотрим эффективные определяющие соотношения 
вязкоупругости (13) и (15). Считаем, что эффективный тензор ком-
плексных модулей упругости композита 4 ( )∗ ωC   вычислен по этим 

(15) 
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формулам для всех значений частоты ω  в рассматриваемом диапа-
зоне min maxω < ω < ω   .  Предложим алгоритм для восстановления по 
тензор-функции  эффективного тензора ядер релаксации  композита 
4 ( )τK ,  который связан с ним соотношением вида (2): 

   
4 4 4( ) ( ),∗ ∗ω = − ωC С K     4 4

0

( ) ( ) .ie d
(∞

∗ − ωτω = τ τ∫K K 

            (19) 

Сделаем основное предположение, что тензор ядер релаксации 
композита 4 ( )τK  также имеет экспоненциальный вид, как и исход-
ные компоненты композита. Это предположение достаточно обосно-
вано и может быть математически строго показано. Физически это 
предположение обосновано тем, что вязкоупругие процессы в компо-
зите как системные различных компонентов определяются вязко-
упругими свойствами отдельных его компонентов. Для того чтобы 
записать  тензор-функции композита 4 ( )τK  в виде суммы экспонент, 
надо учесть тип анизотропии композита, который получается в ре-
зультате решения локальных задач вязкоупругости и расчета по фор-
мулам (13) и (15).  

Если композит является изотропным материалом с нерелаксиру-
ющим объемом, то тензор 4 ( )τK  имеет вид (5):  
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Эффективное ядро релаксации аппроксимируем суммой экспонент  
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Тогда этой функции будет соответствовать комплексный модуль 
сдвига композита: 
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( ωτ∑


 ,  / /
2

1
.

1 ( )

n A
G γ γ

γγ =

ωτ
=

( ωτ∑




  (22) 

Выберем далее в качестве спектра времен релаксации γτ  совокуп-
ность всех различных времен релаксации всех компонентов композита:  

,γτ  1, ..., ,Mγ =  1 ... NM n n= ( ( . Спектр релаксации композита Aγ  вы-
числяем из условия наилучшей аппроксимации комплексного модуля 
сдвига *

1212 ( ),C ω  определенного численным способом по формулам  
(22) и (13): 
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1212 1212 2
1

( ) .
1 ( )

N A
C C γ∗

γγ =
ω = (

( ωτ∑



                           (23)                                  

Выбирая N значений частот 1, ..., Nω ω   и записывая уравнение (23) 
для этих частот, получаем систему N уравнений  для нахождения  
констант :Aγ  

1
,

N

k kH A Fγ γ
γ =

=∑  

где  2
1 ,

1 ( )k
k

H γ
γ

=
( ω τ 1212 1212( )k kF C C∗= ω −  — коэффициенты.      

Результаты численного моделирования полей  амплитуд 
микронапряжений в пенопласте. В соответствии с разработанной 
методикой  проведено численное решение трехмерных локальных 
задач вязкоупругости для пенопласта. Для МКЭ расчетов применяли 
специализированное программное обеспечение, разработанное в 
НОЦ «СИМПЛЕКС» МГТУ им. Н.Э. Баумана. 

При численных расчетах использовали следующие значения  ха-
рактеристик полимерной матрицы эпоксифенольного типа: 

0,345 ГПа,mG = 0, 45,mν = 1,mn =  1 1 ГПа,A = 1 0,01 с,τ =  

1 220 K,   300 K.a a= =   

Пористость пенопласта 0,9. На рис. 1 представлена геометриче-
ская модель ЯП пенопласта для решения локальных задач вязкоупру-
гости. Сетка содержала 214 523 тетраэдальных четырехузловых ко-
нечных элемента (КЭ).    

 На рис. 2–4 приведены распределения действительных и мнимых 
компонент Re ( , ),ijkl kB ω ξ  Im ( , )ijkl kB ω ξ  тензора концентрации напря-

жений 4 ( , )kω ξB   в ЯП пенопласта  при  частоте колебаний 2 Гц. Расче-
ты показывают, что действительные компоненты тензора концентрации 
напряжений незначительно изменяются с изменением частоты в отли-
чие от мнимых компонент Im ( , ),ijkl kB ω ξ  у которых значения могут 
изменяться достаточно существенно с увеличением частоты ω  колеба-
ний. Так, максимум компонент Im 1212 ( , ),kB ω ξ  Im 2211( , )kB ω ξ  имеет 
наибольшие значения при максимальной рассматриваемой частоте ко-
лебаний, а компонента  Im 1313( , )kB ω ξ  имеет максимум при частоте 
около 15 Гц. 
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Рис. 1. Модель ЯП пенопласта  для расчетов 

 характеристик вязкоупругости 
 

 
Рис. 2. Распределение компонент 1111Im ( , )kB ω ξ (а) и 1111Re ( , )kB ω ξ  (б) тензора 

концентрации напряжений  в ЯП пенопласта при частоте 2 Гц 
 

   

 
Рис. 3. Распределение компонент 1212Im ( , )kB ω ξ  (а) и 1212Re ( , )kB ω ξ (б) 

тензора концентрации напряжений  в ЯП пенопласта при частоте 2 Гц 
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Рис. 4. Распределение компонент 1122Im ( , )kB ω ξ (а) и 1122Re ( , )kB ω ξ (б)  
тензора концентрации напряжений  в ЯП пенопласта при частоте 2 Гц 

 

 
Рис. 5. Функция диссипации энергии ( )pqw∗  (а) и удельная накопленная  энергия 

( )pqψ  (б) пенопласта при сдвиговых колебаниях (задача L13) при частоте 30 Гц 
 

Рис. 6. Функция диссипации энергии ( )pqw∗  (а) и удельная накопленная энергия 

( )pqψ  (б) пенопласта при продольных колебаниях растяжения  (задача L33) при 
частоте 30 Гц 
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На рис. 5, 6 приведены распределения функций диссипации 
(рассеяния) энергии ( )pqw∗  и удельной накопленной энергии ( )pqψ  
пенопласта сред при моногармонических колебаниях, осредненных 
за один цикл колебаний, вычисленные для локальной задачи pqL : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Im(П )(Re( ) Re( ) Im( ) Im( ))
2pq ijkl ij pq kl pq ij pq kl pqw∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ω= p p ( p p ;  (24)    

( ) ( ) ( )Re(П ) Re( ) Re( ),
2pq ijkl ij pq kl pq

∗ ∗ ∗ωψ = p p  

где Пijkl
∗  — тензор упругих податливостей компонентов, обратный 

,ijklC∗   1П ( ) .pqkl ijklC∗ ∗ −=   
Максимальные значения накопленной энергии ( )pqψ  и функции 

рассеивания ( )pqw∗
 достигаются на перемычках пенопластовых зерен, 

в зонах стыка соседних зерен, где реализуются максимальные значе-
ния напряжений ( )Re( )ij pq

∗p . 
Рассчитаны также действительные и мнимые части компонент 

эффективного тензора комплексных модулей упругости: 
Re( ) Im( ),ijkl ijkl ijklС С С∗ ∗ ∗= ( i  а также вычислен тангенс угла потерь для 

каждой отдельной компоненты эффективного тензора комплексных 
модулей упругости:  

Im( ( ))
tg ( ) .

Re( ( ))ijkl

ijkl
С

ijkl

С
С

∗

∗

ω
δ ω =

ω
                                           (25) 

На рис. 7 приведены  сравнительные зависимости тангенса угла 
потерь комплексных модулей упругости 

1313
tg Сδ и 

1111
tg Сδ  пенопласта от 

частоты колебаний, полученные МКЭ по описанной выше методике. 
Расчеты проводили для частоты колебаний в диапазоне 1…103 Гц. 
Частотные зависимости тангенса угла потерь комплексных модулей 
упругости пенопласта типа Rohacell в этом диапазоне характеризуются 
наличием двух локальных максимумов  при 2,7 и 965 Гц. Наибольшие 
значения  тангенса угла потерь соответствуют частоте 965 Гц. 
Сдвиговые диссипативные свойства, характеризуемые 

1313
tg Сδ , выше 

диссипативных свойств пенопласта при растяжении.  
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Рис. 7. Зависимости тангенсов угла потерь комплексного модуля упругости 
 

1111

tg Сδ (а) и 
1313

tg Сδ (б) пенопласта Rohacell от логарифма частоты колебаний (Гц) 

 
Заключение. Разработанная  методика расчета эффективных вяз-

коупругих характеристик композиционных материалов при устано-
вившихся циклических колебаниях, основанная на применении тео-
рии асимптотического осреднения периодических структур и МКЭ 
для решения локальных задач вязкоупругости на ЯП, позволяет вы-
числять полный набор тензора комплексных модулей упругости пе-
нопластов в заданном диапазоне частот.  

Установлено, что частотные зависимости тангенса угла потерь 
комплексных модулей упругости пенопласта типа Rohacell характе-
ризуются наличием двух локальных максимумов при  частоте 
колебаний 2,7 и 965 Гц. Наибольшие значения  тангенса угла потерь 
соответствуют частоте 965 Гц. Сдвиговые диссипативные свойства  
выше диссипативных свойств пенопласта при растяжении.  
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Modeling of viscoelastic foams characteristics 
based on the multiscale finite-element analysis 

© Yu.I. Dimitrienko, I.D. Dimitrienko, S.V. Sborschikov  

 Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 

The purpose of the research was to develop a method for calculating viscoelastic foams 
characteristics at steady cyclical fluctuations. The method is based on the theory of as-
ymptotic averaging of periodic structures. We stated local viscoelasticity problems on the 
periodicity cell. The method developed allows us to calculate a complete set of compo-
nents of the tensor of complex foams moduli of elasticity in a given frequency range. An 
example of a numerical simulation of viscoelastic foams characteristics shows that visco-
elastic foams properties characterized by loss-angle tangent of the complex moduli of 
elasticity can be multiextremal by nature, with the presence of several critical frequen-
cies. Furthermore, we give an example of a three-dimensional finite-element calculation 
of fields of the microstrain concentration tensors in the walls of the foam. For FEM cal-
culations we used specialized software developed at the Department of Computational 
Mathematics and Mathematical Physics of Bauman Moscow State Technical University. 
    
Keywords: viscoelastic characteristics, foam, multiscale modeling, method of asymptotic 
averaging, complex moduli of elasticity, loss-angle tangent, finite-element method, nu-
merical simulation.  
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