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Рассмотрена актуальная задача моделирования напряженно-деформированного 
состояния композиционных оболочек с дефектами. Данная тема является 
перспективной, так как в настоящее время оболочки из композиционных 
материалов часто выступают в качестве элементов различных силовых 
конструкций, а появления дефектов практически невозможно избежать даже на 
стадии изготовления. Предложена математическая модель деформирования 
цилиндрических оболочек из композиционных материалов с дефектами, основанная 
на гипотезе Тимошенко. Рассмотрены дефекты типа непроклея. С помощью 
данной модели описан алгоритм решения задачи о напряженно-деформированном 
состоянии цилиндрической оболочки с дефектами. Для численного решения 
поставленной задачи использовался метод конечных элементов. Представленные 
результаты численного моделирования позволили установить закономерности 
влияния локальных несовершенств структуры на напряженно-деформированное 
состояние цилиндрической оболочки из композиционных материалов с дефектами 
типа непроклея. 
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Введение. В современных силовых конструкциях находят широкое 
применение волокнистые композиционные материалы,  представ-
ляющие собой твердое полимерное связующее, армированное 
высокопрочными и высокожесткими волокнами [1, 2]. Элементы 
конструкций (стержни, пластины, оболочки) из подобных материалов 
имеют требуемые механические свойства при высокой удельной 
прочности и жесткости. Такие элементы конструкций применяются в 
ракетно-космической технике, авиационной промышленности, автомо-
билестроении и в других отраслях [3–6]. Изучение различных свойств 
конструкций, изготовленных из подобных материалов, является 
перспективным направлением.  

Кроме того, изготовленные из композиционных материалов 
изделия существенно легче металлических аналогов, вследствие чего 
в последнее время сформировалась тенденция увеличения габаритов 
таких конструкций. Увеличение размеров изделия и его составных 
элементов непосредственно связано с ростом вероятности появления 
в них технологических дефектов [7–10], существенно влияющих на 
прочностные свойства всего изделия. 
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В настоящее время для решения задач о напряженно-дефор-
мируемом состоянии (НДС) изделия используется метод конечных 
элементов (МКЭ) [11–16]. В данной работе с помощью МКЭ решена 
задача моделирования НДС цилиндрической оболочки из 
композиционного материала с дефектами, рассматриваемой в рамках 
теории Тимошенко [17, 18], под действием равномерного внутреннего 
давления. 

Математическая постановка задачи моделирования НДС 
композиционной оболочки с дефектами. Рассмотрим цилиндри-
ческую оболочку из композиционного материала, находящегося под 
действием равномерного внутреннего давления р (рис. 1). В качестве 
кинематической гипотезы примем гипотезу Тимошенко для 
многослойного пакета [18, 19].  

 

  
Рис. 1. Геометрия цилиндрической оболочки 

 
В качестве координатной поверхности (z = 0) примем среднюю 

поверхность оболочки. Тогда распределение по толщине оболочки 
будем вычислять по формулам 

, , , ,u U z x y w Wα α α= + ϑ α = =                         (1) 

где ,xU yU  — тангенциальные перемещения; W  — прогибы оболоч-
ки; ,x yϑ ϑ  — углы поворота сечений. 

С учетом принятой гипотезы и геометрии рассматриваемой 
оболочки деформационные соотношения примут вид 

, , ,x x x y y y xy xy xyе z е z e zε = + χ ε = + χ ε = + χ                    (2) 

где  

 
;   ;   2 ;   ;   

;   2 ;  ;   .
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U UU W Uе е е
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∂ ∂∂ ∂ ∂ϑ= = + = + χ =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (3)
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В соотношениях (3) ,  ,  x y xye e e  — деформации растяжения-
сжатия и сдвига срединной поверхности оболочки; ,  ,  x y xyχ χ χ  — 
деформации изгиба и кручения. 

Для краткости записи деформационные соотношения (3) запишем 
в матричном виде: 

е Lu= .                                                   (4) 
Здесь т  2    2   ,х y хy х y хy x ye е е е= χ χ χ ϑ ϑ    т    ,x y x yu W U U= ϑ ϑ     
где L  — матрица дифференциального оператора, полученная из со-
отношений (3). 

Определяющие соотношения для модели оболочек Тимошенко 
имеют вид  

( )3 ,   , ;С е С е X С С x yαα αα α αβ β αα α αβ βσ = + + χ + χ α =           (5) 
3

66 66 44 552 2 , 2 , 2 .xy xy xy y y x xC e X C C Cσ = + χ τ = ϑ τ = ϑ  
где αβσ  — компоненты тензора напряжений.  

Запишем соотношения упругости для внутренних погонных си-
ловых факторов: 

11 12 22 21

66 55 44

11 12 22 21

66

;  ;

2 ; 2 ;  2 ;
;  ;

2 ,

x xx yy y yy xx

xy xy x x y y
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Т С е С е Т С е С е

Т C e Q C Q C
M D D M D D
M D

= + = +

= = γ = γ
= χ + χ = χ + χ
= χ

                  (6) 

где  Тαβ  — погонные усилия; Mαβ  — моменты; Qα — перерезываю-
щие силы. 

Запишем определяющие соотношения в матричном виде: 
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или  
,T De=  
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где С hСαβ αβ=  — мембранные жесткости; 
3

12
hD Сαβ αβ=  — изгибные 

жесткости.  Вычислим  Сαβ  по следующим формулам: 

1 2
11 22 12 21 11

12 21 12 21
3

12
66 12 55 13 44 23 66

3 3

11 11 22 22 12 21 11

;  ;  ;  
1 1

; ;  ;  ;
12

 ;  ;  ;
12 12

Е h Е hC C C C

G hC G h C G h C G h D

h hD C D C D D

= = = µ
− µ µ − µ µ

= = = =

= = = µ

                 (8) 

где 12 23 13, ,G G G  — модули поперечного сдвига. 
Вариационная постановка задачи статики. Используем вариа-

ционную постановку задачи в перемещениях на основе принципа Ла-
гранжа [20–25]. Это позволит не выписывать явно уравнения сов-
местности деформаций, которые выполняются тождественно.  

Разность энергии деформаций и работы внешних сил с учетом 
выражения деформаций через перемещения (4) дает минимизируе-
мый функционал потенциальной энергии, в котором учтены статиче-
ские граничные условия (в данной работе в качестве граничных 
условий принято жесткое закрепление торцев оболочки, что приво-
дит к соотношениям 0; 0; 0, 1,2) :U Wα α::  ϑ : α :  

( ) ( )тт т т1 1П .
2 2

p p

p p
S S S S

e DedV u pdS Lu D Lu dV u pdS= − = −∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫  (9) 

Минимум функционала необходимо 
отыскивать в пространстве кинематиче-
ски допустимых полей. Окончательно, с 
учетом принятых гипотез при кинемати-
ческих условиях, определяемых схемой 
закрепления, задача сводится к миними-
зации функционала вида 

( )minП min .W A→ −          (10) 

Ее приближенное решение может 
быть получено путем дискретизации мо-
дели. 

Квадратичный двухмерный ко-
нечный элемент. Для численного реше-
ния задачи разобьем оболочку на конеч-
ные элементы (рис. 2).  

 
Рис. 2. Разбиение цилиндри-
ческой оболочки на треуголь- 
    ные конечные элементы  
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В качестве конечного элемента 
принят шестиузловой треугольник. Его 
конечно-элементная аппроксимация 
представлена на рис. 3. 

Для конечного элемента с помо-
щью естественных координат были вы-
числены функции формы: 

( )
( )

( )

1 1 1 4 2 3

2 1 2 5 3 3

3 2 2 6 1 3

2 1 ; 4 ;

4 ; 2 1 ;

2 1 ; 4 .

N L L N L L

N L L N L L

N L L N L L

= − =

= = −

= − =

                                 

(11) 

Связь деформаций координатной поверхности с узловыми 
перемещениями. Выразим перемещения в произвольной точке через 
перемещения узлов конечного элемента (три линейных и два угла 
поворота нормали): 

[ ]
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6

,
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y
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 = =  δ   ϑ   δ ϑ    δ 

                    (12)   

где 1 2, , W , ,i i i i xi yiU U δ = ϑ ϑ  — перемещения i -го узла; N  — блоч-
ная матрица функций форм. 

При этом 
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                       (13) 

С учетом перемещений (12) связь деформаций координатной по-
верхности с узловыми перемещениями имеет вид 

,e B= δ                                                         (14) 

где B  — матрица производных от функций форм, .B LN=  

 
 

Рис. 3.  Расположение узлов в 
треугольном элементе с квад- 
    ратичной аппроксимацией 
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Подставляя полученные аппроксимации в функционал (9), полу-
чаем 

( ) ( ) ( ) т ( ) т ( )1П δ δ δ ,
2

e e e e eW A K P= − = −                     (15) 

где 
( )

( ) т

e

e

S

K B DBdS= ∫  — матрица жесткости элемента; 
( )

( ) т

e
p

e

S

P N pdS= ∫  — 

вектор узловых сил. 
Суммируя по элементам матрицу и вектор, получаем глобальную 

матрицу жесткости и вектор. Минимизируя потенциальную энергию, 
переходим к системе линейных алгебраических уравнений: 

δK Q= ,                                              (16) 

решая которую,  находим перемещения узлов.  
Определение деформаций и напряжений. Для определения 

деформаций и напряжений вычислим перемещения в точке M, 
соответствующей середине конечного элемента: 

( ) N( ) .u M M= δ                                            (17) 

Затем вычисляем обобщенные деформации в точке М, используя 
формулы (3): 

( ) ( ) ( ) N( ) ( ) .e M L M u L M M B M= = δ = δ                         (18) 

При численной реализации матрицу ( )B M  необходимо сформиро-
вать при обработке конечного элемента. 

Для вычисления усилий в центре конечного элемента необходи-
мо умножить деформации на матрицу коэффициентов приведенных 
жесткостных характеристик (7): 

T( ) ( ) .M De DB M= = δ                                           (19) 

Далее можно вычислить напряжения, используя формулы (5). 
Математическое моделирование дефекта оболочки. При 

изготовлении оболочек невозможно избежать появления начальных 
расслоений и непроклеев. Данные виды дефектов моделируются изме-
нением упругих характеристик материала, определяемых формулами (8). 

В представленной работе исследовали дефекты типа непроклея 
прямоугольной формы, характеризуемые уменьшением жесткостных 
характеристик материала в зоне дефекта в 4 и 9 раз [5]. Рассмат-
ривались дефекты, которые или примыкают к краю оболочки, или 
находятся на ее середине (рис. 4). 
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Рис. 4. Расположение дефектов в оболочке 

 
Результаты численного моделирования НДС оболочки. Для 

численной реализации рассмотрели цилиндрическую оболочку дли-
ной 2 м, радиусом 1 м и толщиной 0,0015 м. Композиционный мате-
риал, из которого изготовлена оболочка, имеет следующие характе-
ристики: Е1 = Е2 = 200 ГПа; µ12 = µ21 = 0,3; G12 = G23 = G13 = 76,9 ГПа. 
Оболочка жестко закреплена с обоих концов и находится под равно-
мерным внутренним давлении р = 0,1 МПа. 

Для оценки достоверности результатов, полученных с помощью 
модели, описанной выше, сравним некоторые расчеты с аналитиче-
скими. Согласно работе [17], максимальный прогиб срединной по-
верхности оболочки можно рассчитать по формуле 

max 0 03
1 ( ),

2
W M Q

H
= − β (

β
                             (20) 

где 0 22
pM = −
β

 — изгибающий момент; 0
pQ = −
β

 — перерезываю-

щая сила. 
Коэффициенты β  и H  определяли по формулам: 

3

212(1 )
EhH =

− µ
;   4

2 .
4

Eh
R H

β =                                (21)   

После подстановки в формулу (20) исходных данных и формул 
(21) получили: 

4
max 3,2 10 м.W −= ⋅  

Результаты, полученные при численном решении этой задачи, 
представлены на рис. 5. 

 

  
Рис. 5. Распределение прогибов по длине оболочки 
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Также был проведен расчет напряжений по безмоментной теории 
для оболочки с исходными параметрами, но не имеющей закрепле-
ний на торцах, в соответствии с работами [17, 18, 22]:  

76,7 10yy
pR
h

p = = ⋅ Па. 

При численном решении данной задачи получены результаты, 
представленные на рис. 6. 

 

 
 

Рис. 6. Распределение окружных 
напряжений в оболочке со сво- 
             бодными концами 

 
В соответствии с представленными на рис. 5 и 6 данными в обоих 

случаях результаты численных решений довольно близки по значе-
ниям к результатам, полученным при аналитических решениях. От-
носительная погрешность не превышает 7 %. Это доказывает, что 
разработанная модель и алгоритм работают верно. 

Также проведено параметрическое исследование зависимости 
НДС оболочки от размера, физико-механических свойств дефекта и 
его расположения в оболочке. 

На рис. 7–10 представлены результаты численного моделирова-
ния НДС цилиндрической оболочки с дефектами.  

Исходя из данных рис. 7–10 можно сделать вывод, что при оди-
наковых параметрах дефекта материал деформируется сильнее, если 
дефект примыкает к торцу оболочки. 

  

 
Рис. 7.  Зависимость прогибов (а) и окружных напряжений (б) от размера дефекта, 

примыкающего к торцу оболочки: 
1 — без дефекта; 2–4 — Sоб/Sдеф равно 784, 392 и 31 соответственно 
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Рис.  8.  Зависимость прогибов (а) и окружных напряжений (б) от характера изме-

нений жесткостных характеристик дефекта, примыкающего к торцу оболочки: 
1 — без дефекта; 2, 3 — уменьшение жесткостных характеристик дефекта в 4 и 9 раз соот-

ветственно 
 

 
Рис. 9.  Зависимость прогибов (а) и окружных напряжений (б) от размера дефекта, 

располагающегося по середине оболочки: 
1–4 — см. рис. 7 

  

 
Рис. 10. Зависимость прогибов (а) и окружных напряжений (б) от характера изме-
нений жесткостных параметров дефекта, располагающегося по середине оболочки: 

1–3 — см. рис. 8: 
 
Уменьшение жесткостных свойств в зоне дефекта ведет к более 

быстрому разрушению материала, чем при увеличении размера де-
фекта. Численное моделирование показало, что уменьшение жест-
костных характеристик в 9 раз приводит к существенному увеличе-
нию локальных прогибов и окружных напряжений более чем в 8 раз.   

Заключение. Разработана математическая модель расчета НДС 
цилиндрических оболочек типа Тимошенко. Представлен алгоритм 
поставленной задачи на основе метода конечных элементов и прове-
дено численное моделирование дефектов типа непроклея. Относи-
тельная погрешность результатов сравнения численного моделирова-
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ния НДС композиционных оболочек, имеющих дефекты, с аналити-
ческим решением не превысила 7 %. Проведено параметрическое ис-
следование влияния размера, физико-механических характеристик и 
расположения дефекта на НДС оболочки. 

Разработанная математическая модель и ее численная реализация 
могут быть использованы для дальнейших исследований НДС ком-
позиционной оболочки с дефектами. 
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Simulation of stress-strain state  
of defected composite shells 

© Yu.V. Zakharova, L.G. Lokhmatova 

 Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 

The paper examines an important problem of modeling the stress-strain state of the 
defected composite shells. The issue is a promising one because presently shells made of 
composite materials often serve as elements of different bearing constructions and it is often 
impossible to avoid defects even at the manufacturing stage. We propose a mathematical 
model of deformation of defected cylindrical shells made of composite materials. The model is 
based on Timoshenko hypothesis.  We examined defects of disbond type and with the help of 
this model we described an algorithm for solving the problem of stress-strain state of defected 
cylindrical shells. For the numerical solution of the problem we used the finite element 
method. The presented results of numerical simulations have established patterns of influence 
of local imperfections in the structure on the stress-strain state of cylindrical shell made of 
composite materials with defects such as disbonds. 
    
Keywords:  stress-strain state, cylindrical shell, composite materials, Timoshenko shell 
model, disbonds.  
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