
УДК 519.622.1

С. С. Ф и л и п п о в, А. В. Т ы г л и я н

ABC-СХЕМЫ ДЛЯ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ
ЖЕСТКИХ СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассматриваются новые одношаговые линейно неявные методы
интегрирования жестких систем обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений. В отличие от методов типа Розенброка в формулы
ABC-схем входит не только матрица Якоби системы дифференци-
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ABC-схемы являются численными методами, предназначенными
для решения задачи Коши для жестких систем обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений

y′(x) = f(y(x)), y(x0) = y0 (1)

Одностадийные ABC-схемы задаются формулой
(
I + Ahfy +Bh

2f 2y
)
(y1(h)− y0) = (I + Chfy) hf. (2)

Здесь y1(h) — искомое численное решение на одном шаге интегриро-
вания длины h, а A, B и C — коэффициенты, определяющие метод
(и его название), y и f — n-мерные вектор-функции, fy — матри-
ца Якоби системы дифференциальных уравнений (1), I — единич-
ная матрица; отметим, что f , fy, . . . (без аргументов) всюду означают
f(y0), fy(y0), . . ..

Для одностадийных ABC-схем (2) справедливы следующие утвер-
ждения [1], легко доказываемые стандартными способами [2, 3].

Теорема 1. При любых вещественных A, B, C порядок аппрокси-
мации методов (2) не ниже первого.

Теорема 2. Методы (2) имеют порядок 2, если и только если
C = A + 1/2. При этом главный член ошибки метода равен y(x0 +
+ h)− y1(h) =

(
h3/3!

) (
fyyff + σf

2
y f
)
, где

σ = 1 + 3A+ 6B,

fyyff =
n∑

j,k=1

∂2fi

∂yj∂yk
fjfk, i = 1, . . . , n. (3)

Теорема 3. Функция устойчивости метода (2) имеет вид

R(z) =
1 + (1 + A)z + (B + C)z2

1 + Az +Bz2
.

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2012 161



Теорема 4. Методы второго порядка A-устойчивы тогда и только
тогда, когда

A 6 −
1

2
, B > −

A

2
−
1

4
.

Теорема 5. Для L-устойчивости методов второго порядка необ-
ходимо и достаточно, чтобы B = −A− 1/2 > 0.

Кроме того, для линейных систем (1) с постоянными коэффициен-
тами получены следующие результаты.

Теорема 6. Для того чтобы ABC-схемы (2) аппроксимировали ли-
нейную автономную систему с порядком 3, необходимо и достаточно,
чтобы B = −A/2− 1/6, A 6 −1/2. Такие методы образуют однопа-
раметрическое семейство
[
I + Ahfy − (A+ 1/3)(h

2f 2y /2)
]
(y1 − y0) = hf + (A+ 1/2)h

2fyf (4)

с главным членом ошибки

y(x0 + h)− y1 = (h
4/4!)(1 + 2A)f 3y f

и функцией устойчивости

R(z) =
1 + (1 + A)z + (A/2 + 1/3)z2

1 + Az − (A/2 + 1/6)z2
.

Эти методы A-устойчивы при A 6 −1/2, а при A = −2/3 такой
метод L-устойчив; при A = −1/2 метод (4) аппроксимирует решение
линейной автономной системы с порядком 4.

Замечание 1. Для возведения в квадрат заполненной матрицы fy
требуется n3 мультипликативных операций, и еще n3/3 операций для
LU-разложения матрицы в левой части уравнения (2). Но если эту
последнюю матрицу разложить на линейные множители, то возво-
дить fy в квадрат не надо, и число затрачиваемых на линейную ал-
гебру действий сократится вдвое. Количество действий уменьшится
еще примерно в два раза, если ограничиться однопараметрическим
семейством ABC-схем, у которых B = A2/4.

На рис. 1 заштрихованной области A принадлежат те значения
коэффициентов (A,B), которые принадлежат A-устойчивым методам
второго порядка (теорема 4); прямая L соответствует L-устойчивым
методам (теорема 5); штриховая прямая p = 3 представляет однопара-
метрическое семейство методов из Теоремы 6; пунктирная парабола
B = A2/4 показывает семейство наиболее экономичных ABC-схем из
замечания 1.

Более детальное исследование одностадийных ABC-схем можно
найти в работе [4], где приведены также результаты, полученные для
случая неавтономных систем дифференциальных уравнений и резуль-
таты численных экспериментов, в которых проводилось сравнение с
некоторыми известными методами.
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Рис. 1. A-устойчивые одностадийные ABC-схемы

Примеры одностадийных ABC-схем. На рис. 1 приведенные ни-
же примеры представлены кружками с соответствующими номерами.

Пример 1. При A = −1, B = C = 0 имеем L-устойчивый метод
порядка 1 (линеаризованный неявный метод Эйлера).

Пример 2. При A = −1/2, B = C = 0 получим A-устойчивый
метод порядка 2 (линеаризованное неявное правило средней точки),
для которого в формуле (3) σ = −1/2.

Пример 3. При A = −1, B = −C = 1/2 имеем L-устойчивый
метод второго порядка [4]

[

I − hfy +
h2

2
f 2y

]

(y1 − y0) = hf −
h2

2
fyf. (5)

При этом в формуле (3) σ = −1, а функция устойчивости имеет вид

R(z) =
1

1− z + z2/2
.

Отметим, что ABC-схема (5) эквивалентна одностадийному методу
Розенброка с комплексным коэффициентом [5].

Пример 4. Выбор A = −2/3, B = −C = 1/6 дает L-устойчивый
метод второго порядка

[

I −
2h

3
fy +

h2

6
f 2y

]

(y1 − y0) = hf −
h2

6
fyf,

принадлежащий к семейству (4) методов, которые аппроксимируют
решения линейных автономных систем с порядком 3, так что в фор-
муле (3) σ = 0; функция устойчивости этого метода определяется
формулой

R(z) =
1 + z/3

1− 2z/3 + z2/6
.

Пример 5. Выбор A = −1/2, B = 1/12, C = 0 (σ = 0) приво-
дит к упомянутому в конце теоремы 6 A-устойчивому методу второго
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порядка [

I −
h

2
fy +

h2

12
f 2y

]

(y1 − y0) = hf,

принадлежащему к семейству (4) и аппроксимирующему решения ли-
нейных автономных систем с порядком 4. Его функция устойчивости
имеет вид

R(z) =
1 + z/2 + z2/12

1− z/2 + z2/12
.

Многостадийные ABC-схемы. Эти методы определяются следу-
ющими формулами:

(
I + Aihfy +Bih

2f 2y
)
(ui(h)− y0) = (αiI + Cihfy)hf(ui−1),

i = 1, . . . , s, u0(h) = y0, (6)

y1(h) =
s∑

i=1

βiui(h),
s∑

i=1

βi = 1. (7)

Здесь s — число стадий метода, Ai, Bi, Ci, αi, βi — определяющие
метод коэффициенты, а остальные обозначения такие же, как в (2).

Теорема 7. Функция устойчивости многостадийной ABC-схемы
определяется по формуле

R(z) =
s∑

i=1

βiRi(z),

которая вычисляется с помощью рекурсии

Ri(z) = 1 +
Pi(z)

Qi(z)
Ri−1(z), i = 1, . . . , s,

R0(z) = 1, Pi(z) = αiz + Ciz
2, Qi(z) = 1 + Aiz +Biz

2

Доказательство получается непосредственно применением фор-
мул (6) и (7) к тесту Далквиста y′ = λy, y(x0) = y0.

Замечание 2. Высказанные в замечании 1 соображения о повы-
шении экономичности ABC-схем в еще большей степени актуальны в
случае многостадийных ABC-схем. Поэтому основной интерес пред-
ставляют схемы, в которых для всех стадий коэффициенты Ai и Bi
одинаковы и B = A2/4.

Примеры двухстадийных ABC-схем. Так как исследовать много-
стадийные ABC-схемы значительно сложнее, чем одностадийные, мы
приведем здесь лишь пару примеров двухстадийных схем.

Пример 1. При выборе A1 = A2 = A, B1 = B2 = A2/4 и
α1 = α2 = 1, β1 = 2/3, β2 = 1/3 получаем однопараметрическое
семейство методов третьего порядка с параметром A; при этом

C1 = −
3

4
A2 +

1

2
A, C2 =

3

2
A2 + 2A+

1

2
.
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Функция устойчивости при z →∞ принимает вид

R(∞) = −5 +
4

A2
+
4

3A3
.

Эти методы A-устойчивы в интервале значений −0,743 6 A 6 −0,394,
а L-устойчивые методы получаются при A = −0,590 и A = −0,439.

Пример 2. Снова положим A1 = A2 = A, B1 = B2 = A2/4, но те-
перь возьмем другие значения коэффициентов: α1 = 4/3, α2 = 12/25,
β1 = 39/64, β2 = 25/64. В этом случае тоже получается однопараме-
трическое семейство методов третьего порядка с параметром A, но на
этот раз

C1 = −
2

5
A2 +

14

15
A+

4

15
, C2 =

78

125
A2 +

138

125
A+

28

125
.

Функция устойчивости при z →∞ принимает вид

R(∞) = −0,56 +
4,88

A
+
7,921

A2
+
3,147

A3
+
0,3734

A4
.

Эти методы A-устойчивы приблизительно в интервале значений

−1,354 6 A 6 −0,702,

а L-устойчивый метод получается при A = −0,913.
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