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Исследована динамика цилиндрического резонатора волнового твердотельного 
гироскопа с электромагнитной системой управления, позволяющей по сравнению с 
электростатической системой управления сокращать время готовности прибора 
к работе. Построена математическая модель, описывающая колебания резона-
тора и электромагнитные процессы системы возбуждения колебаний во взаимо-
связанной форме. Показано, что при использовании позиционного возбуждения 
появляется сопутствующее ему параметрическое возбуждение колебаний. Рас-
смотрен случай комбинированного возбуждения колебаний в результате одновре-
менного действия вынужденного позиционного возбуждения и сопутствующего 
ему параметрического возбуждения колебаний. С помощью варианта метода 
расщепления неавтономных систем дифференциальных уравнений с периодиче-
скими матрицами и критерия устойчивости Льенара — Шипара получено условие 
асимптотической устойчивости стационарных колебаний резонатора гироскопа. 
Построены области асимптотической устойчивости стационарных колебаний 
резонатора гироскопа в пространстве параметров системы. 
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Введение. В настоящее время волновой твердотельный гироскоп 
(ВТГ) является одним из перспективных датчиков инерциальной ин-
формации, применяемых в навигационных системах движущихся 
объектов, в том числе космических аппаратов [1–3]. В основе функ-
ционирования ВТГ лежит физический принцип, заключающийся в 
инерционных свойствах упругих волн колебаний в осесимметричном 
теле [4]. Достоинством ВТГ с цилиндрическим резонатором является 
относительная простота конструкции.  

Наличие затухания колебаний резонатора гироскопа приводит к 
необходимости их поддержания внешними силами. Однако для 
управления колебаниями резонатора используются не только элек-
тростатические, пьезоэлектрические, индукционные, но и электро-
магнитные системы управления [5–13]. Выбор типа системы управ-
ления прибора зависит от требований, предъявляемых к нему. При-
менение электромагнитных датчиков позволяет сократить время 
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готовности гироскопа к работе и увеличить диапазон изменения ча-
стот при балансировке. Это обусловлено тем, что силы притяжения 
электромагнитов больше, чем у электростатических датчиков. В дан-
ной работе рассмотрено позиционное возбуждение колебаний ци-
линдрического резонатора с помощью силового электромагнитного 
контура, образованного неподвижными катушками, магнитопрово-
дом и резонатором из магнитомягкого материала. При этом на ка-
тушки электромагнитов кроме постоянного опорного напряжения 
подается еще и переменное, вызывающее не только позиционное, но 
и параметрическое возбуждение колебаний.  

Для исследования устойчивости стационарных колебаний предла-
гается использовать вариант метода расщепления [14, 15] регулярно 
возмущенных систем дифференциальных уравнений с периодически-
ми матрицами, позволяющий получить почти постоянную матрицу 
системы. В работе [9] при исследовании устойчивости стационарных 
колебаний цилиндрического резонатора с электростатической систе-
мой управления использовался более трудоемкий метод усреднения 
Крылова — Боголюбова.  

Целью работы являются построение математической модели ги-
роскопа с цилиндрическим резонатором, описывающей электромаг-
нитные и механические колебания во взаимосвязанной форме, и 
применение метода расщепления к исследованию устойчивости 
стационарных колебаний резонатора при параметрическом возбуж-
дении, сопутствующем позиционному возбуждению колебаний.  

Уравнения малых вынужденных колебаний резонатора. Рас-
смотрим тонкий упругий цилиндрический резонатор (рис. 1) толщи-
ной h, радиусом R и высотой H, один край которого свободен,  

 

Рис. 1. Конструкция ВТГ: 
а — вид сбоку (разрез); б — вид сверху 
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а другой жестко прикреплен к подвижному основанию. Колебания 
резонатора 1 на основании 2 возбуждаются и измеряются системой 
из 16n   электромагнитов с катушками K1, …, K16. Магнитный по-
ток, создаваемый электромагнитом, проходит по магнитопроводу 3, 
основанию, резонатору и замыкается через зазор 4.  

С основанием прибора свяжем ортогональную систему коорди-
нат ,Oxyz  ось z  направим по оси симметрии резонатора. Предпо-
ложим, что резонатор вращается вокруг своей оси симметрии z  с 
угловой скоростью ,  которую в дальнейшем будем считать малой 

по сравнению с собственной частотой  колебаний резонатора. В 
качестве криволинейных координат примем нормализованную (от-
несенную к радиусу резонатора) длину образующей ,  

10 / ,H R      и угол в окружном направлении ,  .       
При работе гироскопа используется вторая основная форма коле-

баний консольно закрепленного на основании тонкого цилиндриче-
ского резонатора, радиальная составляющая которой, согласно рабо-
те [16], может быть записана в следующем виде: 

  * *( ) 4 ( ) ( ) cos 2 4 ( ) ( )sin 2 ,w t f t g t         (1) 

где ( )   — функция второй основной формы колебаний; 

*4 ( ) ( ),f t    *4 ( ) ( )g t   — зависящие от времени обобщенные ко-
ординаты основной формы колебаний, равные радиальному смеще-
нию резонатора в двух фиксированных точках, отстоящих одна от 
другой под углом 45°. 

Кинетическая энергия резонатора определяется формулой  

  2 2
* * * * * * *

1
( ) 2 ( ) ,

2
       

  T m f g g f f g   (2) 

где 2 2 2

0

( ( )) 20 ( )pm hR d

           — приведенная масса резо-

натора, соответствующая второй гармонике колебаний; * 16 h     

2 2

0

( )pR d


     [16].  

Потенциальная энергия деформации резонатора  

   2 2
* *

1
П ,

2
c f g   (3) 

где c  — приведенная жесткость резонатора [16]. Внутреннее трение 
в системе опишем с помощью модели Кельвина — Фогта. Введем 
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диссипативную функцию Рэлея     2 2
2 2* / 2,c f g    где *c  — ко-

эффициент демпфирования колебаний.  
Для составления дифференциальных уравнений движения элек-

тромеханической системы применим методику, предложенную в ра-
боте [17]. При вычислении магнитной энергии n электромагнитов 
предположим, что зазоры сердечников малы по сравнению с их ли-
нейными размерами. Тогда магнитное поле можно считать однород-
ным и пренебречь краевыми эффектами. Поля рассеяния вне магни-
топровода, резонатора и зазоров не учитываем. Считая, что магнит-
ная проницаемость магнитопровода, резонатора и основания велика, 
будем пренебрегать их магнитным сопротивлением. При сделанных 
допущениях энергия магнитного поля n  электромагнитов определя-
ется выражением 

  
2

2
0

1 1

1 1
,

2 2 1 /

n n
j

j j
j j j

i
W L i L

w d 
 


  

  (4) 

где jL  — индуктивность; ji  — ток j-го электромагнита, 1, ..., ;j n  
2

0 0 /L SN d   — индуктивность электромагнита при недеформиро-

ванном резонаторе; 7
0 4 10 Гн/м     — магнитная проницаемость 

вакуума; S — площадь полюса; N — число витков обмотки; d — за-
зор при недеформированном резонаторе; 1 *4 ( ) cos 2j jw f       

1 *4 ( ) sin 2 jg     — смещение резонатора в радиальном направлении 

j-го электромагнита вблизи свободной кромки резонатора; 
 2 1 /j j n     — угол между осью отсчета и осью j-го электро-

магнита. 
С учетом соотношений (2)–(4) найдем выражение для функции 

Лагранжа электромеханической системы:  

 2 2
* * * * * * *

1
( ) 2 ( )

2
          T W m f g g f f g  

 
2

2 2 0
* *

1

1
.

2 2 1 /
  


 
n

j

j j

iL
c f g

w d
 

Используя формализм Лагранжа, получаем следующие уравнения 
динамики резонатора:  
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
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     
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

  (5) 

где /(1 / )j j jI i w d    — функция, зависящая от тока ji  и перемеще-

ния резонатора в направлении j-го электромагнита; * / ;m    

* / .c m   Предполагаем, что собственные частоты резонатора по вто-
рой основной собственной форме колебаний совмещены и поэтому 
балансировки резонатора не требуется.  

Напряжение jU  подается на обмотку j-й катушки с сопротивле-

нием обм, jR  и добавочное сопротивление доб, ,jR  соединенное после-

довательно с катушкой. Для определения токов, протекающих через 
катушки, составим уравнения электрических цепей:  

  ,j
j j j

d
R i U

dt


      1, ..., ,j n   (6) 

где ;j j jL i   обм, доб, .j j jR R R    

Уравнения (6) запишем в виде 

  0 (1 / ) ,j j j j jL I R w d I U        1, ..., .j n   (7) 

Системы дифференциальных уравнений (5) и (7) описывают ди-
намику гироскопа с учетом электрических процессов, обусловленных 
наличием электромагнитов. 

Вводя безразмерное время t    и относительные перемещения  
/ cos 2 sin 2 ,j j j jw w d f g      где 1 *4 ( ) /ff d     и g   

 1 *4 ( ) /g d    — безразмерные обобщенные координаты основной 

формы колебаний, получаем из уравнений (7)  

  (1 ) / .j j j j j jI w I U R      (8) 

Здесь 0 /j jL R    — малый параметр. В уравнении (8) и далее точ-

кой обозначено дифференцирование по безразмерному времени .   
Уравнения (8) являются сингулярно возмущенными дифферен-

циальными уравненями с малым параметром j  (~10–2, подбирают с 

помощью добавочного сопротивления доб, ).jR  Поэтому, обнуляя ма-

лый параметр в уравнениях (8), получаем нулевое приближение к 
решению:  
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  .
(1 )

j
j

j j

U
I

R w



 (9) 

Рассмотрим работу ВТГ с 16 управляющими электромагнитами. 
В режиме вынужденных колебаний с помощью электромагнитов со-
здается переменное во времени силовое поле, неизменно ориентиро-
ванное относительно основания гироскопа. На электромагниты 
напряжение подается следующим образом:   

  
1 9 0 0 5 13 0 0

2
0

(1 cos ); (1 cos );

1 0,5 , 2, 3, 4, 6, 7, 8,10,11,12,14,15,16,

       

  j

U U U u t U U U u t

U U u j
 (10) 

где jU  — напряжение обмотки катушки j-го электромагнита; 0U  — 

постоянное опорное напряжение; u — нормализованная амплитуда 
напряжения для возбуждения второй основной моды колебаний ре-
зонатора; 0  — частота внешнего гармонического возбуждения ко-
лебаний резонатора. 

Подставим jU  в выражение (9), jI  — в уравнение (5), в котором 

вводим безразмерное время ,t    и получим уравнения динамики 
резонатора: 

  

2 2

2

(2 ) cos 0,5 cos 2 ,

(2 ) ,

             

       

  

  

f f f g u f u u f

g g g f u g

 (11)  

где 2 2 2 2 2
1 0 0128 ( ) /( )U L md R      — безразмерный коэффициент, 

характеризующий малость электрических сил, действующих на резо-
натор;  — безразмерная угловая скорость;  — безразмерный коэф-
фициент демпфирования колебаний.  

В случае мягкого резонансного возбуждения 0 / 1         

(  — относительная частотная настройка между частотой возбужде-

ния 0  и характерной частотой резонатора ).  Точкой обозначено 

дифференцирование по безразмерному времени .   

Пренебрегаем в уравнении (11) слагаемыми 2(2 )u f   и 
2(2 ) ,u g   которые указывают на незначительное уменьшение харак-

терной частоты колебаний. Обозначаем малый параметр     и за-



Устойчивость стационарных колебаний цилиндрического резонатора гироскопа… 

Инженерный журнал: наука и инновации   # 5 2016   7 

писываем уравнения движения резонатора (11) в виде регулярно воз-

мущенных уравнений, вводя /     и 2 / :u      

  
 
 

0,5 cos 2 cos ;

.

f f f g f u

g g g f

           

     

  

 
 (12) 

Полученные уравнения (12) описывают случай комбинирован-
ного возбуждения. Слагаемое, содержащее cos ,u   характеризует 

позиционное возбуждение резонатора, слагаемое, содержащее 
0,5 cos 2 ,f   — параметрическое возбуждение.  

Устойчивость стационарных колебаний резонатора. Заменой 

переменных 1 ,x f  2 ,x f   3 ,x g  4x g   сводим уравнения (12) к 

системе дифференциальных уравнений 

   0 1( ) ,x A A x F      (13) 

где  

0

0 1 0 0

1 0 0 0
;

0 0 0 1

0 0 1 0

A

 
  
 
 

 

   1
cos 2

0 0 0 0

1 0
,

0 0 0 0

0 0 1

 

 
   
 
 

  

A  
cos

0

.
0

0

u
F

 

 
 
 
 
 
 


   

Вводя частотную настройку ,    т. е. 1 ,     используя, 

согласно [14], 2-периодическую замену 0
0

 x S e z  в уравнени-

ях (13), где 0:S  1
0 0 0 0 diag{ , , , },S A S i i i i       и усредняя по перио-

ду параметрического возбуждения, приходим к системе уравнений с 
почти постоянной матрицей: 

   1 ( ) .z C G z F         (14) 

Здесь  

1

1
0

2 8 2
1

0
8 2 2 ;1

0 0
2 2

1
0 0

2 2

i
i

i
i

C
i

i

      
  

   
      
 

     
 

    0 1
0( ) ,   F e S F  

где ( ) const.G C     
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Принимаем в системе уравнений (14) первый порядок точности 
по ,  вводим безразмерные переменные 0 /4,    0 2    и умень-
шаем масштаб времени в 2 раза. Если действительные части всех 
собственных значений матрицы системы отрицательны, то решения 
системы уравнений (13) и, как следствие, системы (12) будут асимп-
тотически устойчивы.  

Составим характеристическое уравнение  

  4 3 2
1 2 3 4 0,a a a a          (15) 

где 1 4;a   2 2
2 0

2
02 62 ;a       03

2 2 2
02 22 ;2 )(a      

4 2 2 2 2 2
0 0 0

4
4 0 01)2 ( 2 1 1 .( )a               Согласно критерию 

устойчивости Льенара — Шипара, для того чтобы многочлен (15) 
имел все корни с отрицательными действительными частями, необ-
ходимо и достаточно, чтобы все коэффициенты полинома были по-
ложительными и, кроме того, выполнялось неравенство для минора: 

2
1 2 3 1 4 0 3( ) 0.a a a a a a a    Учитывая, что коэффициенты 0 1,a   1 4a   

положительны и условие 2 0a   выполняется при 3 0,a   представим 
условия асимптотической устойчивости в виде системы трех нера-
венств:  

  

2 2 2
0 0

2 2 2 4 2 2 2 2 4
0 0 0 0 0 0

2 2 2 2 2 4 2 2
0 0 0 0 0

2

0;

2 2 0;

1 2 2 2

16 016 16 8 4 16 .

    

            

   



   

        

    (16) 

На рис. 2 области асимптотической устойчивости колебаний за-
штрихованы, по оси абсцисс отложена частотная настройка 0 ,  по 

 
Рис. 2. Области асимптотической устойчивости колебаний 
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оси ординат — параметр 0.  На рис. 2, а представлен случай 0,   
на рис. 2, б — 2.       

Заключение. Построенная математическая модель гироскопа с 
цилиндрическим резонатором описывает электромагнитные и меха-
нические колебания во взаимосвязанной форме при позиционном 
возбуждении колебаний электромагнитной системой управления. 
При использовании позиционного возбуждения появляется сопут-
ствующее ему параметрическое возбуждение колебаний. Получено 
условие асимптотической устойчивости стационарных колебаний 
резонатора.   

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проекты № 16-01-00772-А, 16-08-01269-А). 
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Stability of stationary vibrations of cylindrical gyro 
resonator with electromagnetic control system 

 D.A. Maslov 

National Research University Moscow Power Engineering Institute,  
Moscow, 111250, Russia 

The article considers dynamics of a cylindrical resonator of the wave solid-state gyro 
with an electromagnetic control system allowing reducing the instrument readiness time 
for operation comparing to electrostatic control system. The mathematical model de-
scribing the resonator vibrations and the electromagnetic processes in the vibration exci-
tation system in the coherent manner is created. It is shown that when the positional exci-
tation is used attendant parametric excitation of vibrations appears. The case is consid-
ered when the simultaneous action of forced position excitation and attendant parametric 
excitation results in combined vibration. Using a method of splitting the non-autonomous 
systems of differential equations with periodic matrices and Lienard – Shepherd criterion 
of stability the condition of asymptotic stability of stationary vibrations of gyro resonator 
is obtained. The regions of asymptotic stability of stationary vibrations of gyroscope res-
onator in the space of system parameters are constructed.  

Keywords: wave solid-state gyro, cylindrical resonator, parametric excitation, stability 
of vibrations.  
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