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В данной работе изложен подход к решению проблемы определения оптимального 
управления вектором тяги двигательной установки по критерию максимизации 
массы полезного груза при выведении орбитального блока на произвольную целевую 
орбиту, некомпланарную исходной. Задача решена с использованием принципа 
максимума Л.С. Понтрягина, сводящего поиск оптимального управления к 
решению краевой задачи. Успешное решение краевой задачи зависит от качества 
начального приближения ее неизвестных параметров. В данной работе для 
регуляризации сходимости решения краевой задачи был использован метод 
продолжения по параметру. В целях повышения быстродействия применения 
указанного метода был предложен прием оперативного пересчета начальных 
значений сопряженных переменных, использующий свойства симметричности 
целевых орбит относительно плоскости начальной опорной орбиты по 
наклонению. В рамках работы проведено моделирование движения орбитального 
блока в центральном гравитационном поле Земли с управлением, полученным на 
основе принципа максимума, проанализирована зависимость оптимальной схемы 
выведения от формы (эксцентриситета) целевой орбиты. Также проанализировано 
поведение сопряженных переменных, определяющих вектор оптимального управления, 
доставляющего максимум выводимой массы полезного груза при заданных 
ограничениях на продолжительность выведения, для вариантов выведения на целевые 
орбиты различного наклонения в широком диапазоне. Анализ показал проявление 
свойств симметрии поведения сопряженных переменных, использование которых 
позволяет повысить оперативность поиска оптимального решения задач. 
Результаты данной работы могут быть полезны в области проектно-
баллистических расчетов, связанных с разработкой как средств выведения (разгонных 
блоков), так и космических аппаратов различного целевого назначения, а также для 
оценки возможностей средств выведения и определения первого приближения при 
разработке схемы выведения.  

Ключевые слова: принцип максимума Понтрягина, некомпланарный межор-
битальный переход, оптимальное управление, выведение.  

Введение. В работе рассмотрена задача поиска оптимального 
управления в случае пространственного выведения орбитального 
блока (ОБ) с круговой низкой опорной орбиты (НОО) произвольного 
наклонения на некомпланарную ей орбиту с помощью реактивного 
двигателя большой ограниченной тяги. В качестве критерия 
оптимальности принята максимизация выводимой массы. Задача 
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решена на основе принципа максимума Л.С. Понтрягина, сводящего 
проблему оптимального управления к двухточечной нелинейной 
краевой задаче для системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений. 

Данная задача актуальна для стадии проектно-баллистических 
расчетов, связанных с определением максимально возможной массы 
полезного груза (ПГ), доставляемого средством выведения на целевые 
орбиты некоторого класса, или же с предварительным определением 
теоретической возможности отправки ПГ заданной массы на 
определенную целевую орбиту с помощью существующих средств 
выведения. Применение принципа максимума позволяет получить 
оптимальные схему выведения и ориентацию вектора тяги, которые 
могут быть адаптированы к особенностям функционирования системы 
управления средствами выведения. Схема выведения и соответст-
вующая ей структура управления могут быть уточнены с учетом ряда 
факторов, не входящих в модель движения, используемую при 
постановке задачи оптимального управления, таких как особенности 
режима работы двигательной установки (выход на режим, импульс 
последействия [1]), нецентральность поля тяготения Земли [2] и пр. Как 
показывает практика, изменения в схеме выведения при этом 
несущественны. 

В данной работе представлены результаты численного решения 
задачи оптимального пространственного межорбитального перехода 
между круговой НОО и произвольной целевой орбитой для диапазона 
углов некомпланарности от 10° до 30°. Продемонстрировано влияние 
эксцентриситета целевой орбиты на схему выведения (структуру 
активных участков работы двигательной установки), а также рас-
смотрены особенности решения задачи поиска оптимального управ-
ления с точки зрения принципа максимума для переходов на целевые 
эллиптические орбиты, симметричные относительно плоскости НОО.  

Одним из распространенных подходов к определению неизвестных 
параметров краевой задачи принципа максимума является метод 
продолжения решения по параметру, сходимость которого зависит от 
удачного выбора начального приближения [3]. В работе предложен 
подход к пересчету компонент начального вектора сопряженных 
переменных, основанный на свойствах первого векторного интеграла 
задачи оптимального управления, существующего в рамках модели 
центрального поля тяготения Земли (ЦПТЗ). Интеграл позволяет 
перейти от имеющегося «исходного» решения к решению задачи 
выведения на целевую орбиту, симметричную «исходной» целевой 
относительно НОО. Данный подход в комбинации с методом 
продолжения решения по параметру в случае значительных отличий 
характеристик начальной и целевой орбит от орбит для некоторого 
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«исходного» существенно сокращает время, затрачиваемое на поиск 
приемлемого начального приближения вектора сопряженных 
переменных для краевой задачи принципа максимума.  

Постановка задачи. Рассмотрим задачу оптимального прост-
ранственного выведения ОБ с НОО на некомпланарную ей целевую 
орбиту в ЦПТЗ. При этом выведение будем анализировать как 
переход с орбиты на орбиту: точки старта и окончания выведения 
заранее не фиксируют, а получают в результате решения задачи.  

Пространственное движение центра масс ОБ с двигателем 
большой тяги в ЦПТЗ описываем в абсолютной геоцентрической 
экваториальной системе координат (АГЭСК) системой дифферен-
циальных уравнений 
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где , ,  x y z  — координаты центра масс ОБ; , ,  x y zV V V  — проекции 
вектора скорости на соответствующие оси АГЭСК; , ,  

x y zV V Vf f f  — 
проекции вектора ускорения на соответствующие оси АГЭСК; 

14μ 3,986005 10= ⋅  м3/с2 — гравитационный параметр Земли; θ, γ  — 
углы ориентации вектора тяги (рис. 1); 

2 2 2= + +r x y z  —  модуль радиус-вектора.  
Для удобства и унификации расчетов без 

привязки к конкретному типу ОБ производят 
нормирование массы ОБ ( ( )m t ) и массового 
секундного расхода топлива (β ) относительно 
начальной массы ОБ:  

0

( )( )
( )

=� m tm t
m t

,   
0

ββ
( )

=�
m t

. 
  

Рис. 1. Ориентация 
вектора тяги в АГЭСК 
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Тяга двигательной установки (ДУ), фигурирующая в системе (1), 
с учетом нормирования, рассчитана следующим образом: 

β= �P w , 
где w  — скорость истечения.  

Множество допустимых управлений задано условиями 

θ [0, 2π] ∈ ; 
π πγ ,
2 2

 ∈ −  
; maxβ [0, β ]∈  � � .                        (2) 

В начальный момент времени 0=t t  ОБ находится на круговой 
НОО высотой h  над поверхностью Земли. Модель Земли — сфера 
радиусом 3 6371=R  км. Плоскость исходной орбиты наклонена к 
плоскости экватора под углом i ; начальную плоскость определяем 
единичным вектором нормали  (sin sin Ω,  sin cos Ω,cos )n i i i−  . 
Граничные условия (ГУ) на левом конце траектории имеют вид: 

( ) ( ) ( )
0 0 0
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Положение ОБ после его выведения на целевую орбиту в 
нефиксированный заранее момент времени =t T  задано следующими 
ГУ в кеплеровых элементах на правом конце траектории: 

( ) ,   ( ) ,  ( ) ,   Ω( ) Ω ,   ω( ) ωk k k k ka T a e T e i T i T T=  = =  =  = .         (4) 

Под задачей оптимального управления будем понимать поиск 
программы изменения вектора тяги ( )P t , т. е. такого управления 

T
( ) θ( ), γ( ),β( )u t t t t =  

� , которое в конце участка выведения при 

выполнении ГУ (3), (4) и ограничений (2) обеспечивает минимум 
функционала вида 

( )= − �I T km T .                                       (5) 
Данный функционал представляет собой компромисс между 

затратами на выведение массы и затратами на сокращение времени 
полета [4], [5]. Коэффициент k [с] выступает как регулятор 
компромисса. При стремлении его к предельным значениям получаем:  

 при min min,  0→ ≥k k k  — предельный переход к задаче 
быстродействия: конечная масса будет стремиться к абсолютному 
минимуму, соответствующему наискорейшему выведению; 

 при → ∞k  — предельный переход к задаче выведения с 
минимальным расходом массы топлива: конечная масса будет 
стремиться к абсолютному максимуму без учета ограничения на 
время выведения. 
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Выбор комбинированного функционала как показателя качества в 
реальных проектных баллистических задачах обусловлен ограниче-
нием времени полета [1], продиктованным ресурсом работы бортовой 
аппаратуры и особенностями состава ПГ, выводимого на целевую 
орбиту. 

Формализация задачи с точки зрения принципа максимума. 
Задачей оптимального управления в принципе Понтрягина называют 
задачу, формализованный вид которой приведен в [6]. Ее решение 
сводится к решению краевой задачи для системы 2n обыкновенных 
дифференциальных уравнений — исходной системы и системы 
уравнений Эйлера. Математическая формализация задачи поиска 
оптимального управления с точки зрения применения принципа 
максимума выглядит следующим образом. 

Функция Гамильтона — Понтрягина (ФГП) для системы (1) 
будет иметь вид: 

β.= + + + + + − �
x x y y z zV V V V V V x x y y z z mH p f p f p f p V p V p V p       (6) 

Уравнения Эйлера для сопряженных переменных согласно 
условию стационарности по фазовым координатам запишем как 
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Значимое условие трансверсальности 

0( ) λ=mp T k ;                                       (8) 

условие стационарности по времени T  

0( ) λ=H T .                                        (9) 

Выделим из ФГП (6) функцию, зависящую от :u  

1( ) cosθ cos γ sin θ cos γ sin γ β,
x y zV V V m

P P PH u p p p p
m m m

= + + − �
� � �
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или 

1( ) β ρ = − = − =  
��

� � �
m

V m V
P P mp PH u p p p
m m w m

; 

cosθ cos γ sin θ cos γ sin γ;≡ + +
x y zV V V Vp p p p               (10) 

ρ .= −
� m

V
ист

mpp
w

                                          (11) 

Составляющая функции 1( )H u –ρ , определяющая моменты 
включения и выключения ДУ, является функцией переключения [7]. 
Для достижения минимума функционала (5) согласно необходимым 
условиям оптимальности уравнения должны иметь следующий вид: 

max

max

        β ,  ρ 0,
β              0,  ρ 0,

  0,β , ρ 0;

 >= <
    =  

�
�

�
                                     (12) 

2 2 2cosθ cos γ , sin θ cos γ , sin γ ;  .= = = = + +yx z

x y z

VV V
v V V V

V V V

pp p
p p p p

p p p
(13) 

Системы (1), (7) краевой задачи имеют скалярный первый 
интеграл 0( ) =H t K , являющийся следствием их автономности. Он не 
зависит от вида рассматриваемого гравитационного поля.  

Из условия (9) следует, что 0( ) λ=H t . Система также имеет 
векторный первый интеграл:  

= × + ×r VК r p V p ,                                  (14) 

где ( , , ),  ( , , )
x y zr x y z V V V Vp p p p p p p p  — векторы, сопряженные радиус-

вектору и вектору скорости соответственно; 1 2 3( , , )К К К К  — вектор 
констант.  

Для векторного первого интеграла центральность гравитационного 
поля существенна. Его можно расписать в виде трех соответствующих 
скалярных интегралов. При этом принципиально важен выбор системы 
координат, на оси которой будет удобно спроецировать векторное 
соотношение (14), чтобы получить возможность конкретизировать 
константы векторного интеграла. Рассмотрим вспомогательную 
систему координат (ВСК), начало которой совпадает с началом АГЭСК, 
базовая плоскость L LX OY  совпадает с плоскостью целевой орбиты, ось 

LOX  направлена в восходящий узел целевой орбиты, а ось LOZ  — по 
вектору кинетического момента целевой орбиты (рис. 2).  
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Рис. 2. Взаимное расположение ВСК и АГЭСК 
 
Векторный интеграл (14) в проекции на оси данной системы 

координат запишется в виде следующих соотношений: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− + − ≡
z yL zL L yL yL V L zL V L xLy t p t z t p t V t p t V t p t K ,    (15) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− + − ≡
x zL xL L zL zL V L xL V L yLz t p t x t p t V t p t V t p t K ,     (16) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− + − ≡
y xL yL L xL xL V L yL V L zLx t p t y t p t V t p t V t p t K .    (17) 

Выражение (17) отражает условие трансверсальности по угловой 
дальности межорбитального перехода [4]. Так как на угловую дальность 
в рассматриваемой задаче ограничение не накладывается, то константу 

zLK  можно конкретизировать: 0.=zLK  Применение выбранной вспо-
могательной системы координат имеет дополнительные преимущества 
при определении соотношений между начальными векторами сопря-
женных переменных для симметричных межорбитальных переходов.  

Переход между АГЭСК и ВСК осуществляется с помощью двух 
поворотов: по долготе восходящего узла и наклонению. Матрица 
перехода имеет следующий вид: 

АГЭСКA ВСК

cos Ω sin Ω 0
cos sin Ω cos cos Ω sin

sin sin Ω sin cos Ω cos
i i i

i i i

 
 = − 
 − 

.                   (18) 

Очевидно, что переход в сопряженных координатах выражен 
матрицей перехода, аналогичной (18), что вызвано следующими 
соображениями. Запишем полный дифференциал функционала I  в 
АГЭСК и ВСК: 

АГЭСК

ВСК

;

.

x y z

xL yL zL

x y z V x V y V z m

xL L yL L zL L V xL V yL V zL m

dI p x p y p z p V p V p V p m

dI p x p y p z p V p V p V p m

= ∂ + ∂ + ∂ + ∂ + ∂ + ∂ + ∂

= ∂ + ∂ + ∂ + ∂ + ∂ + ∂ + ∂
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Приравняв выражения и поочередно деля левую и правую часть 
полученного равенства на приращение по каждой из новых фазовых 
координат, можно получить выражения для соответствующих 

сопряженных переменных в ВСК. Учитывая, что 0,  ,∂ = ∀
∂

s

L

V j
j

 

{ ,  ,  }=s x y z  и 0,  ,   { ,  ,  },
jL

s j s x y z
V
∂ = ∀  =

∂
 запишем  

;

,  , { ,  ,  }.

L

SL j

s j
Lj

j
V V

jLj

jp p
j

V
p p j s x y z

V

∂=
∂

∂
= =

∂

∑

∑
 

Из приведенных выше выражений следует, что справедливы 
соотношения 

АГЭСКLrp A= ВСК

АГЭСК

, 

L

r

V

p
p A

 
= ВСК .Vp 

                                   (19) 

Одно из ГУ на правом конце необходимо использовать для 
определения полного времени полета T . При численном решении 
краевой задачи удобно использовать условие (8). Таким образом, 
можно понизить размерности краевой задачи.  

При 0λ 0≠  условия (8), (9) можно заменить условием 
0 0( ) ( ) ( )= ≡ =mp T H T k H t k K k . Тогда с учетом произвольности вели-

чины 0λ  подбор ее значения можно заменить проверкой условия 
0( ) 0>H t .  
Для понижения размерности краевой задачи используем свойство 

однородности множителей Лагранжа и примем, что в начальный мо-
мент времени функция 0( ) 1=Vp t  (10), тогда из условий (13) следует 

  
0 0 0

0 0 0

0 0

( ) cosθ( )cos γ( );
( ) sin θ( )cos γ( );

( ) sin γ( ).

=
=

=

x

y

z

V

V

V

p t t t
p t t t

p t t

                                 (20) 

Такой способ нормирования множителей Лагранжа позволяет 
перейти от достаточно абстрактных сопряженных переменных к 
наглядным с физической точки зрения параметрам — начальным 
значениям углов ориентации вектора тяги ДУ. 

Значение 0( )xp t  при заданных значениях 0( ),x t  0( ),y t  0( ),xV t  

0( ),yV t  0( ),yp t  0( ),
xVp t  0( )

yVp t  определяется из проекции первого 
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векторного интеграла (17). В итоге приходим к краевой задаче 
размерности 5=q , для решения которой необходимо определить 
значения 0θ( ),t  0γ( ),t 0( ),yp t  0( ),zp t  0( ),mp t  обеспечивающие удовлет-
ворение условий (4). 

Предположим, что вектор состояния ОБ в начальный момент 
времени 0=t t  полностью определен. Однако точка старта ОБ 
(первого включения ДУ) на НОО в данной постановке неизвестна.  
В качестве точки начала решения примем одну из следующих точек 
(Ai) заданной опорной орбиты: 

точку А1( 270= �u ), для которой справедливы соотношения 

0 0

0

( ) ( )sin Ω cos ,  ( )

( ) cos Ω cos ,  ( ) ( )sin ,

з

з з

x t R h i y t

R h i z t R h i

= + =

= − + = − +
 

0 0 0
μ μ( ) cos Ω,  ( ) sin Ω,  ( ) 0;x y z

з з
V t V t V t

R h R h
= = =

+ +
    (21) 

точку A2( 90= �u ), для которой справедливы соотношения 

0 0

0

( ) ( )sin Ω cos ,  ( )

( ) cos cos ,  ( ) ( )sin ,

з

з з

x t R h i y t

R h i z t R h i

= − + =

= + Ω = +
 

0 0 0
μ μ( ) cos Ω,  ( ) sin Ω,  ( ) 0.x y z

з з
V t V t V t

R h R h
= − = − =

+ +
    (22) 

Данное допущение должно обеспечить начало решения задачи с 
заведомо пассивного участка полета; выбор одной из указанных 
точек зависит от требований к ориентации вектора Лапласа целевой 
орбиты. Момент включения ДУ автоматически определяется из 
условия смены знака функции переключения ρ  (11).  

Численное решение краевой задачи принципа максимума прово-
дили с применением метода Ньютона [8]. 

Результаты расчетов для различных значений эксцентри-
ситета целевой орбиты. В качестве примера приведем решение 
задачи оптимального межорбитального перехода между круговой 
НОО с параметрами 

0( ) 200=h t  км, 0Ω( ) 0= �t , 0( ) 51,73= �i t  

и семейством целевых орбит, задаваемых следующими ГУ:  
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π ( ) [2000;  26371]=h T  км,       ( ) 26371=ah T  км, Ω( ) 0= �T ,  

ω( ) 270= �T ,   ( ) 63,43= �i T . 

Иными словами, рассматриваем семейство оптимальных переходов 
для диапазона значений эксцентриситета целевой орбиты 

( ) [0;  0,593]=e T  при неизменных круговой НОО и точке начала 
решения на ней — в данном случае точки A2.  

Результаты приведены для значения коэффициента компромисса 
710=k . Численные исследования показали, что данное значение 

достаточно велико, чтобы задачу минимизации функционала (5) 
рассматривали в предельном случае, соответствующем максими-
зации массы выводимого ПГ без ограничения на полное время 
выведения. Дальнейшее увеличение коэффициента компромисса 
приводит к пренебрежимо малому увеличению конечной массы ОБ 
(примерно 5 610 ...10− −  % от начальной массы ОБ).  

Изменение полного полетного времени T  и продолжительности 
пассивного участка траектории (ПУТ) ПУТΔT  в зависимости от 
значения hп целевой орбиты проиллюстрировано соответствующими 
графиками (рис. 3). Аналогичные зависимости для моментов первого 
включения ДУ на активном участке траектории (АУТ) АУТ1T  и 
времени начала ПУТ ПУТT  приведены на рис. 4; для длительностей 
включений АУТ1ΔT , АУТ2ΔT  — на рис. 5.  

Графики изменения аргументов широты соответствующих точек 
включения и выключения ДУ в зависимости от высоты перигея 
представлены на рис. 6, 7. 

 

 
 

Рис. 3. Зависимости полной продолжительности выведения 
и длительности ПУТ от значения высоты перигея целевой  
            орбиты при фиксированной высоте апогея: 

 —  Т;     —  ∆ТПУТ 
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Рис. 4. Зависимости времени первого включения ДУ и 
времени начала ПУТ от значения высоты перигея  
     целевой орбиты при фиксированной высоте апогея: 

  —  ТАУТ1;      —  ТАУТ2 

 

  
Рис. 5. Зависимости длительностей АУТ от значения 
высоты перигея целевой орбиты при фиксированной  
                                    высоте апогея: 

 — ТАУТ1;    — ТАУТ2 
 

  
Рис. 6. Зависимости аргументов широты точек первого 
включения и выключения ДУ от значения высоты перигея  
       целевой орбиты при фиксированной высоте апогея: 

 —  uАУТ1;     —  uПУТ 
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Рис. 7. Зависимости аргументов широты точек начала и 
конца второго АУТ от значения высоты перигея целевой  
            орбиты при фиксированной высоте апогея: 

  —  uАУТ2;       —   uк 
 
На графиках, приведенных на рис. 6 и 7, наблюдаем следующую 

тенденцию изменения структуры АУТ. При большом значении 
эксцентриситета оба включения ДУ значительно смещены относи-
тельно узлов орбиты, при этом первое включение происходит после 
прохождения нисходящего узла, а второе — до прохождения 
восходящего узла. При уменьшении эксцентриситета целевой орбиты 
идет постепенный сдвиг углового положения включений ДУ к 
соответствующим узлам. При дальнейшем уменьшении эксцентри-
ситета схема выведения стремится к предельному случаю перехода с 
круговой НОО на круговую целевую орбиту, для которой оба 
включения ДУ практически симметричны относительно узлов орбиты. 

Результаты расчетов при различных углах некомпланарности 
орбит. В качестве примера решения задачи оптимального межорби-
тального перехода для целевых орбит с различным наклонением 
рассмотрим переходы с круговой НОО (параметры 0( ) 200=h t  км, 

0Ω( ) 0= �t , 0( ) 50= �i t ) на два семейства высокоэллиптических целевых 
орбит одинаковой геометрии π ( ) 1000=h T  км,  ( ) 39 500 ah T = км, 
Ω( ) 0= �T , ω( ) 270= �T : 

I орбиты, для которых 0( ) ( )>i T i t ,  
( ) 60 ,  65 , 70 , 75 , 80= � � � � �i T ; 

II орбиты, для которых 0( ) ( )<i T i t , 
( ) 40 ,  35 , 30 , 25 , 20= � � � � �i T . 

Орбиты I и II семейств с одинаковым модулем угла 
некомпланарности относительно НОО далее будем называть 
симметричными по наклонению. 
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Для указанных целевых орбит I семейства было произведено 
численное решение краевой задачи принципа максимума с исполь-
зованием метода продолжения по параметру; для целевых орбит 
II семейства применен метод продолжения по параметру и аналити-
ческий расчет неизвестных параметров краевой задачи с помощью 
пересчета начального вектора сопряженных переменных, получен-
ного при численном решении задачи для соответствующих симмет-
ричных по наклонению орбит I семейства.  

Предположим, что решение поставленной задачи оптимального 
пространственного межорбитального перехода для некоторого «исход-
ного» положения целевой орбиты уже существует. Тогда необходимо 
оперативно определить решение задачи для положения целевой орбиты, 
симметричного «исходной» целевой относительно рассматриваемой 
плоскости НОО. Очевидно, что оптимальная схема перехода (структура 
АУТ ДУ) в рамках модели центрального поля тяготения не претерпит 
изменения от подобного «отражения» положения целевой орбиты 
относительно НОО. 

Соответствующие параметры для искомого перехода будем 
обозначать штрихом. Свойства симметрии в явном виде для 
сопряженных переменных в АГЭСК не проявляются. Для того чтобы 
использовать свойства симметрии относительно плоскости НОО для 
определения начальных сопряженных векторов 0( )′rp t , 0( )′Vp t  иско-
мого перехода, введем ВСК, базовая плоскость L Lx Oy  которой совпа-
дает с плоскостью НОО, и запишем компоненты известных векторов 

0( )rp t , 0( )Vp t  в проекции на данную ВСК. Для этого воспользуемся 
ранее установленными соотношениями  

0 АГЭСК( )
Lrp t A= ВСК 0

0 АГЭСК

( );  
( )

L

r

V

p t
p t A= ВСК 0( ),Vp t

 

где матрица АГЭСКA ВСК  имеет вид (18).  
Пересчет начальных сопряженных векторов скорости произво-

дится исходя из соображения, что начальный сопряженный вектор 
скорости, согласно (20), есть единичный орт вектора тяги, т. е. 
определяет его оптимальную ориентацию. Так как симметричные по 
наклонению переходы отличаются в момент начала решения знаком 
при угле между ортом вектора тяги и его проекцией на плоскость НОО, 
то между компонентами векторов, сопряженных векторам скорости, для 
симметричных по наклонению переходов существует следующая связь: 

 
0 0

0 0

0 0

( ) ( );
( ) ( );

( ) ( ).

x x

y y

z z

V L V L

V L V L

V L V L

p t p t
p t p t

p t p t

′ =
′ =

′ = −

                                    (23) 
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Для определения начального сопряженного радиус-вектора 0( )′rp t  
искомого перехода воспользуемся тем, что векторный интеграл K  для 
оптимальных переходов, симметричных относительно НОО, сохраняет 
свое значение по модулю, а его проекции на плоскость L Lx Oy  равны и 
противоположно направлены 

 
,

 = .
xL xL

yL yL

K K
K K

′ = −
′ −

                                          (24) 

Учитывая, что точка начала решения осталась прежней, из 
соотношений (23) и (24) следует, что для компонент векторов 0 ( )rp t , 

0( )′rp t  выполняются соотношения 

  
0 0

0 0

0 0

( ) ( );
( ) ( );
( ) ( ).

xL xL

yL yL

zL zL

p t p t
p t p t
p t p t

′ =
′ =
′ = −

                                  (25) 

Таким образом, для получения искомых векторов 0( )′rp t , 0( )′Vp t , 
согласно (23), (25), следует заменить знаки при компонентах 

Lzp , 
zV Lp  

на противоположные и произвести обратный перевод сопряженных 
векторов из ВСК в АГЭСК: 

0 АГЭСК( )Vp t A=′ 1
ВСК 0

0 АГЭСК

( );

( )
LV

r

p t

p t A

− ⋅ ′

=′ 1
ВСК 0( ).

Lrp t− ⋅ ′
 

Переменная, сопряженная массе, 0( )mp t  не изменяется в силу 
равенства (в рамках модели ЦГПЗ) энергетических затрат, необхо-
димых для осуществления симметричных относительно НОО пере-
ходов. Таким образом, начальный сопряженный вектор для искомого 
оптимального межорбитального перехода может быть достаточно легко 
определен из начального сопряженного вектора для «исходного», 
симметричного по наклонению перехода. 

Знание компонент вектора 0( )′Vp t  позволяет определить началь-
ные углы ориентации 0θ′ , 0γ′  вектора тяги в АГЭСК, фигурирующие 
в качестве искомых параметров краевой задачи, с помощью соотно-
шений (20). 

Стоит отметить, что данный подход не претендует на 
универсальность, так как предполагает основное допущение: долготы 
восходящих узлов начальной и целевой орбит совпадают. 

В табл. 1 и 2 представлены результаты решения краевой задачи 
для высокоэллиптических целевых орбит I и II семейств соответст-
венно. Значения сопряженных переменных для удобства представ-
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ления умножены на 610 . Численное моделирование различных 
вариантов оптимальных переходов показало, что малые расхождения 
между аналитическим решением, получаемым согласно описанному 
подходу, и численным решением находятся в переделах вычисли-
тельной погрешности. В большинстве случаев использование аналити-
ческого решения для симметричного перехода в качестве начального 
приближения параметров краевой задачи приводит к решению задачи за 
одну итерацию. 

Таблица 1  

Результаты решения краевой задачи принципа максимума  
для межорбитальных переходов между круговой НОО и 

высокоэллиптическими орбитами различного наклонения, 0( ) ( )i T i t>  

( ),i T
град 

0( )rp t  0( )Vp t  0θ( ),t  
град 

0γ( ),t
град 6

010xp  
6

010xp  6
010zp  6

010
xVp  6

010
yVp  6

010
zVp  

60 249,02 –2656,21 3236,908 977 727,54 –137 358,58 –158 686,73 –7,997 –9,131 
65 192,70 –1746,00 1473,312 986 742,67 –105 280,66 –123 510,70 –6,090 –7,095 
70 202,52 –1565,40 1124,945 985 355,62 –110 252,18 –130 072,17 –6,384 –7,474 
75 222,39 –1494,40 984,543 982 320,19 –120 848,52 –142 977,91 –7,013 –8,220 
80 246,12 –1458,79 911,146 978 304,03 –133 604,89 –158 338,10 –7,777 –9,110 

 

Таблица 2  

Результаты решения краевой задачи принципа максимума для 
межорбитальных переходов между круговой НОО и высокоэллиптическими 

орбитами различного наклонения, 0( ) ( )i T i t>  

( ),i T
град 

0( )rp t  0( )Vp t  0θ( ),t  
град 

0γ( ),t  
град 6

010xp  6
010xp  6

010zp  6
010

xVp  6
010

yVp  6
010

zVp  

40 249,02 3648,98 –2053,77 977 727,54 –132 423,85 –162 827,46 –7,713 –9,371 
35 192,70 1754,12 –1463,63 986 742,67 –103 352,50 –125 128,62 –5,979 –7,188 
30 202,52 1379,68 –1346,28 985 355,62 –108 951,00 –131 163,99 –6,310 –7,537 
25 222,39 1229,09 –1300,73 982 320,19 –119 820,63 –143 840,41 –6,954 –8,270 
20 246,12 1150,62 –1278,41 978 304,03 –132 732,34 –159 070,25 –7,726 –9,153 

 

На рис. 8 и 9 для переходов I и II семейств представлены графики 
изменения сопряженных переменных в АГЭСК — ( )yp t , ( )zp t ; на рис. 
10 и 11 — графики изменения сопряженных переменных в ВСК, 
основная плоскость которой лежит в плоскости НОО — ( )

Lyp t , ( )
Lzp t . 

На рис. 12 и 13 — графики изменения ( ),
yVp t  ( );

zVp t  на рис. 14 и 15 — 

графики изменения ( ),
yV Lp t  ( ).

zV Lp t  Зависимости для переходов на 
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целевые орбиты, симметричные по наклонению, выделены одним 
цветом. При этом на рис. 8, 9, 11–13, 15 непрерывной линии соот-
ветствует случай перехода на орбиту I семейства, а пунктирной — на 
орбиту II семейства. 

 

 
 
 

Рис. 8. Графики изменения сопряженной переменной yp  для различных  
                             значений наклонения целевой орбиты: 

 — ik = 80°;   — ik = 75°;  — ik = 70°;   — ik = 65°;   —  ik = 60°;         
   — ik = 40°;     —  ik = 35°;    —  ik = 30°;     — ik = 25°;   —  ik = 20° 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 9. Графики изменения сопряженной переменной zp  для  
              различных значений наклонения целевой орбиты: 

 — ik = 80°;   — ik = 70°;  — ik = 75°;   — ik = 65°;   —  ik = 60°;   
   — ik = 40°;     —  ik = 35°;    —  ik = 30°;     —  ik = 25°;   —  ik = 20° 
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Рис. 10. Графики изменения сопряженной переменной yLp  для  
             различных значений наклонения целевой орбиты: 

 — ik = 60°, 40°;   — ik = 65°, 35°;  — ik = 70°, 30°;   — ik = 75°, 25°;  
 —  ik = 80°, 20°   

 

 
 
 
 

 
 
 
Рис. 11. Графики изменения сопряженной переменной zLp  для  
           различных значений наклонения целевой орбиты: 

 — ik = 80°;   — ik = 7°;  — ik = 70°;   — ik = 65°;   —  ik = 60°;  
 — ik = 40°;     —  ik = 35°;    —  ik = 30°;     — ik = 25°;   —  ik = 20° 
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Рис. 12. Графики изменения сопряженной переменной Vyp для   
              различных значений наклонения целевой орбиты: 

 — ik = 80°;   — ik = 75°;  — ik = 70°;   — ik = 65°;   —  ik = 60°;  
 — ik = 40°;     —  ik = 35°;  —  ik = 30°;   — ik = 25°;   —  ik = 20° 

 
 
 
 

 
 
 

Рис. 13. Графики изменения сопряженной переменной Vzp для  
            различных значений наклонения целевой орбиты: 
 — ik = 80°;   — ik = 75°;  — ik = 70°;   — ik = 65°;   —  ik = 60°;  
 — ik = 40°;     —  ik = 35°;  —  ik = 30°;  — ik = 25°;   —  ik = 20° 
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Рис. 14. Графики изменения сопряженной переменной 

yV Lp  для  

            различных значений наклонения целевой орбиты: 

 — ik = 60°, 40°;   — ik = 65°, 35°;  — ik = 70°, 30°;   — ik = 75°, 25°;  
 —  ik = 80°, 20°    

 

 

 

 

 
 
Рис. 15. Графики изменения сопряженной переменной 

zV Lp  для  
              различных значений наклонения целевой орбиты: 

  — ik = 80°;   — ik = 75°;  — ik = 70°;   — ik = 65°;   —  ik = 60°;  
 — ik = 40°;   —  ik = 35°;  —  ik = 30°;  —  ik = 25°;   —  ik = 20° 
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Заключение. В рамках работы было рассмотрено влияние 
эксцентриситета целевой орбиты на оптимальную схему перехода ОБ с 
фиксированной круговой НОО. Результаты численного решения 
показали, что оптимальные моменты включения ДУ для переходов на 
эллиптические целевые орбиты смещены относительно узлов и 
смещение тем существеннее, чем больше эксцентриситет целевой 
орбиты. В предельном случае перехода с круговой НОО на круговую 
целевую орбиту включения ДУ стремятся к симметричному угловому 
положению относительно соответствующих узлов. Таким образом, 
применение стандартной схемы включения ДУ в узлах НОО и 
промежуточной орбит для случая перехода на эллиптическую орбиту 
может привести к существенным потерям выводимой массы ПГ при 
больших значениях эксцентриситета целевой орбиты. 

В процессе анализа результатов расчета оптимальных некомпла-
нарных переходов на высокоэллиптические орбиты различного 
наклонения был предложен подход к пересчету начальных значений 
сопряженных переменных для переходов на целевые орбиты, 
симметричные относительно плоскости НОО. При симметричных 
межорбитальных переходах и использовании модели ЦПТЗ оптималь-
ная схема перехода остается прежней, а оптимальная ориентация 
вектора тяги меняет знак между ортом вектора тяги и его проекцией на 
плоскость НОО. Значит, результат решения задачи с помощью 
алгебраического пересчета сопряженных переменных в том случае, 
когда необходимо найти решение для симметричного перехода, не 
является важным. Однако представленные соотношения имеют 
практическое значение при условии необходимости оперативного 
решения задачи определения оптимального пространственного 
перехода между двумя некомпланарными орбитами, а также в случае, 
когда в располагаемой базе решений отсутствует сколько-нибудь 
близкий переход, который можно использовать в качестве «исходного» 
для применения метода продолжения по параметру. Описанный выше 
прием позволяет быстро изменить угол некомпланарности между НОО 
и целевой орбитой и получить некое промежуточное решение из 
имеющегося «исходного». Относительно данного промежуточного 
решения удобно производить доведение до заданных ГУ на левом и 
правом концах траектории (описывающих НОО и целевую орбиту 
соответственно) с применением метода продолжения по отличающимся 
параметрам.  
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Some aspects of solving the optimal control problem  
on the basis of the maximum principle for non-coplanar 
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The article considers the approach to solve the problem of determining the optimal thrust 
vector control of propulsion system according to the criterion of maximization of the 
payload mass in the orbital unit launch into an arbitrary target orbit, which is non-
coplanar to the original one. The problem is solved using Pontryagin’s maximum 
principle, which reduces the problem of optimal control search to solve a boundary value 
problem. The successful solution of the problem depends on the quality of the initial 
approximation of its unknown parameters. In solving the problem the parameter 
continuation method was applied. The technique of operational conversion of the 
conjugate variable initial values using the symmetry properties of the target orbit 
inclination with respect to the plane of the initial reference orbit was also applied. As a 
part of the work numerical modeling of the orbital block motion in the central 
gravitational field of the Earth with the optimal control, obtained on the basis of the 
maximum principle, was carried out. The dependence of the optimal  launch scenario on 
the form (eccentricity) of the target orbit was analyzed. The behavior of conjugate 
variables, determining the vector of optimal control, which delivers a maximum output 
payload mass with set limits on the duration of transfer, was analyzed for a wide range of 
target orbit’s inclination. The analysis revealed the symmetry properties of the behavior 
of conjugate variables, the use of which improves the efficiency of finding the optimal 
solution. The obtained results can be applied in the field of ballistic design calculations 
related to the development of launch vehicles (boosters, space tugs) and spacecraft for 
various purposes. They can also be applied for assessing the capacity of existing launch 
vehicles and determining the first approximation in the development of transfer schemes. 
 
Keywords: Pontryagin's maximum principle, non-coplanar interorbital transfer, optimal 
control, launch. 
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