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 Моделирование  
процесса многоуровневой фильтрации  

жидкого связующего в тканевом композите  
при RTM-методе изготовления 

© Ю.И. Димитриенко, Ю.В. Шпакова, 
И.О. Богданов, С.В. Сборщиков 

МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, 105005, Россия 

Предложена математическая модель многоуровневой фильтрации жидкого свя-
зующего в тканевом композите при RTM-методе изготовления. С помощью  этой 
модели описана фильтрация на двух структурных уровнях: на макроскопическом 
уровне движения  жидкого связующего по каркасу композитной конструкции и на 
микроскопическом уровне в рамках отдельной ячейки периодичности тканевого 
материала. Для численного решения обеих трехмерных задач фильтрации исполь-
зован метод конечных элементов. Представленные результаты численного  моде-
лирования процесса фильтрации жидкого связующего в тканевом материале поз-
волили выявить характерные особенности движения связующего. Разработанная 
модель многоуровневой фильтрации может служить основой для оптимизации 
технологических процессов изготовления элементов конструкций из композицион-
ных материалов при использовании RTM-метода изготовления.   
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Введение. В настоящее время для производства деталей из 
тканевых и волокнистых композитов активно используют метод 
инфузии и его модификацию — RTM-метод [1–3], при котором вначале 
изготовляют каркас из армирующих волокон композитной конст-
рукции, а затем пропитывают его жидким связующим под вакуумом 
или под действием внешнего давления. Качество получаемых деталей 
из композитов при таком методе изготовления во многом зависит от 
особенностей процесса пропитки волокнистого каркаса жидким 
связующим.   

Движение жидкого связующего по пористому каркасу композита — 
сложный процесс, для моделирования которого обычно используют 
относительно простые инженерные методики расчета [4–9]. В настоя-
щее время в связи с активным применением метода асимптоти-
ческой гомогенизации (осреднения) [10–17] появилась возможность 
при расчете композитов проводить численное 3D-моделирование 
процессов фильтрации. С точки зрения организации вычислений 
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наиболее эффективный способ расчета композитов многоуровневое 
многомасштабное моделирование процессов [16–24], которое позволяет 
значительно сократить затраты вычислительных мощностей на 
детальное моделирование и в то же время сохранить высокую точность 
расчетов, характерную для методов асимптотической гомогенизации.   
В настоящей работе, выполненной с использованием  результатов 
предшествующих работ [19–27] по теории фильтрации в периодических 
структурах, метод асимптотической гомогенизации применен для 
многоуровневого моделирования процессов фильтрации в тканевых 
композитах при RTM-методе их изготовления.  

Математическая постановка задачи многоуровневой филь-
трации жидкого связующего в композите. Рассмотрена конструк-
ция из тканевого полимерного композиционного материала, структу-
ра которой, согласно методу многомасштабной гомогенизации  
[21, 23, 25], представлена в виде следующей модели: первый (верх-
ний) уровень — непосредственно конструкция из осредненного ком-
позиционного материала;  второй уровень — тканевый композици-
онный материал, состоящий из ячеек периодичности (ЯП), каждая из 
которых содержит заполненные жидким связующим или воздухом 
волокна и поры.  

Многоуровневая математическая модель процесса фильтрации 
состоит из двух групп уравнений: осредненных уравнений фильтрации 
жидкого связующего в осредненном композите и уравнений микроско-
пической фильтрации газа и жидкого связующего в рамках одной ЯП.  
В осредненной композитной конструкции имеются две области: 
область 1, пропитанная жидким связующим, и область 2, не пропи-
танная связующим, где поры заполнены газом (воздухом). Граница 
раздела (фронт пропитки) между областями 1 и 2 подвижна и заранее 
неизвестна. Положение фронта пропитки композита связующим 
определяют в процессе решения задачи микроскопической фильтрации, 
что позволяет вычислить характеристики проницаемости композита.     

Осредненные уравнения макроскопической фильтрации жидкого 
связующего и движения газовой фазы в порах композита имеют вид  

0,a
a at


 


v   , ,a f g        , ,f gV Vx                 (1) 

где    — набла-оператор; a  — плотность газовой или жидкой фазы 

(обозначим f  — плотность жидкой фазы в области fV , g — 

плотность 
 
газовой фазы в области gV ); av  — вектор скорости 

движения газовой или жидкой фазы в порах, для которого 
справедлив закон Дарси 

,a a a ap   v K     , ,a f g   , .f gV Vx                     (2) 
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Здесь ap  — поровое давление жидкой или газовой фазы, для 
которого полагают выполненным линейное уравнение 

0( ),a a a aA p p    

( aA  — коэффициент сжимаемости жидкости или газа; 0ap  — равно-

весное давление, для газа 0 0gp  ); aK  — тензор проницаемости, 

который зависит от пористости композита и формы пор (его значения 
определяют решением задачи микроскопической фильтрации).  

Подставляя (2) в (1), получаем уравнение макроскопической 
фильтрации относительно давления: 

( ),a
a a

p
p

t


  


K     , ,a f g

    
, .f gV Vx

                     
(3)   

Начальные и граничные условия на фронте пропитки 1 , на 

границе 2  подачи давления к композиту согласно RTM-методу, на 

границе 3  откачки давления, а также на загерметизированной 

поверхности 4  композита имеют следующий вид: 

1 : 2 / ;f gp p R  

   

;g g f fp p    n K n K

 
2 : 2;f ep p

   

3 : 3;g ep p

   

4 : 0;a ap  n K  

           00 : .at p p                                                                             (5)

                                        Здесь 3ep  — давление откачки газа; 2ep  — давление, подающееся 

при RTM-методе;

 

  — коэффициент поверхностного натяжения на 
границе раздела жидкого связующего и газа; R  — характерный 
радиус кривизны фронта пропитки.  

Вводя для газовой фазы разность давлений 2 / ,g gp p R    

граничные условия (4) можно переписать в виде (тильду над gp
опускаем) 

1 : ;f gp p   ;g g f fp p    n K n K  

2 2: ;f ep p   3 3: 2 / ;g ep p R     4 : 0.a ap   n K     (6) 

Уравнение фильтрации для функции gp имеет вид (3).  

Задача микроскопической фильтрации жидкого связующего 
ЯП в  композите. Задача (3), (5), (6) позволяет моделировать филь-
трацию связующего в конструкции из композита без учета детальной 
микроструктуры  материала. Для исследования влияния особенно-
стей  микроструктуры  на  движение  жидкой массы  связующего и  

(4)
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Рис. 1. Ячейка периодичности (показаны 
только армирующие волокна) тканевого 

композита 
 

определения коэффициентов проницаемости aK  рассмотрим так 
называемую задачу  микроскопической фильтрации на ЯП (рис. 1), 
которая в декартовой системе координат имеет следующий вид: 
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
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                     (7) 

где f  — коэффициент вязкости жидкого связующего; (0)
iv  — компо-

ненты вектора скорости движения связующего; (1)p  — пульсация 

давления в связующем; fs  — поверхность контакта жидкого связую-

щего и твердых нитей; i  — локальные координаты в ЯП; (1)
/ip  — 

производные по локальным координатам; (1)p  — интеграл по fV  

объему жидкого связующего. К системе (7) присоединяются  условия 
периодичности функций на границах ЯП, обозначаемые как (0)[[ ]] 0iv  , 

здесь 1/2 1/2i     — область ЯП fV . Осредненный градиент 

давления ,f ip  в системе (7) зависит только от глобальных координат 

ix  и рассматривается как «входные данные» задачи микроскопической 
фильтрации (7). Этот градиент вычисляют на основании решения 
задачи макроскопической фильтрации (3), (5), (6). 

В рассматриваемой трехмерной пористой структуре поры образуют 
продольные каналы вдоль всех трех осей jO  (см. рис. 1).  
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В силу линейности локальной задачи (7) ее решение можно представить 
в виде линейной функции от входных данных, т. е. от , :f ip  

3
(1) ( )

,
1

( ) ;i ip P p




   
3

(1) ( )
,

1

1
( ) ;i i i i

f

v W p




 
                   (8) 

где функции ( ) ( )iP   ,  ( ) ( )i iW    зависят только от i . 
Подставив выражения (8) в локальную задачу (7), после 

исключения градиента , ip   получим набор локальных задач ( )L   для 

определения функций ( ) ( )iP   , ( ) ( )i iW   , которые в отличие от 
задачи (7) не содержат констант, описывающих физические свойства 
жидкости, и не зависят от входных данных: 
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/
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; ;

0; ;
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 

 

     
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
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                         (9) 

Здесь обозначено: ( ) ( )
/i i jjW W   , а также  

(0)
,( )

(0)
,

и0 при  или при   0;  

1 при  и 0
i

i i P
h

i P





      
  

 
— функции, позволяющие учитывать вырожденный случай пористой 
структуры, когда сквозные каналы пор по одному из координатных 
направлений отсутствуют. 

Решение задачи (9) зависит только от внутренней геометрии пор, 
поэтому применимо для расчета фильтрации как жидкой, так и 
газовой фазы.  

Полученную задачу (9) решали  методом конечных элементов 
(КЭ). Применяли тетраэдальный десятиузловой КЭ с 34 степенями 

свободы: по три компоненты вектора скорости ( )
iW   в каждом узле и 

по одному значению давления ( )P   в каждой вершине тетраэдра. 

Этот КЭ обеспечивал квадратичную аппроксимацию скоростей ( )
iW 

 
и линейную аппроксимацию пульсации давления ( ).P   Для решения 
глобальной СЛАУ применяли устойчивый алгоритм бисопряженных 
градиентов. Алгоритм численного моделирования  был реализован на 
базе программного комплекса, разработанного в Научно-образова-
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тельном центре «Симплекс» и на кафедре «Вычислительная матема-
тика и математическая физика»  МГТУ им. Н.Э. Баумана [26–28]. 
Программный комплекс позволяет решать следующие подзадачи: 
формирование расчетной области; задание свойств материалов; 
формирование на основе расчетной области сетки КЭ; решение 
задачи методом КЭ; обработка результатов применения процедуры 
методом КЭ; визуализация расчетов.  

Результаты численного моделирования процессов микроско-
пической фильтрации. На рис. 2 и 3 показаны некоторые результаты 
численного решения задачи (9) для ЯП тканевого композита. На рис. 2 
приведено распределение безразмерного значения пульсации давле-
ния (1)P  в жидком связующем в ЯП тканевого композита для задачи 1L , 
которая соответствует течению связующего вдоль направления 1O . 

Максимальные значения пульсации давления  (1)P  достигаются на 
поверхности волокон с «наветренной» их стороны, обращенной в 
сторону движущейся жидкости, минимальные — на противоположной 
стороне волокон. 

На рис. 3 показано распределение продольной компоненты век-
тора скорости   (1)

1W  жидкого связующего в ЯП тканевого композита в 
той же  задаче  (1)L  .  Скорость имеет пуазейлевский характер распре-
деления — ее максимум достигается в продольном направлении, т. е. 
вдоль линии максимального удаления от поверхности волокон. В по-
перечном направлении к этой линии скорость распределена почти по 
квадратичному закону.     

 

 

Рис. 2. Распределение пульсации давления (1)P  в жидком  
                     связующем в ЯП тканевого композита 
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Рис. 3. Распределение компоненты вектора скорости (1)
1W  

            в жидком связующем в ЯП тканевого композита 
 

После решения локальных задач  ( )L   компоненты j
iK тензора 

проницаемости aK  жидкой и газовой фаз по порам тканевого компо-
зита могут быть вычислены в соответствии с формулами 

;j j
fi iK K   ( )1

,
f

j j
i i

g V

K W dV



   .

f

g

V

dV


                  (10) 

Значения безразмерных j
iK   и размерных j

iK   коэффициентов 
проницаемости для жидкого связующего, фильтрующегося в порах 
тканевого композита, а также для газовой фазы приведены в таблице.  

 
Результаты расчета пористости и коэффициентов проницаемости  

для тканевой структуры с безразмерным радиусом волокон  R = 0,125 

Задача 
Пористость 

g  

Безразмерный 
коэффициент 
проницаемости 

j

iK  

Коэффициент 
проницаемости 
жидкой фазы, 

 12
10 ,

j

iK
  м2   

Коэффициент 
проницаемости 
газовой фазы, 

14
10 ,

j

iK
  м2  

( ) , 1iL i   0,555 0,003 687 676 9,221 11,127 
( ) , 3iL i   0,555 0,002 496 272 6,242 7,532 

Характерные  значения вязкости жидкой f  и  газовой g  фаз 

полагали равными: 31,5 10  Па с;f
     51,81 10  Па с.g

         
Результаты численного моделирования процессов макроско-

пической фильтрации. Примем, что в рассматриваемом пористом 

тканевом композите характерный размер ячеек 6ˆ 50 10  м,l    а ха-
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рактерный размер всей области ˆ 0,1 м.L    Рассмотрим конструкцию 
из тканевого композита в форме пластины (параллелепипеда)  разме-
ром0,02 м 0,05 м 0,1 м.    

Решение задачи (3), (5), (6)  с использованием формул (10) про-
водили для двух случаев: 1) отсутствие перепада давления (движение 
границы раздела фаз только вследствие действия капиллярных сил); 
2) наличие перепада давления (что характерно для RTM-метода изго-
товления композита). Эти случаи различались заданием граничных 
условий. В первом случае значения давлений в граничных усло-

виях (4) имели вид 5
2 3 10  Па,e ep p   во втором — их выбирали 

следующим образом: 5
2 1,1 10  Па;ep    5

3 10  Па.ep   
Фронт пропитки композитной пластины жидким связующим по-

лагали плоскопараллельным, движущимся вдоль координатного 
направления 3.Ox  Каждый раз, когда разность между положением 
границы раздела на данном временном слое и фактическим положе-
нием границы составляла не менее  0,0001, производили перестрое-
ние КЭ-сетки и интерполяцию результатов расчетов со старой сетки 
на новую.  

Значения параметров, общие для рассматриваемых случаев, 
представлены ниже (начальные параметры КЭ-сетки: число уз- 
лов 49 270, число КЭ 265 561, число поверхностных КЭ 17 166): 

 
Значения параметров  

для решения  задачи макроскопической фильтрации 

Безразмерный коэффициент проницаемости пористой среды K … 0,000295079 
Радиус кривизны поверхности жидкости в отдельной поре  

R · 10–5,  м ………………………………………………………… 1,5 

Коэффициент поверхностного натяжения жидкости  , H/м …… 0,0289 

Коэффициент сжимаемости жидкости β ·10–9, м2/Н ………………. 0,820 
Конечный момент времени, с ………………………………………... 1 
Число временнûх слоев ……………………………………………… 1000 

Начальное условие для жидкой фазы (t = 0) fp ·105, Па ………….. 1 

Начальное условие для газовой фазы (t = 0) gp ·105, Па ………….. 1 

Характерный размер всей области пористой среды ˆ,L м …………. 0,1 

Характерный размер ячейки пористого материала l̂ ·10–6, м ……. 50 

 

Результаты решения задачи макроскопической фильтрации для 
первого случая приведены на рис. 4, 5, 8, а,  для второго — на рис. 6, 
7, 8, б. 
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Рис. 4. График распределения порового давления 3( )ap x (атм) в пластине из тканевого 
композита при фильтрации в нем жидкого связующего для случая отсутствия пере- 
                                 пада внешнего давления 2 3e ep p  

 

   
Рис. 5.  График распределения компоненты вектора скорости 3 3( )v x

 
(м/с) в пла-

стине из тканевого композита при фильтрации в нем жидкого связующего для слу- 
                     чая отсутствия перепада внешнего давления 2 3e ep p  
 

  
Рис. 6.  График распределения порового давления 3( )ap x

 
(атм)  в  пластине из тка-

невого композита при фильтрации в нем жидкого связующего для случая наличия  
                      перепада внешнего давления 2 3 0, 01 МПаe ep p   
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Рис. 7. График распределения компоненты вектора скорости 3 3( )v x

 
(м/с) в пла-

стине из тканевого композита при фильтрации в ней жидкого связующего для слу- 
              чая наличия перепада внешнего давления 2 3 0, 01 МПаe ep p   

 

 
а б 

Рис. 8. Распределение  в момент времени t = 19 мс порового давления 3( )ap x
 
в пла-

стине из тканевого композита при фильтрации в нем жидкого связующего для случая  

    отсутствия (а) и наличия (б) перепада внешнего давления 2 3 0, 01 МПаe ep p   

 
Выводы. В работе предложена математическая модель много-

уровневой фильтрации жидкого связующего в тканевом композите 
при RTM-методе изготовления. Модель включает два основных 
структурных уровня: осредненного макроскопического описания 
процесса фильтрации в каркасе композитной конструкции и микро-
скопического — в рамках отдельной ЯП тканевого материала. Мо-
дель основана на результатах применения метода асимптотического 
осреднения насыщенных пористых  структур.  

Для численного решения задачи микроскопической фильтрации, 
а также для решения задачи макроскопической фильтрации исполь-
зован метод конечных элементов. Представленные результаты чис-
ленного  моделирования процесса фильтрации жидкого связующего в 
тканевом материале позволили выявить характерные особенности 
движения жидкого связующего. Показано, что в области между во-
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локнами это движение похоже на пуазейлевское течение с квадра-
тичным законом распределения по нормали к основной линии тече-
ния жидкого связующего.  

Для задачи макроскопической фильтрации в рассмотренных слу-
чаях наличия и отсутствия перепада внешнего давления максималь-
ные значения скорости фильтрации жидкого связующего реализуют-
ся в окрестности фронта пропитки, что согласуется с законом Дарси. 
При наличии внешнего перепада давления скорость движения жид-
кого связующего в порах резко возрастает, что соответствует реально 
наблюдаемым процессам в композитах при использовании RTM-
метода изготовления.   

Распределение давления в композитной пластине при наличии 
перепада внешнего давления не является равномерным в областях fV  

и  gV  (см. рис. 6), давление монотонно уменьшается от границы по-

дачи давления к границе фронта пропитки композита. 
Разработанная модель может служить основой для оптимизации 

технологических процессов изготовления элементов конструкций из 
композиционных материалов при использовании RTM-метода изго-
товления.  

Исследование выполнено за счет средств  
Задания № 1.445.2014/К Минобрнауки России 
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Моdeling the process of multilevel liquid binder filtration  
in a textile composite manufactured by RTM technology 

© Yu.I. Dimitrienko, Yu.V. Shpakova, 
 I.O. Bogdanov, S.V. Sborschikov 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 

The article considers the mathematical model of a multilevel filtration process of liquid 
binder in a textile composite material manufactured by RTM technology. The model de-
scribes filtration process on the two structural levels: the macroscopic motion of the liq-
uid binder on the frame of the composite structure and the motion of the binder within the 
individual cell of textile composite periodicity on a microscopic level. Both three-
dimensional filtration problems are solved numerically using the finite element method. 
The presented results of numerical modeling the filtration process of the liquid binder in 
a textile material revealed characteristic features of the binder motion. The developed 
model of multilevel filtration may serve as a basis for the optimization of technological 
processes of manufacturing structural elements made of composite materials using the 
RTM technology. 

Keywords: composites, multilevel filtration process, RTM method, asymptotic averaging 
method, periodicity cell, textile composite, finite element method, numerical simulation, 
pore pressure. 
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