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Рассмотрена задача моделирования характеристик слоистых композитов с конеч-
ными деформациями по характеристикам отдельных слоев, имеющая важное зна-
чение для проектирования резинотехнических деталей, эластомерных конструкций 
и др. Предложен вариант метода асимптотической гомогенизации для слоистых 
упругих композитов с конечными деформациями и периодической структурой, при 
этом использовано предложенное Ю.И. Димитриенко универсальное представление 
определяющих соотношений для слоев композита, объединяющее в себе комплекс 
различных нелинейно-упругих моделей. Разработан численный метод решения задачи 
на ячейке периодичности для слоистых композиционных материалов с конечными 
деформациями, реализованный в виде программного кода на языке С++. Метод поз-
воляет рассчитывать эффективные диаграммы деформирования слоистых компо-
зитов с конечными деформациями, связывающие компоненты осредненных тензоров 
напряжений Пиолы — Кирхгофа и градиента деформаций. Представленный пример 
расчета демонстрирует реализуемость и эффективность разработанного метода 
расчета упругих характеристик слоистых композитов с конечными деформациями.  
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Введение. Композиционные материалы, состоящие из резинопо-

добных или эластомерных матриц, способных выдерживать без раз-
рушения большие деформации (100 % и более), и жестких армирую-
щих наполнителей типа тканей, дисперсных частиц, высокопрочных 
волокон, представляют значительный интерес для промышленности 
[1–6]. В частности, к материалам такого типа относятся резинокорд-
ные материалы, активно применяемые в шинной промышленности,  
а также эластомерные теплозащитные материалы, наполненные мик-
росферами [7]. Необходимость расчета характеристик в области 
больших деформаций возникает даже для «традиционных» компози-
тов, образованных намоткой волокон, если углы намотки заметно от-
личаются от нуля [8, 9]. Расчет точных эффективных упругих харак-
теристик таких композитов с конечными деформациями — достаточно 
сложная задача ввиду сильной физической нелинейности механиче-
ского поведения фаз композита, а также геометрической нелинейности 
задачи. Работ, которые посвящены решению этой задачи, немного  
[3, 8, 9]. 
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В настоящей работе предложен метод расчета диаграмм дефор-
мирования слоистых композитов с конечными деформациями на ос-
нове асимптотической теории гомогенизации (осреднения) нелиней-
но-упругих композитов с периодической структурой, обобщенной 
для случая конечных деформаций. Метод асимптотического осред-
нения достаточно хорошо развит, численное моделирование микро-
механики композитов успешно реализовано, но главным образом для 
линейных задач [10–17]. Для построения метода асимптотического 
осреднения в случае конечных деформаций в настоящей работе ис-
пользованы универсальные представления моделей нелинейно-
упругих сред с конечными деформациями, предложенные Ю.И. Ди-
митриенко [18–20]. Получены аналитические решения локальных  
задач для слоистых композитов с конечными деформациями. Для чис-
ленной реализации этих решений применен метод вложенной оптими-
зации. Представлены примеры численного расчета слоистых компози-
тов с конечными деформациями. 

Исходная задача нелинейной упругости для композитов с пе-
риодической структурой и конечными деформациями. Обозначим 
эйлеровы (декартовы) координаты каждой материальной точки в от-

счетной и актуальной конфигурациях как kx  и 
0

,kx  а лагранжевы ко-

ординаты как iX  и будем полагать лагранжевы координаты совпа-

дающими с декартовыми: 
0

.i iX x  Рассмотрим неоднородную 
упругую твердую среду V с конечными деформациями, которая в от-

счетной конфигурации 
0
K  обладает периодической структурой (ком-

позит) и для которой можно выделить повторяющийся элемент — 

ячейку периодичности (ЯП) 
0

,V   состоящую из N компонентов: 
0

, 1, ..., ,V N    где   — локальная лагранжева координата в от-

счетной конфигурации 
0

.K  
Рассмотрим для такой неоднородной среды задачу нелинейной тео-

рии упругости в лагранжевом описании в общей формулировке, пред-
ставленной в [18–20], с использованием универсальных моделей — так 
называемых моделей An, предложенных Ю.И. Димитриенко, для сред 
с конечными деформациями (все компоненты векторов и тензоров 
отнесены к неподвижному ортонормированному базису ke  — от-

счетной конфигурации 
0
K ): 

0 0
0,ij j

i P f    
0
;iX V                                   (1) 
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0 ( , ),
(n)

ij ij kl mP F XF  
0 0

;iX V                             (2) 
0

,k k k
ll lF u    

0 0
;iX V                                 (3) 

0
[ ] 0,ij

in P   [ ] 0,iu   
0

;iX                                (4) 

0
,ij j

i en P t  
0

1,iX   ,i i
eu u  

0

2 .iX                         (5) 

Здесь (1) — уравнения равновесия; (2) — определяющие соотноше-
ния нелинейно-упругой среды; (3) — кинематическое соотношение; 

(4) — условия идеального контакта на поверхностях раздела 
0

   -й 

и  -й компонент композита; (5) — граничные условия на частях 1

0
  

и 2

0
  внешней поверхности композита ( 1 2

0 0 0
V    ). В уравнениях 

(1)–(5) обозначено: [ ]ijP  — скачок функций на границе раздела 
0

  

компонент композита; 
0
  — плотность; компоненты: ijP  — тензора 

напряжений Пиолы — Кирхгофа, k
lF  — тензора градиента дефор-

маций, ku  — вектора перемещений, 
0

in  — вектора нормали к по-

верхности в 
0

,K  j
et  — вектора поверхностных усилий, i

eu  — вектора 

заданных перемещений поверхности, jf  — вектора плотности мас-

совых сил, 
0

i iX


 


 — набла-оператора, а также 0

(n)
ijF  — тензора 

определяющих соотношений нелинейно-упругих компонент компо-
зита, который для моделей An упругих сред с конечными деформаци-
ями имеет сложный неявно заданный вид [18–20] и зависит от ком-

понент градиента деформаций k
lF  и лагранжевых координат 

(разрывным образом) :iX  

( ) ( )0
0 0( , ) ( )E ( ) ( , );

(n) n n
ij k m m ijsq k np m

l l sqF X X F C X  F             (6) 

3( ) 0 0
3

1

1 1
;

3 3

n
np n n p npC Q Q

n n

  


   

   

3( ) 0 0 0
0 0

, 1

E ( ) ;
n

ijsq k i j s q
lF E Q Q Q Q    

 
   
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( ) ( )

( )
( , ) ( , ).

n n
np m np m

sq n
np

C X C X

C


  


 

Здесь 
( )

( , )
n

np mC X  — упругий потенциал (различный для каждого 

компонента композита и поэтому зависящий явно от iX ); 
( )n

npC  — 
компоненты симметричного тензора энергетических деформаций; 
( )

0E
n

ijsq  — компоненты тензора энергетической эквивалентности [18, 

19]; 
0

( ),i k
lQ F  ( )j k

lQ F  — матрицы собственных векторов левого и 

правого тензоров искажений (являются неявными функциями только 

от k
lF ); 0 ( )E   — функции собственных значений   тензоров ис-

кажений (собственные значения   также являются функциями 

только от компонент тензора k
lF ). 

Решение задачи (1)–(5) отыскивают относительно поля вектора 

перемещений ( ),k k iu u X  после нахождения которого координаты 

произвольной точки композита вычисляют по формуле ( )k ix X 
0

( ) ( ).k i k ix X u X   
Асимптотические разложения в теории конечных деформа-

ций. Рассмотрим слоистый композит, который в отсчетной конфигу-
рации представляет собой систему параллельных слоев, ортогональ-

ных к направлению 3OХ  и периодически повторяющихся таким 
образом, что можно ввести ЯП — набор из конечного числа слоев 
суммарной толщиной l . Введем малый параметр / 1l L    как от-
ношение толщины ЯП l  к общей толщине композита L  (размеры 

определены для отсчетной конфигурации 
0
K ), а также введем ло-

кальную лагранжеву координату   в 
0

,K  которая связана с координа-

тами iX  соотношениями 

3

;
X

 


   .
i

i X
X

L
                                         (7) 

Положим, что локальная координата в ЯП изменяется в диапазоне 

0,5 0,5,i     а границы раздела слоев обозначим как ,  
1.. 1.n    
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В силу периодичности структуры композита его плотность 
0
   

и тензор определяющих соотношений 0
(n)

ijF  (6) можно рассматривать 

как периодические функции локальной координаты: 0 ( , ).
(n)

ij k
lF F  

Решение задачи (1)–(5) относительно вектора перемещений бу-
дем искать в виде квазипериодической функции координат, т. е. пе-
риодической функции локальной лагранжевой координаты, завися-
щей от глобальных лагранжевых координат: 

( , ),k k iu u X     ( , ) ( , ),k i k iu X u X a                      (8) 

где a  — произвольное целое число.  

Дифференцирование квазипериодических функций ( , )k if X   осу-
ществляем по формальным правилам дифференцирования сложной 
функции и с учетом (7) имеем 

0

, |3 3
1

,k k k
i i iu u u   


                                   (9) 

где 

, |3( , ); ( , ).k k l k k l
i i

u u X u u X
X

 
   


 

Будем искать решение задачи (1)–(5) для композита периодиче-
ской структуры в виде асимптотических разложений по параметру  : 

2
(0) (1)( , ) ( ) ( , ) ...k i k i k iu X u X u X                        (10) 

Представление (10) означает, что в данной задаче допускаемые 
перемещения композита с периодической структурой могут быть ко-
нечными только на «глобальных» расстояниях порядка L , а на рас-
стояниях порядка l, т. е. в рамках каждой ЯП, допускаются лишь ма-
лые перемещения порядка ( ),O   однако деформации в ЯП могут 
быть конечными. 

Подставляя (10) в (3) с учетом (9), находим асимптотическое раз-
ложение для градиента деформации  

(0) (1) 2( , ) ( , ) ...;k k i k i
l l lF F X F X                     (11) 

(0) (0) (1) (1) (1) (2)
, 3 , 33 3( , ) ; .k i k k k k k k

l l l l l l lF X u u F u u           (12) 

Подставляя разложение (11) в (2) и используя формулу Тейлора, 
находим асимптотические разложения определяющих соотношений и 
тензора Пиолы — Кирхгофа: 
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(0) (1) 2( , ) ( , ) ...;ij ij k ij kP P X P X                          (13) 

(0) 0 (0) (1) 0 (0) (1)
(0)

( , ); ( , ) .
(n) (n)

ij ij k ij ij k k
l l lk

l

P F P F F
F


   


F F  

После подстановки разложения (13) в (1) с учетом (7) получаем 
асимптотическое разложение уравнений равновесия и граничных 
условий: 

0
(0) (0) (1)

3 , 33 3

(1) (2) 2
, 33

1
( )

( ) ... 0;

ij ij ij j
i i i

ij ij
i i

P P P f

P P

     


                         (14) 

0 0
3 (0) 3 (1) 2

3 3[ ] [ ] ...0;j jn P n P     (0) (1) 2[ ] [ ] ... 0,k ku u      

0
;iX                                              (15) 

0 0
3 (0) 3 (1) 2

3 3 ... ,j j j
en P n P t      

0

1;iX   

(0) (1) 2... ,k k i
eu u u      

0

2 .iX   

Локальные задачи нелинейной теории упругости. Приравни-
вая в (14), (15) члены при одинаковых степенях   к нулю, получаем 
рекуррентную последовательность L  локальных задач нелинейной 

упругости. Задача 0L имеет следующий вид: 

3 (0)
3 0;jP                                            (16) 

(0) 0 (0)( , );
(n)

ij ij k
lP F F                                (17) 

(0) (1)
33( , ) ;k i k k

l l lF X F u                             (18) 

3 (0)[ ] 0,jP   (1)[ ] 0,ku   , 1.. 1;n                 (19) 

(1) 0;ku                                          (20) 

(1)

3
0.ku                                           (21) 

Здесь введена операция осреднения по ЯП 
0

V  : 

0,5
(1) (1)

0,5

k ku u d


    
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и обозначен средний градиент деформаций  

(0)
, .k k k

l l lF u    

Наличие условия (20) вызвано требованием единственности зада-
чи на ЯП и делает эту задачу интегродифференциальной. Условие 
(21) означает периодичность неизвестных функций на границе ЯП: 

(1) (1) (1)

0,5 0,53
0.k k ku u u

 
         Задача 0L  рассматривается от-

носительно неизвестных перемещений (1)ku . Средний тензор-гра-

диент деформаций k
lF  рассматривается как «входные данные» ло-

кальной задачи 0L . 

Локальная задача 1L  имеет вид 

0
(0) (1)

, 33 0;ij ij j
i iP P f                               (22) 

(1) 0 (0) (1)
(0)

( , ) ;
(n)

ij ij k k
l lk

l

P F F
F


 


F                     (23) 

(1) (1) (2)
, 33 ;k k k

l l lF u u                                (24) 

3 (1)[ ] 0,jP   (1)[ ] 0,ku   ,    1.. 1,n    

(2) 0,ku   (2)

3
0.ku                                  (25) 

Эта система уравнений рассматривается относительно перемеще-

ний (2)ku  и является относительно них линейной. 
Осредненная задача нелинейной теории упругости для ком-

позита. В силу периодичности функций на ЯП имеет место соотно-
шение 

3 (0) 3 (0) 3 (0)
3 0,5 0,5

0.j j jP P P
 

                      (26) 

Осредняя систему уравнений (12), (18), (22), с учетом (26) полу-
чаем осредненную задачу нелинейной упругости для композита: 

0
(0)

, 0;ij j
iP f                                       (27) 

(0) 0 (0)( , ) ;
(n)

ij ij k
lP F   F                             (28) 

(0) (0)
,( , ) ;k i k k

l l lF X u                                (29) 
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0
(0) ;ij j

i en P t      
0

1;iX   (0) ;k i
eu u   

0

2 .iX           (30) 

Осредненный градиент деформации k
lF   в силу периодично-

сти функций (1)ku  совпадает со средним градиентом деформаций .k
lF  

В задаче (27)–(30) предполагается, что перемещение (1)ku , являюще-
еся решением задачи 0L , может быть представлено как функция ло-

кальных координат и «входных данных задачи» — среднего градиен-
та деформаций, поэтому, согласно (18), в виде такой же зависимости 

может быть представлен и градиент (0) ( , )k i
lF X   нулевого прибли-

жения, т. е. 
(1) (1) ( , );k k m

su u F   (0) (0) ( , ).k k m
l l sF F F                    (31) 

Подставляя (31) в (29) и (28), получаем осредненные определяющие 
соотношения композита, записанные в неявной форме: 

(0) 0 ( );
(n)

ij ij k
lP F F                                      (32) 

0 0 (1)
33( ) ( ( , ) .

(n) (n)
ij k ij k k k m

l l l lF F u F    F F                (33) 

Решение локальной задачи нулевого приближения. Эта задача 
(16)–(21) является нелинейной, но одномерной, в ней все функции 
зависят только от координаты  , поэтому можно найти формальное 
решение этой задачи. 

Интегрируя уравнения равновесия (16), получаем, что напряже-

ния 3 (0)jP  постоянны в ЯП: 

3 (0) const,j jP C                                     (34) 

где jC  — постоянные интегрирования. 
Из уравнения (18) следует, что среди девяти компонент градиента 

деформаций (0)k
lF  от координаты   зависят только три компоненты: 

(0) (1)
3 3 3,k k kF F u                                   (35) 

а остальные шесть совпадают с компонентами среднего градиента 

(0) , 1, 2.k k
L LF F L                                (36) 

Тогда, подставляя (35), (36) в (34), получаем систему трех нелиней-
ных алгебраических уравнений, которую можно рассматривать отно-

сительно трех компонент (0)
3 :kF  
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03 (0)
3( , , ).

(n)
j j k k

LC F F F  

Запишем формальное решение этой системы в виде  

(0)
3 ( , , ).

(n)
k k j k

LF C F G                                 (37) 

Подставим в формулу (37) выражение (35) и получим систему 
трех обыкновенных линейных дифференциальных уравнений отно-

сительно перемещений (1):ku  

(1)
3 3 ( , , ),

(n)
k k k j k

LF u C F  G                          (38) 

которую легко интегрировать: 

(1)
3

0,5

( , , ) ,
(n)

k k j k m k k
Lu C F d F B





      G                  (39) 

где kB  — константы интегрирования. 
Заметим, что условия идеального контакта (19) для функций (39) 

и (34) автоматически выполняются. Подставляя (39) в условие нор-

мировки (20), находим константы :kB  

0,5

( , , ) .
(n)

k k j k m
LB C F d





     G  

После подстановки выражения (39) в условие периодичности (21), 
получаем уравнение 

3( , , ) ,
(n)

k j k m k
LC F F  G  

которое можно рассматривать как нелинейное алгебраическое урав-

нение относительно констант .jC  

Запишем формальное решение этого уравнения в виде 

3( , ).
(n)

j j k k
LC F F S  

Тогда из (18) и (38) находим соотношение между градиентом 
(0)k

lF  и средним градиентом :k
jF  

(0)
3 3 3( ( ( , ), , ) ) .

(n) (n)
k k k j k k k k

l l l l lF F F F F F    G S             (40) 
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Подставляя выражение (40) в (33) и интегрируя его по ЯП, нахо-
дим эффективные определяющие соотношения (32) для слоистого 
композита, где  

0 0
3 3 3( ) ( ( ( ( , ), , ) ) , ) .

(n) (n) (n) (n)
ij k ij k k j k k k k

m l l l lF F F F F F       F F G S  (41) 

Метод численного расчета. Функции 03 (0)
3( , , )

(n)
j k k

LF F F  для 

слоистого композита являются кусочно-постоянными по аргументу :  

03 (0) 03 (0)
3 3( , , ) ( , ), ,

(n) (n)
j k k j k k

L LF F F F V    F F  

где 1{ : }V          — -слой; 1h      — толщина -слоя, 

поэтому и значения градиента (0)
3 constkF   являются постоянными 

для каждого слоя. 
Тогда может быть предложен следующий алгоритм численного 

нахождения эффективных определяющих соотношений (41). 
1. Выбираем значения девяти компонент осредненного градиента 

3{ , }k k k
m LF F F  из куба значений max0 .k

mF F   

2. Выбираем значения констант ,jC  имеющих смысл «напряже-

ний» 3 ,jP  из некоторой области (куба) значений maxmin .j j jC C C   

3. При фиксированных значениях jC и k
LF  ищем решение урав-

нений 

03 (0)
3( , )

(n)
j j k k

LC F F F                                  (42) 

для каждого -слоя относительно функций (0)
3 const.kF    

Решение уравнения (42) ищем методом минимизации функцио-

нала невязки: 1) выбираем начальные значения (0)
3 const,kF    по 

ним вычисляем значения функций 03 (0)
3( , );

(n)
j k k

LF F F  2) вычисляем 

невязку 03 (0)
3( , ) ,

(n)
j j k k

LC F F F  сравниваем ее с полученной на 

предыдущей итерации, выбираем минимальное значение и перехо-
дим к следующему шагу согласно тому или иному численному мето-
ду решения задачи минимизации невязки: 
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(0)
3

03 (0)
3( , ) min,

k

(n)
j j k k

lL

F

C F F



  F  

в итоге находим значения (0)
3

kF   для каждого слоя. 

4. Найденные значения (0)
3

kF   представляют собой значения об-

ратной функции (0)
3 ( , )

(n)
k k j k

LF C F G  для каждого слоя, поэтому, 

осредняя это выражение, получаем некоторое значение 3
ˆ :kF  

(0)
3 3

1 1

ˆ( , , ) ( , )
(n) (n)N N

k j k m k j k k k
L LC F C F h F h F   

 

      G G  

(где h  — толщины слоев), которое может отличаться от истинного 

значения градиента 3 .kF  

5. Образуем относительное отклонение этих векторов — еще од-

ну невязку 3 3
ˆ k kF F  — и организуем цикл итерации, в котором бу-

дем изменять значения jC  таким образом, чтобы доставить минимум 

вектору ошибки: 

3 3
ˆ min .

j

k k

C

F F   

В результате получим вторую задачу минимизации в трехмерном 

пространстве jC , для которой этапы 2–4 являются внутренними и 

повторяются. Реализовав численный алгоритм решения второй зада-

чи (например, методом градиентного спуска), находим значения ˆ .jC  

6. Этим значениям ˆ jC  соответствуют значения компонент (0)
3

ˆ ,kF   

вычисленные по пп.1–3. Подставляя эти значения в определяющие со-
отношения (41): 

(0) 0 (0)
3

ˆ( , , ),
(n)

ij ij k k
IP F F F                                 (43) 

получаем распределения напряжений в композите. 
7. Осредняя уравнение (43), получаем осредненные определяю-

щие соотношения: 

(0) 0 (0)
3

ˆ( , , ) .
(n)

ij ij k k
IP F F  F  
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Поскольку значение (0)
3

ˆ kF зависит от значения ˆ ,jC  а они, в свою 

очередь, являются функциями  3
kF и ,k

IF  то эти осредненные опреде-

ляющие соотношения формально можно записать так: 

0 (0) 0
3 3

ˆ( , , ) ( , ).
(n) (n)

ij ij k k ij k k
I IP F F F F  F F  

Линейные модели An. Рассмотрим пример, когда все слои ком-
позита могут быть описаны линейной моделью An [18, 19], но с раз-
ными коэффициентами. Тогда для всех слоев определяющие соотно-
шения (6) принимают следующий вид: 

   

 

( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1 2 1

2( )
0 0

1

1 2 1

( )

1 2 1 21 2

3( ) 0 0
3

1

1
( , ) ( )( ( )) ( )( ( ));

2

E ;

,  ( ) ;

1
2 ( ),   2 ,  ;

det

1 1

3 3

n n n n
np is is k

s

(n) n
ij ijsq

Csq

n n
kl

Csq Csq sqsq sq

n
is

n
np n n p

C l I C l I C C

I

I I I C C

J l l I C l J J
F

C Q Q
n n





  



     

 

    


       



  
 







F

 
 

3( )
0

, 1

;

E , .

np

n
nn

ijkl i j k l E
E Q Q Q Q E


   

 




 

 


  

          (44) 

Здесь 1 2( ), ( )l l   — константы модели, различные для каждого слоя 

композита; 
( )

1 1( )
n

isI I C  — первый инвариант энергетического тензо-

ра деформаций 
 

.
n

sqC  Компоненты матрицы 
 n

E   вычисляют по фор-
мулам [18–20]: 

I 1
;E

 

 

 
II 2

;E
 


  

 
III

1;E   

IV V2
 ;  .E E 

   
 

 
   
  
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В системе (44) собственные значения   и матрицы Якоби ,iQ 


 

iQ  собственных векторов ,   i i
i iQ Q    p e p e

 
 являются функция-

ми компонент ijF  градиента деформации в декартовом базисе ie  и 

могут быть найдены по формулам 

2det( ) 0;i k
l j ik ljF F      

2( ) 0;i k i
l j ik ljF F Q    


                             (45) 

2( ) 0.i k lj ik m
l j kmF F Q       

Для численного расчета собственных значений   и матриц Яко-

би ,iQ


 iQ  был использован метод вращений [21]. В качестве до-

полнительных уравнений к (45) используются условия нормировки: 

1,i j
ijQ Q   

 
 1.i j

ijQ Q    

Пример численного расчета. Для модели материала AI (n = I) 
согласно предложенному методу были проведены численные расче-
ты. Была разработана программа расчета на языке С++, позволяющая 
реализовать решение цепочки систем нелинейных алгебраических 
уравнений методом многомерной оптимизации. 

Графики функций (32) определяющих соотношений слоистого 
композита, построенные с помощью описанного выше алгоритма, 
показаны на рис. 1–3. Был рассмотрен композит с ЯП из трех слоев, 
характеризующихся двумя различными наборами упругих констант: 

слои 1, 3: 1 2100МПа, 50МПа;l l   

слой 2: 1 220МПа, 10МПа.l l   

Были выбраны следующие соотношения слоев (относительные 
толщины): 1 0,3;h   2 11 2 .h h   

На рис. 1 представлены графики функций (32) для компоненты 

осредненного тензора напряжений Пиолы — Кирхгофа 33P  в зависи-

мости от компоненты 33F среднего градиента деформаций, которая 

изменялась в диапазоне 1,0…1,2. Начальные значения для остальных 

компонент осредненного градиента: 11 22 1,F F   0, .ijF i j   
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Эти значения соответствуют условиям одноосного деформирования 
слоистого композита в направлении, ортогональном к плоскости сло-
ев, причем по боковым поверхностям композит скользит без измене-
ния линейных размеров 1 2( const).x x   

 

Рис. 1. Диаграммы деформирования 33 33( )P F  для слоистого композита с ЯП 

из трех слоев, имеющих различную толщину 

 

Рис. 2. Диаграммы деформирования 11 33( )P F  для слоистого композита с ЯП 

из трех слоев, имеющих различную толщину 
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Рис. 3. Диаграммы деформирования 33 33( )P F и 11 33( )P F  

для слоистого композита с ЯП из трех слоев 

 
Расчеты проводили для трех значений соотношения слоев:  

1) 1 0,3;h   2) 1 0;h   3) 1 0,5.h   Случаи 1 0h   и 1 0,5h   соответ-

ствуют гомогенным материалам с характеристиками первого или 

второго слоев. Функция 33 33( ),P F  представляющая собой диаграмму 

деформирования, для композита располагается между соответству-
ющими функциями для отдельных его слоев: для первого слоя  
с более высокой жесткостью и для второго слоя с меньшей жестко-
стью, чем у композита. 

На рис. 2 изображена эффективная диаграмма зависимости тен-

зора напряжения Пиолы — Кирхгофа 11P  от компоненты осреднен-

ного градиента деформации 33F  для трех различных соотношений 

слоев: 1) 1 0;h   2) 1 0,3;h   3) 1 0,5.h   При увеличении толщины 

первого слоя наблюдается рост напряжения.  
На рис. 3 показаны графики функций (32) для двух нормальных 

компонент осредненного тензора напряжений Пиолы — Кирхгофа 

33P  и 11P  в зависимости от компоненты 33F при одноосном дефор-

мировании.  
Представленные примеры расчетов демонстрируют реализуе-

мость и эффективность разработанного метода расчета упругих ха-
рактеристик слоистых композитов с конечными деформациями, а 
также численного алгоритма вычисления диаграмм деформирования 
композитов.  
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Выводы. В работе предложен вариант метода асимптотического 
осреднения для слоистых упругих композитов с конечными деформа-
циями и периодической структурой с использованием универсального 
представления определяющих соотношений для слоев композита. Раз-
работан численный метод решения задачи на ЯП для слоистых компо-
зиционных материалов с конечными деформациями. Метод, реализо-
ванный в виде программного кода на языке С++, позволяет 
рассчитывать эффективные диаграммы деформирования слоистых 
композитов с конечными деформациями, связывающие компоненты 
осредненных тензоров напряжений Пиолы — Кирхгофа и градиента 
деформаций. Пример расчета подтверждает реализуемость и эффек-
тивность предложенного метода. 

 
Исследование выполнено за счет гранта президента Российской 

Федерации для государственной поддержки молодых российских 
ученых — кандидатов наук (МК-5961.2015.8). 
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Modeling of laminated composites with finite deformations 
by asymptotic homogenization method 

© Yu.I. Dimitrienko, E.A. Gubareva, D.Yu. Kolzhanova 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 
 

The article covers a problem of elastic characteristic modeling for laminated composites 
with finite deformations. The problem is impotent for design of rubber-like and elastomer 
structures. A variant of asymptotic homogenization method is suggested for laminated 
elastic composites with finite deformations and periodical structures. Proposed by Yu. 
Dimitrienko, a universal representation of nonlinear constitutive relation for materials 
under finite deformations, is applied for composite model developed. Computational 
method for solution of nonlinear elasticity problem over periodicity cell of composite 
with finite deformation is suggested. The method is implemented in C++ program codes. 
The method allows to calculate an effective stress-strain diagrams in terms of averaged 
Piola—Kirchhoff deformation gradient for laminated composites with finite defor-
mations. Examples of calculations demonstrate feasibility and efficiency of the method 
developed for prediction of elastic characteristic of laminated composites with finite de-
formations. 

 
Keywords: laminated composites, finite deformation, asymptotic homogenization method, 
Piola—Kirchhoff stress tensor, deformation gradient, universal representation of nonlin-
ear constitutive relation. 
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