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Рассмотрена задача оптимизации толщины нагруженной балки, а именно —  ми-
нимизация веса конструкции, при заданных краевых условиях и ограничении по по-
датливости. Установлено, что математической моделью в данном случае явля-
ется краевая задача для обыкновенного дифференциального уравнения 4-го поряд-
ка. Решение возникшей оптимизационной задачи построено на двух разных 
подходах. Первый — классический вариационный метод, основанный на изучении 
вариации минимизируемого функционала и исследовании стационарной точки дан-
ного функционала. Во втором методе применяется принцип максимума Л.С. 
Понтрягина для задачи с закрепленными левым и правым концами.  
Численные эксперименты, проведенные для разных видов изгибающих нагрузок, 
проиллюстрированы графиками. Сопоставление полученных результатов свиде-
тельствует об эквивалентности обоих подходов, что существенно расширяет 
круг оптимизационных задач, для решения которых разрабатываются программ-
ные комплексы с моделями сложных систем. 
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Постановка задачи. В ряде динамических задач оптимального 
проектирования упругих конструкций вес конструкции является оп-
тимизируемым функционалом. Это связано с часто возникающим 
требованием минимизировать толщину конструкции, особенно, когда 
на конструкцию действуют внешние силы [1–5]. 

В настоящей работе в качестве такой конструкции выбрана балка 
постоянной плотности, равной единице, с закреплением на обоих 
концах различными способами. Математическая модель в данном 
случае представляет собой одномерную краевую задачу для обыкно-
венного дифференциального уравнения четвертого порядка, которое 
является уравнением изгибающих нагрузок [6–8]: 

  ( ,( ) ) ( )xx xx
x xh W q x                                        (1) 

где ( )W x — функция прогиба балки;  a  — константа, зависящая от 
формы балки;  ( )h x —  функция толщины балки; ( ) q x   —  функция 
нагрузки. Граничные условия в соответствии со способом закрепле-
ния балки: 
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Рассмотрим функционал, который характеризует вес балки, 
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и сформулируем оптимизационную задачу, а именно: найти такую 
функцию ( )h x , которая доставляет минимум функционалу (3), и вы-
полняются ограничения по податливости: 
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( ) ( ) , q x W x dx C                                         (4) 

где в формуле (4) фигурирует решение задачи (1)–(2). 
В данной работе предложены два метода решения: первый из них 

основан на вариационном принципе, второй — на принципе макси-
мума Л.С. Понтрягина. 

Вариационный принцип.  Перейдем от дифференциального 
уравнения четвертого порядка (1) к системе обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений (ОДУ) второго порядка: 
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Решение системы ОДУ найдено методом прогонки [9]:  
2
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где h  — шаг сетки;  () )( ,  i iV V ih h h ih    . 

Найдем новое приближение функции W  и из него — новое при-
ближение функции :h  

1
4 1

( 1)

1 1

.
2

n
i

i i i

Ch
h

W W W




 

 
    

 

                                     (7)  

Критерием для остановки процесса является выполнение условия 
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( .) ( )n nh x xdx h dx                                       (8) 



Упругие балки минимального веса, при наличии нескольких видов изгибающих нагрузок 

3 

Принцип максимума Понтрягина. Теперь считаем толщину 
балки управляющей функцией, на которую поставлены ограничения, 

 ( ) , , min maxh x h h  

и будем рассматривать задачу (1)–(4) как задачу оптимального 
управления. 

Следуя [10–12], перейдем от дифференциального уравнения чет-
вертого порядка (1) с помощью последовательных замен к системе 
обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка. Из 
(2) получим краевые условия для системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений 
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Согласно принципу максимума Л.С. Понтрягина [13–18], выпи-
шем функцию Гамильтона и сопряженную систему для задачи опти-
мального управления: 
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Отметим, что оптимальное управление доставляет максимум 
функции Гамильтона. Определим стационарные по h  точки функции 
Гамильтона: 
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Найдем вторую производную функции Гамильтона по перемен-
ной h  и обозначим ее через  :F         
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Подберем значение h  таким образом, чтобы функция Гамильто-
на принимала максимальное значение. Для этого, как известно, необ-
ходимо потребовать отрицательность второй производной в стацио-
нарной точке.  

Введем разбиение отрезка [0; 1] на конечное число частей 
, 1, ,ix i N  , которые имеют одинаковую длину. Далее рассмотрим 

значение F  в концевых точках каждого отрезка разбиения. Обозна-
чим iF  — значение функции F в точке разбиения i. 

Если 0iF  , то новое значение функции îh  в точке i  не изменя-

ется ˆ( )i ih x . Если 0iF  , то новое значение функции îh  в точке i  

подбираем таким образом, чтобы функция H  принимала максималь-
ное значение: 
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Таким образом, сформулирован алгоритм построения функции 
( )h x , которая является решением задачи (1)–(4).  
Рассмотрим примеры численных решений, которые выполнены в  

программном комплексе, разработанном с помощью пакета MatLab.  
Пример 1. ( ) 1.q x   Балку  нагружаем равномерно распределен-

ной нагрузкой  q. Решение вариационным методом представлено на 
рис. 1. Решение этой задачи с использованием принципа максимума 
Понтрягина при  q(x) ≡ 1  показано на рис. 2. По горизонтали на рис. 
1 и 2 отложена координата x  от 0 до 1; по вертикали — функция 
прогиба балки ( )W x , толщина балки ( )h x , а также зависимость 
функционала J от числа итераций. 

Отметим, что с помощью разработанной программы найдена 
функция прогиба и толщины балки. Модуль разности между функ-
ционалами, которые рассчитаны  вариационным методом и методом, 
основанным на принципе максимуме Понтрягина, равен  0, 01J  . 

Пример 2. ( ) 4 cos( ) 1q x x   . Балка нагружена неравномерно. 
Решение вариационным методом представлено на рис. 3. Решение 
той же задачи с использованием принципа максимума Понтрягина 
представлено на рис. 4. По горизонтали на рис. 3 и 4 отложена коор-
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дината x от 0 до 1, по вертикали — функция прогиба балки W(x), 
толщина балки h(x), а также зависимость функционала J от числа 
итераций.  

 

 
 

Рис. 1 
 

 

 
Рис. 2 
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Рис. 3 
 

 
Рис. 4 

 
Ситуация аналогична той, которая рассмотрена в примере 1. В 

данном случае модуль разности между функционалами ∆J = 0,01. 
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Сопоставляя результаты двух типов нагрузок, которые получены 
на основе вариационного метода и метода, основанного на принципе 
максимума Понтрягина, отметим, что модуль разности между этими 
функционалами равен 0,01. Это свидетельствует об эквивалентности 
обоих подходов. 

Заключение. В этой работе задача оптимизации веса конструк-
ции решена при заданных ограничениях по податливости и краевых 
условиях (балка жестко закреплена на концах). Для поиска минимума 
разработано два алгоритма: 

 классический вариационный метод, основанный на вариации 
функционала;  

 алгоритм, основанный на принципе максимума Понтрягина, 
для краевой задачи с закрепленными правыми и левыми концами. В 
ходе реализации алгоритма найдено решение сопряженной системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка. 

В результате  проведенных вычислительных экспериментов для 
разных видов нагрузок установлено, что для каждого из двух методов 
и для различных видов изгибающей нагрузки уменьшение веса кон-
струкции составило около 20 %. Оба подхода являются равноправ-
ными при решении широкого круга оптимизационных задач, при 
разработке проблемно-ориентированных программных комплексов с 
моделями сложных систем. Это обстоятельство позволяет эффектив-
но решать различные блочно-сепарабельные задачи оптимального 
управления. 

Дальнейшие исследования, связанные с задачами управления ди-
намическими системами сложной геометрии с упругими стенками, 
будут продолжены с использованием работ [19–22]. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ грант № 
15-01-05552. 
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Elastic beams of minimum weight in the presence of several 
types of bending loads 

© A.A.Gurchenkov1,2, N.T. Vilisova1, I.M. German2, A.M. Romanenkov2   
1Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 

2MATI – Russian State Technological University named after K.E. Tsiolkovsky,  
Moscow, 109387, Russia 

The article considers the problem of optimizing the loaded beam thickness, i.e. minimiz-
ing weight of the structure, for given boundary conditions and restrictions of strain ca-
pacity. It was found that the mathematical model in this case is the boundary value prob-
lem for ordinary differential equation of 4th order. Solving the optimization problem is 
based on two different approaches. The first one is the classical variational method based 
on studying the variation of the minimized functional and analyzing the stationary point 
of the functional. In the second method, the Pontryagin maximum principle is applied to 
the problem with fixed left and right ends. 
Numerical experiments carried out for different types of bending loads, are illustrated by 
graphs. Comparison of the results shows the equivalence of the two approaches. This 
significantly extends the range of optimization problems, for solution of which software 
with models of complex systems is developed. 
 
Keywords: beam thickness optimization, variational method, principle of maximum. 
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