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Задача, рассматриваемая в данной работе, является актуальной в области опти-
мизации форм упругих тел. Предложенный авторами способ решения удобен для 
применения на практике. Исследованы различные условия закрепления концов бал-
ки. При численном решении экстремальной задачи использовались метод последо-
вательных приближений и метод проектирования  градиента. Задача решена с 
учетом ограничений, наложенных на параметры балки, естественно возникающие 
при решении подобного рода задач. Для расчета оптимальной формы прогиба бал-
ки с помощью современных информационных технологий разработано удобное для 
конечного пользователя программное решение, которое позволяет наглядно де-
монстрировать результаты вычислений. 
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Постановка задачи. В ряде динамических задач оптимального 
проектирования упругих конструкций часто возникает необходи-
мость  облегчить вес проектируемой конструкции при заданной фун-
даментальной частоте собственных колебаний. Задача такого типа 
рассматривается в данной работе. В качестве оптимизируемой кон-
струкции выбрана упругая балка с различными способами закрепле-
ния на обоих концах.  

Известно, что поперечные колебания балки описываются обык-
новенным дифференциальным уравнением 4-го порядка с соответ-
ствующими граничными условиями, которые характеризуют способ 
закрепления балки. Рассмотрим уравнение состояния упругой балки 
в соответствии с [1–5]: 

                   ,( ω) xx
xx

h W Wx                   (1)  

где  — первое собственное значение; ( ) h x  — толщина балки; ( )W x  — 
прогиб балки.  

От уравнения (1) можно перейти к системе дифференциальных 
уравнений 

;
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Граничные  условия, которые соответствуют закреплению балки, 
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(1) (1) 0.
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В качестве минимизируемого функционала выберем вес балки 
(плотность балки полагаем равной единице), который определяется 
соотношением: 

 
1

0

( ) : ( ) .  J h x h x dx         (3) 

Таким образом, возникает экстремальная задача: найти функцию 
 h x , доставляющую минимум функционалу (3), при которой задача 

(2)–(2') имеет нетривиальное решение. 
Описание метода решения. При решении подобных задач с 

применением известных алгоритмов оптимизации требуется на каж-
дом шаге алгоритма определять ( )W x  и ω. C этой целью в данной ра-
боте использован метод последовательных приближений [6–10]. Он 
заключается в последовательных итерациях, при выполнении кото-
рых определяются значения (0) (1) ( ) ( 1), , , ,s sW W W W   и (0) (1)ω ,ω , ,  

( ) ( 1)ω ,ω .s s  Для решения системы уравнений вида (2) используется 
метод матричной прогонки. 

Для последующего применения метода проектирования градиен-
та выразим вариацию собственной частоты через вариацию управля-
ющей функции (в данном случае ( )).h x  Придадим функции ( )h x  ма-
лое приращение δ ( )h x , т. е. ( ) ( )  δ ( )h x h x h x  .  

Естественно, функции ( ),  ( )W x V x , а также собственное значе-
ние  ω также получает малое приращение δ ( ),  δ ( ),  δωW x V x  соответ-
ственно. Ограничиваясь членами первого порядка малости, получим  
уравнения в вариациях 
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с граничными условиями 

 (0) (1) (0) (1) 0.  W W V V                                (4') 

Умножим первое уравнение системы (4) на некоторую функцию 
1( )q x , а второе — на 2 ( )q x , сложим их и проинтегрируем от 0 до 1. 
После интегрирования по частям, учитывая  граничные условия 
(4’), а также подчиняя функции  1( )q x и 2 ( )q x  граничным условиям  

 1 1 2 2(0) (1) (0 0,) (1)q q q q                                   (5) 

получаем 
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Таким образом, выведено выражение вариации первого соб-
ственного значения через вариацию δ ( ):h x  
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Для численного решения задачи вводим, следуя [11], разностную 
сетку  0 1, , , Nx x x  с постоянным шагом 1Δ , 0, , 1.i ix x x i N       

Функцию ( )h x  аппроксимируем кусочно-постоянной функцией 
вида 
 1( )    при  , i i ih x h x x x                                     (8) 

где ih  — некоторые константы. 
Для реализации метода оптимизации применим метод градиент-

ного спуска [12–14]: 

 ( 1)  ,k k
iih h x                                              (9) 

где  – длина шага. 
Далее необходимо найти проекцию точки ( 1)kh   на поверхность, 

описываемую формулой (7) для приращения , которое в нашем слу-
чае должно быть равно нулю. Из этой формулы видно, что искомая 
поверхность нелинейным образом зависит от  ( ).h x  Этот факт чрез-
вычайно затрудняет поиск проекции любой точки на эту поверх-
ность.  

Поэтому поступим следующим образом. Обозначим в формуле 
(7) ( 1) ( )  k kh h h   , при этом необходимо найти значения  ( 1)kh  , кото-

рые являются проекциями величин ( 1)k
iih a    на поверхность 
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В формуле (10) слева стоит численная аппроксимация  интеграла, 

находящегося в числителе дроби (7).  Отметим, что 
1

2

0

1( )xW dx  , так 

как после каждого просчета  выполнялась нормировка функций  
( )  и   ( )W x V x . 

Для краткости обозначим  1 ( 1),   . k k
i ii ih x h а    Таким образом, 

необходимо решить следующую классическую задачу на условный 
экстремум: 
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Для решения задачи на условный экстремум воспользуемся ме-
тодом множителей Лагранжа [14–17], который дает следующее пра-
вило построения функции ( ):h x  
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На формуле (12) основано программное решение поиска опти-
мальной толщины балки. Отметим, что система дифференциальных 
уравнений (2)–(2') решена методом матричной прогонки. 

Результаты. В следующих примерах приведена форма прогиба 
балки, зависящая от различных способов закрепления концов балки. 
Данные результаты получены с использованием программы, разрабо-
танной на языке  C# 5.0 .net framework 4.5. 

Пример 1. Балка свободно оперта на обоих концах (рис. 1). По 
горизонтали на рис. 1 отложена координата x от 0 до 1. С помощью 
программы определена толщина балки, а именно функция, значение 
которой строго положительно. Кривая, находящаяся в отрицательной 
части графика, получена простым отражением верхней кривой. Зна-
чение веса балки, а именно, значение функционала J[h(x)] равно 
0,89J0, где J0 — вес балки, рассчитанный без применения метода оп-
тимизации. 

 

  
Рис. 1 
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Пример 2. Балка жестко закреплена с двух концов. График функ-
ции толщины балки показан на рис. 2. Ситуация аналогична той, что 
изложена в примере 1. В данном случае J[h(x)] = 0,76J1, где J1 — вес 
балки, закрепленной с двух концов, который получен без применения 
оптимизации. 

 

  
Рис. 2 

 
Пример 3. Балка жестко закреплена на правом конце, оперта на 

левом. График функции толщины при смешанном способе закрепле-
ния балки показан на рис. 3. Значение функционала  J[h(x)] = 0,84J3, 
где J3 — вес балки при смешанном закреплении без использования 
оптимизационного режима. 

 

  
Рис. 3 

 
Анализируя полученные результаты, можно отметить, что во всех 

трех рассмотренных примерах происходит уменьшение веса балки, 
причем в случае жестко закрепленной балки достигается максималь-
ное уменьшение веса относительно персонального. 
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Заключение. Для решения задачи оптимального проектирования 
балки в области оптимизации форм упругих тел в данной работе раз-
работан и использован новый метод последовательных приближений, 
а для дальнейшей оптимизации — метод проектирования градиента. 
Этот метод применялся для всевозможных видов закрепления концов 
балки.  

Для визуализации продемонстрированных результатов, получен-
ных на основании данного метода, был разработан программный 
комплекс, который предоставляет удобный интерфейс пользователю, 
а также реализует графический вывод результатов расчета. 

Опираясь на работы [18–23], дальнейшие исследования будут 
направлены на изучение задач управления упругими телами с жид-
ким наполнением. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант  
№ 15-01-05552. 
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Optimal design of the beam under Eigen-oscillation 
frequency constraints 
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The problem considered in the work is relevant to the current situation in the field of 
elastic body shape optimization. The proposed method of solving the problem is suita-
ble for use in practice. Various conditions of end restraint were studied. For the nu-
merical solving the extreme problem the methods of successive approximations and the 
gradient projection were used. The problem is solved considering various beam pa-
rameter constraint conditions naturally arising in solving such problems. To calculate 
the optimal shape of the beam deflection by the modern information technology, con-
venient for the user software was developed, allowing the results of calculations to be 
clearly demonstrated. 
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